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(распределение 02) (78) 11. Критические числа для испытания Уилкоксона (84). 12. А-распределение 
Колмогорова — Смирнова (85). 


3. Интегралы и суммы рядов . 


| Таблица сумм некоторых числовых с рядов (86). 2. Таблица | разложения элементарных “функций в в степенные 
ряды (87). 3 Таблица неопределенных интегралов (91). 4 Таблица некоторых определенных интегра- 
лов (110). 


1.2. ГРАФИКИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 


Алгебраические функции . . 
1 Целые рациональные функции (113). 2 Дробно- рациональные функции (114). 3. “Иррациональные функ- 
ции (116). 


Трансцендентные функции. 


1. Тригонометрические и обратные тригонометрические функции 115). 2. Показательные и логарифмические 
функции (119) 3. Гиперболические функции (121). 


1.3. ВАЖНЕЙШИЕ КРИВЫЕ 


. Алгебраические кривые . 


1 Кривые 3-го порядка (123). 2, Кривые 4-го порядка (124). 


. Циклоиды 
. Спирали 


. Цепная линия и трактриса . 


2. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ МАТЕМАТИКА 


2.1. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПРИБЛИЖЕННЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 


. Общие сведения 


1. Представление чисел в позиционной системе счисления (130). 2. Погрешности и правила округления 
чисел (131) 


15 


10 


64 


86 


113 


117 


123 


125 
128 


129 


130 


4 


СОДЕРЖАНИЕ 





212 


241. 


243 


2.44 


262 


Элементарная теория погрешностей . . 2... 
| Абсолютные и относительные пог решности (131) 2. приближенные границы погрешности функции (132) 
3 Приближенные формулы (132) 


3. Элементарные приближенные графические методы. 1. Нахождение нулей функции / (х) (132) 2 Графическое 


дифференцирование (133) 3 Графическое ингегрирование (133) 


2.2. КОМБИНАТОРИКА 


Основные комбинаторные функции . . . 
| Факториал и гамма-функция (134) 2 Биномиальные коэффициенты (134). Е “Полиномиальный коэффи- 
циент (135) 


. Формулы бинома и полинома . 


1 Формула бинома Ньютона (135) 2 Формула полинома | (135) 
Постановка задач комбинаторики . 


Подстановки 2... 4... 
1. Подстановки (136). 2. Группа | подстановок к. элементов (136). 3. Подстановки с неподвижной точкой 
(136). 4 Подстановки с заданным числом циклов (137) 5 Перестановки с повторениями (137) 


. Размещения . 


1 Размещения (137) 2 "Размещения ‹ с пов горениями (137). 


Сочетания 
1 Сочетания (138). 2 Сочетания с : повторениями (138). 


2.3. КОНЕЧНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ, СУММЫ, 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ, СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ 


Обозначение сумм и произведений . 


Конечные последовательности . 
| Арифметическая прогрессия (139) `2 “Геомет рическая прогрессия (139) - 


Некоторые конечные суммы . 


Средние значения . 


2.4. АЛГЕБРА 


Общие понятия 
1 Алгебраические выражения (140) 2 Значения. алгебраических выражений (140) 3 Многочлены (141) 
4 Иррациональные выражения (141). 5 Неравенсгва (142) 6. Элементы теории групп (143) 


Алгебраические уравнения. 
1 Уравнения (143) 2 Эквивалентные преобразования (144) 3 Алгебраические уравнения (149) 4. Общие 
теоремы (148). 5 Система алгебраических уравнений (150) 


Трансцендентные уравнения . 


Линейная алгебра . 
1. Векторные пространства (151) 2. Магрицм и и определители (156). 3, Системы линейных уравнений (161) 
4 Линейные преобразования (164). 5 Собственные значения и собсгвенные векторы (166) 


2.5. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 


. Алгебраические функции . 


1 Целые рациональные функции 69) - 2 Дробно-рациональные функции (170) 3 Иррациональные 
алгебраические функции (174) 


Трансцендентные функции . 2. 
1. Тригонометрические функции и | обратные к ним г (174) 2 “Показательная и лог угарифмическал „функции 
(179). 3 Гиперболические функции и обратные к ним (180). 


2.6. ГЕОМЕТРИЯ 


. Планиметрия 


Стереометрия . . 
| Прямые и плоскости в пространстве (185) 2 Двугранные, многогранные и гелесные углы (186). 3 Много- 
гранники (186) 4 Тела, образованные перемешением линий (188) 


131 


134 


137 


138 


138 


138 


139 


139 


140 


143 


169 


174 


183 


185 


СОДЕРЖАНИЕ 5 





2.6.3. Прямолинейная тригонометрия. . . . ИИН эгээ. 189 
1. Решение треугольников (190) 2. Применение в элементарной іеодезии (191). 


264. Сферическая тригонометрия . . . . . . яг” 192 
1. Геометрия на сфере (192). 2. Сферический | треугольник (192) 3 Решение сферических 1 треугольников 
(192). 

2.6.5. Системы координат . . . яг жээ 194 


1. Системы координат на плоскости (195). 2 Координатнме системы в пространстве (197) 


2.6.6. Аналитическая геометрия . . . нтизэтэ” 222... 199 
1. Аналитическая геометрия на плоскости (199) 2 Аналитическая геомегрия в пространстве (204) 


3. ОСНОВЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 


3.1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 
ФУНКЦИЙ ОДНОГО И НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


3.1.1. Действительные числа. . . яг 210 
1. Система аксиом действительных чисел 1 (210) 2. Натуральные, целые и рациональные чиста 1 (21 р 3 Абсолют. 
ная величина числа (212). 4. Элементарные неравенства (212) 


3.1.2. Точечные множества в В". . .. . .. .. .. .. . .. . . .. .. . . . . . .. . .. 212 


3.1 3. Последовательности .. еее .2........ 214 
1. Числовые последовательности и (214) 2 Последова гельности 1 точек (215) 


3.1.4. Функции действительного переменного. . . . . эгээ 216 
1. Функцил одного действительного переменного (216) 2 Функции нескольких дейсївигельных переменных 
(223). 

3.1 5. Дифференцирование функций одного действительного переменного . . . . . . . . . . ие 225 


1. Определение и геометрическая интерпретация первой производной Примеры (225) 2 Производные 
высших порядков (226). 3. Свойства дифференцируемых функций (227) 4 Моногониосль и выпуклость 
функций (228) 5. Экстремумы и точки перегиба (229) 6 Элементарное исследовапие “функции 
(230). 


3.1.6. Дифференцирование функций многих переменных . .. . 220204 230 
1. Частные производные, геометрическая интерпретация (230) 2. Полный. дифференциал, производная по 
направлению, градиент (231) 3. Теоремы о дифференцируемых функциях многих переменных (232) 

4. Дифференцируемое отображение пространства В” в в”, функциональные определи!ели. исявныс функ- 
ции; теоремы о существовании решения (233) 5 Замена переменных в дифференциальных выражениях 
(235). 6. Экстремумы функций многих переменных (236) 


3.17. Үнтегральнов исчисление функций одного переменного . . . еее. 238 
1. Определенные интегралы (238) 2 Свойства определенных интегралов (239) 3 Неопределенные инте- 
гралы (239). 4. Свойства неопределенных интегралов (241) 5 Ингегрирование рациональных функций (242) 
6. Интегрирование других классов функций (244) 7 Несобственные инктгралы (247) 8 Геометрические и 
физические приложения определенных интегралов (251) 


3.1.8. Криволинейные интегралы ............................... 253 
1. Криволинейные интегралы 1-го рода (интегралы по длине кривой) (253) 2 Существование и 
вычисление криволинейных интегралов 1-го рода (253) 3 Криволинейные интегралы 2-10 рода (инісгралы 
по проекции и интегралы общего вида) (254) 4. Свойства и вычисление криволинейных интегралов 2-10 
рода (254). 5. Независимость криволинейных интегралов о! пути интегрирования (256) 6. Геометрические 
и физические приложения криволинейных инте! ралов (257) 


3.1.9. Интегралы, зависящие от параметра. . . 0... 257 
1. Определение интеграла, зависяшего от параметра (257) 2 Свойства иплегралов, зависящих о: пара- 
метра (257). 3. Несобственные интегралы, зависящие от параметра (258) 4 Примеры ингегралов, зави- 
сяших от параметра (260) 


3.1.10. Двойные интегралы . . . . . . . .. . ИНИНИ 260 
1. Определение двойного интеграла и элеменларные свойства (260) 2 Вычисление двойных интегралов 
(261). 3. Замена переменных в двойных ингегралах (262) 4 Геометрические и физические приложения 
двойных интегралов (263) 


3111. Тройные интегралы о.о. эээ 263 
1. Определение тройного интеграла и простейшие свойс гва С (063) 2 Вычисление тройных инісіралов 
(264). 3. Замена переменных в гройных ингегралах (265). 4 Геомеїрические и физические приложения 
тройных интегралов (265). 


СОДЕРЖАНИЕ 





3.1.12. 


3.1.13. 


3.1.14. 


3.1.15. 


3.2.1. 


3.4.1. 


3.4 2. 


3 4.3. 


3.4.4. 


3.4.5. 


3.4.6. 


3.4.7. 


Поверхностные интегралы . 
1. Плошадь гладкой поверхности (266). 2. Поверхностные интегралы 1- -го и 12- -го рода (266). 3. Геометрические 
и физические приложения поверхностного интеграла (269). 


Интегральные формулы . 0... 0... . 
1. Формула Остроградского — Гаусса. Формула Грина (270). 2 Формулы Грина (270). 3 Формула 
Стокса (270). 4. Несобственные криволинейные, · двойные, поверхностные и тройные интегралы (270) 
5. Многомерные интегралы, зависящие от параметра (272). 


Бесконечные ряды . . . . . уе . .. 

1. Основные понятия (273). 2. Признаки ‹ сходимости или расходимости рядов с неотрицательными членами 
(274). 3. Ряды с произвольными членами. Абсолютная сходимость (276). 4 Функциональные последова- 
тельности. Функциональные ряды (277). 5. Степенные ряды (279). 6. Аналитические функции. Ряд Тейлора. 
Разложение элементарных функций в степенной ряд (282). 


Бесконечные произведения . 


3.2. ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ И ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 


Вариационное исчисление . . . 7... 
1. Постановка задачи, примеры и основные понятия (087, 2. Теория Эйлера — Лагранжа (088). 3. Тео- 
рия Гамильтона — Якоби (294). 4. Обратная задача вариационного исчисления (295). 5. Численные методы 
(295). 


. Оптимальное управление . 


. Основные понятия (298) 2. Принцип максимума Понтрягина (298). 3. Дискретные с системы (303) 4, Чис. 
ленные методы (304). 


3.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


. Обыкновенные дифференциальные уравнения 


1 Общие понятия. Теоремы существования и единственности ` (305) 2. Дифференциальные уравнения 1-го 
порядка (306). 3. Линейные дифференциальные уравнения и линейные системы (313). 4. Общие нели- 
нейные дифференциальные уравнения (325). 5. Устойчивость (325) 6. Операторный метод решения обыкно- 
венных дифференциальных уравнений (326) 7. Краевые задачи и задачи о собственных значениях (327). 


. Дифференциальные уравнения в частных производных 


1. Основные понятия и специальные методы решения (331) 2. Уравнения | в частных производных 1-го 
порядка (333). 3. Уравнения в частных производных 2-го порядка (339). 


3.4. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 
Общие замечания . 


Комплексные числа. Сфера Римана. Области . 4. 2. 
1. Определение комплексных чисел Поле комплексных чисел “(857). 2. Сопряженные комплексные числа 
Модуль комплексного числа (358). 3. Геометрическая интерпретация (358). 4. Тригонометрическая и по- 
казательная формы комплексных чисел (358). 5 Степени, корни (359). 6. Сфера Римана. Кривые Жордана. 
Области (359). 


Функции комплексного переменного . 


Важнейшие элементарные функции . .. . 
1. Рациональные функции (361) 2 Показательная и логарифмическая функции (361) 3 Тригонометри- 
ческие и гиперболические функции (364). 


Аналитические функции . 
|. Производнал (365) 2 Условия дифференцируемости Коши- Римана (365) 3 Аналитические функции 
(365). 


Криволинейные интегралы в комплексной области . 2... 

1. Интеграл функции комплексного переменного (366). 2. Независимость от пути интегрирования (366). 
3. Неопределенные интегралы (366) 4 Основная формула интегрального исчисления (366). 5. Интеграль- 
ные формулы Коши (366) 


Разложение аналитических функций в ряд . 

1. Последовательности и ряды (367). 2 Функциональные ряды. Степенные ряды. (368). 3. Рад Тейлора 
(369). 4 Ряд Лорана (369). 5. Классификация особых точек (369). 6. Поведение аналитических функций на 
бесконечности (370). 


. Вычеты и их применение . 


1. Вычеты (370). 2. Теорема вычетов (370). 3. Применение к вычислению определенных интегралов 37). 
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Аналитическое продолжение . . 
1 Принцип аналитического продолжения (371). 2 Принцип симметрии (Шварца) (371). 


34.10 Обратные функции Римановы поверхности . 


3411 


4.1.4 


4 4.1. 


442. 


1 Однолистные функции, обратные функции (372) 2. Риманова поверхность функции 2 = үш (372). 3. Рима- 
нова поверхность функции г = Ілу” (373). 


Конформные отображения . 
1 Понятие конформного отображения (373) 2. Некоторые простые · конформные | отображения (374). 


4. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ 


4.1. МНОЖЕСТВА, ОТНОШЕНИЯ, ОТОБРАЖЕНИЯ 


Основные понятия математической логики . 
1 Алгебра логики (алгебра высказываний, логика высказываний) (376) 2 “Предикаты (379) 


. Основные понятия теории множеств 


1. Множества, элементы (380). 2 Подмножества (380) 


Операции над множествами . о... 0.4040. 
| Объединение и пересечение множеств (381). 2. Разность, симметрическая разность, дополнение 
множеств (381) 3 Диаграммы Эйлера — Венна (381) 4. Декартово произведение множеств (382) 5. Обобщенные 
объединение и пересечение (382) 


Отношения и отображения 
. Отношения (382) 2 Отношение | эквивалентности 1 (383) 3 Отношение порядка (383). 4. Отображения (384), 
5 Последовательности и семейства множеств (385) 6 Операции и алгебры (385). 


Мощность множеств . 
1. Равномошность (386). 2 Счетные 1 и несчетные множества (386) | 


4.2. ВЕКТОРНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 


Векторная алгебра . . 
| Основные понятия (386). 2. Умножение на скаляр и сложение (386). 3. Умножение. векторов (388). 
4 Геометрические приложения векторной алгебры (389). 


. Векторный анализ 


1 Векторные функции скалярного аргумента (390) 2. Пола (скалярные и ` векторные) (391). 3. Градиент 
скалярного поля (393). 4. Криволинейный интеграл и потенциал в векторном поле (394). 5 Поверхностные 
интегралы в векторных полях (395). 6. Дивергенция векторного поля (397). 7. Ротор векторного поля (398). 
8. Оператор Лапласа и градиент векторного поля (399). 9. Вычисление сложных выражений (оператор 
Гамильтона) (399). 10. Интегральные формулы (400) 11 Определение векторного поля по его источникам 
и вихрям (401) 12. Диады (тензоры П ранга) (402) 


4.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 


Плоские кривые .. 2.2... 
1 Способы задания плоских кривых. Уравнение плоской кривой (405). 2 Локальные | элементы плоской 
кривой (406) 3 Точки специального типа (407). 4 Асимптоты (409) 5 Эволюта и эвольвента 
(410). 6 Огибающая семейства кривых (410). 


Пространственные кривые . . 
| Способы задания кривых в пространстве (410). 2 “Локальные элементы кривой в пространстве (410) 
3 Основная теорема теории кривых (411). 


. Поверхности. 


1. Способы задания поверхностей (412) 2 Касательная плоскость и нормаль к поверхности (412). 
3. Метрические свойства поверхностей (413). 4 Свойства кривизны поверхности (414). 5. Основная теорема 
теории поверхностей (416). 6 Геодезические линии на поверхности (417). 


4.4. РЯДЫ ФУРЬЕ, ИНТЕГРАЛЫ ФУРЬЕ И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 


Ряды Фурье . . . 
1 Обшие понятия (418). 2. Таблица некоторых разложений в 5 ряд Фурье (419) Е “Численный гармонический 
анализ (423). 


Интегралы Фурье. . . 
1 Обшие понятия (425). 2 Таблицы трансформант Фурье (426). 


372 


373 


376 


380 


381 


382 


386 


386 


390 


405 


410 


412 


418 


425 


СОДЕРЖАНИЕ 





4,4 3 


511 


514 


522 


523 


524 


„611 


Преобразование Лапласа . . . . 
| Общие понягия (437) 2 Применение преобразования Лапласа к решению обыкновенных | дифферен- 
циальных уравнений с начальными условиями (438) 3 Таблица обратного преобразовапия Лапласа дроб- 
но-рациональных функций (438) 


5. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 
5.1. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


Случайные события и их вероятности. . ян 
| Случайные события (441) 2 Аксиомы георин вероятностей (442), Е Классическое определение верба. 
ности события (443) 4 Условные веролтности (443) 5. Полная вероятность Формула Байсса (443) 


Случайные величины 
| Дискретные случайные величины 1 (444) 2 Непрерывные случайные величины (445) 


Моменгы распределения . 
| Дискретный случай (446) 2 Непрерывный случай (447) 


Случайные векторы (многомерные случайные величины). ялга 
| Дискретные случайные векторы (448) 2 Непрерывные случайные векторы (449) 3 “Граничные расиреде- 
ления (449) 4 Моменты многомерной случайной величины (449) 5. Условные распределения (450) 
6 Независимость случайных величин (450) 7 Регрессионная зависимость (450) 8 Функции о1 случайных вели- 
чин (451) 


Характеристические функции . 220.02.027... ....................... 
| Свойства характерисгических функций (452, 2 Формула обращения и теорема единственности 
(452) 3 Предельная теорема дія харакгеристических функций (452) 4 Произволящие функции (453) 
5 Характерислические функции многомерных случайных величин (453). 


Предельные леоремы . не 
| Закон болыших чисел (453) 2 Предельная теорема Муавра-- Лапласа (454) 3 Центральная предельная 
теорема (454) 


5.2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 


Выборки . 
| Гистограмма и эмпирическая функция расирс: челения г 0455). 2 Функция выборок. (456) 3 Некоторые 
важные распределения (457) 


Оценка параметров . . 
| Свойства точечных оценок г (457) 2 Методы получения. оценок (458). 3 ` Доверительные оценки (459). 


Проверка гипотез (тесты) . ууу 
1 Постановка задачи (460) 2 Общая теория (460) 3 1-критерий (461) 4 [Г-критерий (461) 5 Кригерий 
Уилкоксона (461). 6 Х?-критерий (462) 7. Случай дополнительных парамегров (463) 8 Кригерий согласия 
Колмогорова ~ Смирнова (463) 


Корреляция и регрессия . гэгээ... 60... . . 
| Оценка корреляционных и регрессионных харакгеристик по выдоркам (464) 2 Проверка гипотезы р + 0 
в спучае нормальпо распределенной існеральной совокупности (464) 3 Общая задача регрессии (465) 


6. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 


6.1. ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 


Постановка задачи линейного программирования и симплекс-метод . пи 
1 Общая постановка задачи, іеомсі рическая интерпретация и решение за дач с шумя перемениыми (466) 
2 Канопический вид ЗЛП, изображение вершины в симплекс-лаблице (468) 3 > Симплекс-мегод при 
заданной начальной таблице (469) 4 Получение начальной вершины (471). 5 Вырожденный случай и его 
рассмогрение при помощи симплекс-метода (473) 6 Двойственность в линейном программировании (473). 
7 Модифицированные мегоды, дополнительное изменение задачи (475) 


6.2. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА 
Линейная транспортная задача. 


Отыскание начального решения 


Транспоріный мегод . 
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7.2.2 


6.3. ТИПИЧНЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 


Использование производственных мощностей . . ... 


. Задача о смесих . 
. Распределение, составление плана, сопоставление . 


4. Раскрой, планирование смен, покрытие . 


6.4. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 
Постановка задачи 


Метод решения для случая однопараметрической целевой функции . 


6.5. ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 


. Постановка задачи, геомет рическая интерпретация . 


. Метод сечения Гомори . 


1. Чисто целочисленные задачи линейного программирования (487). 2. Смешанно-целочисленные задачи 
линейного программирования (488). 


Метод разветвления . 


Сравнение методов . 


7. ЭЛЕМЕНТЫ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 


71. ЭЛЕМЕНТЫ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 


. Погрешности и их учет . 


. Вычислительные методы . 


1. Решение линейных систем уравнений. (491). 2 Линейные задачи о собственных значениях (495). 
3. Нелинейные уравнения (496) 4. Системы нелинейных уравнений (498) 5 Аппроксимация (499) 6 Интер- 


поляция (502) 7 Приближенное вычисление интегралов (506) 8 Приближенное дифференцирование (510). 


9 Дифференциальные уравнения (510). 


Реализация численной модели в электронных вычислительных машинах . 
1. Критерии для выбора метода (516). 2. Методы управления (516). 3. Вычисление функций (517) 


Номография и логарифмическая линейка . 
1 Соотношения между двумя переменными — функциональные | шкалы (518) 2. Логарифмическая (счег- 
ная) линейка (519). 3. Номограммы точек на прямых и сетчатые номограммы (519). 


Обработка эмпирического числового материала . . . 122220... 2. 
1. Метод наименыпих квадратов (521). 2. Другие способы выравнивания (522). 


7.2. ВИЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА 


. Электронные вычислительные машины (ЭВМ). 


1. Вводные замечания (523) 2. Представление информации и память ЭВМ (523) 3 Каналы обмена 
(524). 4 Программа (524). 5. Программирование (524). 6. Управление ЭВМ (526). 7. Математическое 
(программное) обеспечение (526). 8. Выполнение работ на ЭВМ (526) 


Аналоговые вычислительные машины . . . . 

1. Принцип устройства аналоговой вычислительной техники (627). 2 Вычислительные элементы аналоговой 
вычислительной машины (527). 3. Принцип программирования при решении систем обыкновенных 
дифференциальных уравнений (529). 4 Качественное программирование (530) 


Список литературы 


Предметный указатель . 
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ОТ РЕДАКЦИИ 


Справочник И. Н. Бронштейна и К. А. Семендлева по математике для инженеров и студентов втузов 
прочно завоевал популярность не только в нашей стране, но и за рубежом. Одиннадцатое издание 
вышло в свет в 1967 г. Дальнейшее издание справочника было приостановлено, так как он уже не 
отвечал современным требованиям. 

Переработка справочника была осуществлена по инициативе издательства «Тейбпег» с согласия 
авторов большим коллективом специалистов в ГДР (где до этого справочник выдержал 16 изданий). 
Было принято обоюдное решение выпустить этот переработанный вариант совместным изданием: 

в ГДР — издательством «Теџђпег» — на немецком языке; 

в СССР — Главной редакцией физико-математической литературы издательства «Наука» — на 
русском языке. 

В результате переработки справочник не только обогатился новыми сведениями по тем разделам 
математики, которые были представлены ранее, но и был дополнен новыми разделами: «Вариационное 
исчисление и оптимальное управление» (гл. 3.2), «Математическая логика и теория множеств» (гл. 4.1), 
«Вычислительная математика» (гл. 7.1), и основными сведениями по вычислительной технике (гл. 7.2). 

При этом был сохранен общий методический стиль справочника, позволяющий и получить фактическую 
справку по отысканию формул или табличных данных, и ознакомиться с основными понятиями (или 
восстановить их в памяти); для лучшего усвоения понятий приводится большое количество примеров. 

В связи со столь основательным пересмотром справочника в ГДР весь текст был заново переведен с 
немецкого языка. 

При подготовке русского издания была произведена некоторая переработка, с тем чтобы по 
возможности учесть требования программ отечественных вузов. Эта переработка в основном связана 
с изменением обозначений и терминологии, которые у нас и в ГДР не всегда совпадают. Некоторые 
разделы для русского издания были переписаны заново — это первые разделы из глав, посвященных 
алгебре (гл. 2.4), математической логике и теории множеств (гл. 4.1). Менее значительной переделке 
подверглись разделы, посвященные комплексным переменным (гл. 3.4), вариационному исчислению и 
оптимальному управлению (гл. 3.2), вычислительной математике (гл. 7.1). 

В таком виде справочник вышел в 1980 и в 1981 г. 

В настоящем, 13-м (или 2-м переработанном) издании в справочник внесены многочисленные 
исправления. 

Редакция благодарит всех читателей, приславших свои замечания и исправления. С сожалением 
отмечаем, что таких писем было немного. Основные исправления были внесены по результатам 
рецензирования и дополнительного редактирования предыдущего издания. 

Мы повторяем свою просьбу к читателям присылать замечания в адрес редакции: 117071, Москва, 
Ленинский проспект, 15, Физматлит, Редакция математических справочников. 
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1. ТАБЛИЦЫ И ГРАФИКИ 
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ж) С- постоянная Эйлера. 


**) а — ускорение свободного падения (м/с?); здесь дано округленное значение р на уровне моря на широте 45 – 50°. 





11. ТАБЛИЦЫ 


1.1.1. ТАБЛИЦЫ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 


1.1.1.1. Некоторые часто встречаюшиеся постоянные. 
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0,10491 
0,28100 
1,75812 
3,53627 
5,31443 
1,00570 
1,75143 
1,60091 


1,90194 


1,83428 
1,79264 
1,56571 
1,13141 
1,78285 
1,85524 
1,31781 
2,63562 
3,27125 
0,05870 
0,36222 
1,00833 
2,70730 
0,99298 
1,14350 
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Интерполяция. Большинство помешенных ниже 
таблиц даег значения функций с чегырьмя зна- 
чацими цифрами для трехзначных аргументов. 
Когда аргумент задан с большей точностью и, сле- 
довательно, искомое значение функции не может 
быть найдено непосредственно в таблицах, необ- 
ходимо прибегать к интерполяции. Наиболее 
простой является линейная интерполяция, при 
которой допускают, что приращение функции 
пропорционально приращению аргумента. Если 
заданное значение х лежит между приведенными в 
таблице значениями хо и х; = хо + ћ, которым 





соответствуют значения функции уо =Х(хо) и 
Уул) (ху = уо + А, то принимают 
Х Хо 
Г(х) = Г (хо) + —— А 
х — Хо 
Интерполяционная поправка г” А легко 


вычисляется с помошью таблицы пропорциональ- 
ных частей 1.1.1.17. 


Примеры. 1) Найти 1,67542. В таблицах находим: 
1,672 = 2,789 и 1,682 = 2,822; тогда А = 33*). Из таблицы 
пропорциональных частей получаем: 0,5 - 33 = 16,5; 0,04. 33 = 

х-х 
= 1,3; А = 16,5 + 1,3 ~ 18; 1,67542 = 2,807. 

2) Найти 12799247. В таблицах находим: 
= 5,309 и 1279930 = 5,396; тогда А = 87; 
ір 79924: = 5,344. 


18 79°20 = 
0,4. 87 ~ 35; 


Погрешность линейной интерполации не пре- 
вышает единицы последней значашей цифры, 
если только две соседние разности Ау и А, **) раз- 
личаются не больше чем на 4 единицы (послед- 
него знака). Если это условие не выполнено, 
необходимо пользоваться более сложными интер- 
поляционными формулами. В большинстве слу- 
чаев достаточной является квадратичная интерпо- 
ляция по Бесселю: 


Г(х) = (хо) + КА, — К, (Д, -- А-1) 
х- Хо 
к= 229, 
ћ 
К(1-4 
К = ------; 
4 
К, находится из габл. 1.1.1.18. 


г 


Пример. Требуется найти 18 85233. По таблице нахо- 
дим (й = 10): К = 0,3, К, = 0,052; поправка равна 0,3. 491 — 
- 0,052. 75 ~ 143; 15 85933! = 12,849. 


1.1.1.2. Квадраты. кубы, корни. 

Обьяснения к таблице. Таблица позво- 
ляет находить квадраты, кубы, квадратные и куби- 
ческие корни с четырьмя значацими цифрами. 
Для аргументов п, заключенных между ! и 10, 
величины п?, п? находятся непосредственно из 


таблицы, если значение аргумента дано с тремя 


ж) Разносль А и поправку обычно выражают в едини- 
цах разряда последней значащей цифры, не выписывая 
нулей и запятой впереди 


**) Здесь подразумеваются обозначения х; = хо + Й, 
Ху = хо + 2А, А |) = хо А, ур = (Ху) (Ке — 1, 2), А, = 
= ур Ур, Ае Үр Ау = -У-1 


значащими цифрами. Например, 1,79? = 3,204. Если 
же значение аргумента задано более чем тремя 
значащими цифрами, необходимо прибегнуть к 
интерполяции. Для этой таблицы погрешность 
линейной интерполяции нигде не превышает еди- 
ницы последнего знака. 

Для нахождения п?, п? при и> 10 и п <1 при- 
нимают во внимание, что при увеличении и в 105 
раз п? увеличивается в 107% раз, и? – в 102“ 
раз, т. е. перенос запятых у и на К разрядов 
вправо вызывает перенос запятых у и? на 2К 
разрядов вправо. При этом по мере надобности 
к взятому из таблиц числу приписываютоя нули 
справа’ или слева. Например, 0,1792 = 0,03204; 
1793 = 5735000 *). 

Корни квадратные для п, заключенных 
между І и 100, могут быть найдены непосредственно 
из таблицы (с применением линейной интер- 
поляции), а для любых и — по следующим пра- 
вилам. 

1) Подкоренное число разбивают в обе стороны 
от запятой на грани, содержащие по две цифры. 
2) В зависимости от того, содержит ли первая 
слева, не состоящая из нулей грань одну или 
две значащие цифры, значение корня находят 


в таблице соответственно в графе үп ИЛИ Ибн. 
3) В найденном значении корня запятую ставят, 
исходя из того, что каждая грань подкоренного 
числа, стоящая до запятой, дает для корня одну 
цифру до запятой, а для чисел, меньших 1, каждая 
состоящая из нулей грань после запятой дает для 
корня один нуль после запятой. 


Примеры. ү 23,9 = 4,889; 2) ү 239000 = 488,9; 3) 
ү/0,0002:39 = 0,01546; 4) |/0,003 = 0,05477. (В последнем при- 
мере под знаком корня на конце нужно мысленно добавить 
один нуль, т.е. дополнить последнюю грань, и корень 


следует искать в графе у 10п.) 


Корни кубические для п, заключенных 
между 1 и 1000, могут быть найдены непосред- 
ственно из таблицы (с применением линейной 
интерполяции), а для любых п— по следующим 
правилам. 

1) Подкоренное число разбивают в обе стороны 
от запятой на грани, содержащие по три цифры. 
2) В зависимости от того, содержит ли первая 
слева, не состоящая из нулей грань одну, две 
или три значащие цифры, значение корня находят 


в таблице соответственно в графе Ил, у 10п или 
у 100п. 3) В найденном значении корня запятую 


ставят по тому же правилу, что и для квадратных 
корней. 


Примеры. 1) 239 = 2880%%); 2) 23900 = 62,06; 
3) 000000239 = 0,01337; 4) 00,0003 = 0.06694; 5) ү/003 = 


= 0,3107. (В последних двух примерах под знаком корня на 
конце нужно мысленно добавить соответственно два нуля 
и один нуль, т.е. дополнить соответствующую грань.) 





*) Лучше записать 1793 = 5,735. 106, избегая употребле- 
ния нулей для замены неизвестных цифр (точно: 1793 = 
= 5735 339) 

**) Нуль на конце нужно сохранить, так как здесь он яв- 
ляется значащей цифрой и характеризует точность полу- 
ченного значения корня. 
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Квадраты. кубы, квадратные и кубические корни 





ТАБЛИЦБ! 





1,55 
1,56 
1,57 
1,58 
1,59 


1,60 
1,61 
1,62 
1,63 
1,64 


1,65 
1,66 
1,67 
1,68 
1,69 


1,70 
1,71 
1,72 
1,73 
1,74 


1,75 
1,76 
1,77 
1,78 
1,79 


1,80 
1,81 
1,82 
1,83 
1,84 


1,85 
1,86 
1,87 
1,88 
1,89 


1,90 
1,91 
1,92 
1,93 
1,94 


1,95 
1,96 
1,97 
1,98 
1,99 


2,00 
2,01 
2,02 
2,03 
2,04 


2,05 
2,06 
2,07 
2,08 
2,09 


2,10 


т, 


2,402 
2,434 
2,465 
2,496 
2,528 


2,560 
2,592 
2,624 
2,657 
2,690 


2,722 
2,756 
2,789 
2,822 
2,856 


2,890 
2,924 
2,958 
2,993 
3,028 


3,062 
3,098 
3,133 
3,168 
3,204 


3,240 
3,276 
3,312 
3,349 
3,386 


3,422 
3,460 
3,497 
3,534 
3,572 


3,610 
3,648 
3,686 
3,725 
3,764 


3.802 
3,842 
3,881 
3,920 


3,960 . 


4,000 
4,040 
4,080 
4,121 
4,162 


4,202 
4,244 
4,285 
4,326 
4,368 


4,410 








Продолжение 





1 100л 
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Продолжение 








п т п | |“ 10п Үл р 10” / 100п 


4,583 
4,593 
4,604 
4,615 
4,626 


4,637 
4,648 
4,658 
4,669 
4,680 


4,690 
4,701 
4,712 
4,722 
4,733 


4,743 
4,754 
4,764 
4,775 
4,785 


4,796 
4,806 
4,817 
4,827 
4,837 


4,848 
4,858 
4,868 
4,879 
4,889 


4,899 
4,909 
4,919 
4,930 
4,940 


4,950 
4,960 
4,970 
4,980 
4,990 


5,000 
5.010 
5,020 
5,030 
5,040 


5,050 
5,060 
5,070 
5,079 
5,089 


5,099 
5,109 
5,119 
5,128 
5,138 


5,148 
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„3 


18,61 
18,82 
19,03 
19,25 
19,47 


19,68 
19,90 
20,12 
20,35 
20,57 


20,80 
21,02 
21,25 
21,48 
21,72 


21,95 
22,19 
22,43 
22,67 
22,91 


23,15 
23,39 
23,64 
23,89 
24,14 


24,39 
24,64 
24,90 


25,15 


25,41 


25,67 
25,93 
26,20 
26,46 
26,73 


27,00 
27,27 
27,54 
27,82 
28,09 


28,37 
28,65 
28,93 
29,22 
29,50 


29,79 
30,08 
30,37 
30,66 
30,96 


31,26 
31,55 
31,86 
32,16 
32,46 


32,77 





5,148 
5,158 
5,167 
5,177 
5,187 


5,196 
5,206 
5,215 
5,225 
5,235 


5,244 
5,254 
5,263 
5,273 
5,282 


5,292 
5,301 
5,310 
5,320 
5,329 


5,339 
5,348 
5,357 
5,367 
5,376 


5,385 
5,394 
5,404 
5,413 
5,422 


5,431 
5,441 
5,450 
5,459 
5,468 


5,477 
5,486 
5,495 
5,505 
5,514 


5,523 
5,532 
5,541 
5,550 
5,559 


5,568 
5,577 
5,586 
5,595 
5,604 


5,612 
5,621 
5,630 
5,639 
5,648 


5,657 


Продолжение 


У 


6,423 
6,431 
6,439 
6,447 
6,455 


6,463 
6,471 
6,479 
6,487 
6,495 


6,503 
6,511 
6,519 
6,527 
6,534 


6,542 
6,550 
6,558 
6,565 
6,573 


6,581 
6,589 
6,596 
6,604 
6,611 


6,619 
6,627 
6,634 
6,642 
6,649 


6,657 
6,664 
6,672 
6,679 
6,687 


6,694 
6,702 
6,709 
6,717 
6,724 


6,731 
6,739 
6,746 
6,753 
6,761 


6,768 
6,775 
6,782 
6,790 
6,797 


6,804 
6,811 
6,818 
6,826 
6,833 


6,840 
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Продолжение 
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3,347 
3,350 


3,353 
3,356 
3,359 


3,362 
3,365 
3,368 
3,371 
3,374 


3,377 
3,380 
3,382 
3,385 
3,388 


3,391 
3,394 
3,397 
3,400 
3,403 


3,406 
3 409 
3,411 
3,414 
3,417 


3,420 
3,423 
3,426 
3,428 
3,431 


3,434 
3,437 
3,440 
3,443 
3,445 


3,448 
3,451 
3,454 
3,457 
3,459 


3,462 
3,465 
3,468 
3,471 
3,473 


3,476 
3,479 
3,482 
3,484 
3,487 


3,490 
3,493 
3,495 
3,498 
3,501 


3,503 





Продолжение 
ЈУ ї00; 


7,211 
7,218 


7,224 
7,230 
7,237 


7,243 
7,250 
7,256 
7,262 
7,268 


7,275 
7,281 
7,287 
7,294 
7,300 


7,306 
7,312 
7,319 
7,325 
7,331 


7,337 
7,343 
7,350 
7,356 
7,362 


7,368 
7,374 
7,380 
7,386 
7,393 


7,399 
7,405 
7,411 
7,417 
7,423 


7,429 
7,435 
7,441 
7,447 
7,453 


7,459 
7,465 
7,471 
7,477 
7,483 


7,489 
7,495 
7,501 
7,507 
7,513 


7,518 
7,524 
7,530 
7,536 
7,542 


7,548 
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Продолжение 


У топ [Уто 


7,548 
7,554 
7,560 
7,565 
7,571 


7,577 
7,583 
7,589 
7,594 
7,600 


7,606 
7,612 
7,617 
7,623 
7,629 


7,635 
7,640 
7,646 
7,652 
7,657 


7,663 
7,669 
7,674 
7,680 
7,686 


7,691 
7,697 
7,703 
7,708 
7,714 


7,719 
7,725 
7,731 
7,736 
7,742 


7,747 
7.753 
7,758 
7,764 
7.769 


7,775 
7,780 
7,786 
7,791 
7,797 


7,802 
7,808 
7,813 
7,819 
7,824 


7,830 
7,835 
7,841 
7,846 
7,851 


7,857 
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6,964 
6,971 
6,979 
6,986 
6,993 


7,000 
7,007 
7,014 
7,021 
7,029 


7,036 
7,043 
7,050 
7,057 
7,064 


7,071 
7,078 
7,085 
7,092 
7,099 


7,106 
7,113 
7,120 
7,127 
7,134 


7,141 
7,148 
7,155 
7,162 
7,169 


7,176 
7,183 
7,190 
7,197 
7,204 


7,211 
7,218 
7,225 
7,232 
7,239 


7,246 
7,253 
7,259 
7,266 
7,273 


7,280 
7,287 
7,294 
7,301 
7,308 


7,314 
7,321 
7,328 
7,335 
7,342 


7,348 


у 


1,693 
1,694 
1,695 
1,696 
1,697 


1,698 
1,700 
1,701 
1,702 
1,703 


1,704 
1,705 
1,707 
1,708 
1,709 


1,710 
1,711 
1,712 
1,713 
1,715 


1,716 
1,717 
1,718 
1,719 
1,720 


1,721 
1,722 
1,724 
1,725 
1,726 


1,727 
1,728 
1,729 
1,730 
1,731 


1,732 
1,734 
1,735 
1,736 
1,737 


1,738 
1,739 
1,740 
1,741 
1,742 


1,744 
1,745 
1,746 
1,747 
1,748 


1,749 
1,750 
1,751 
1,752 
1,753 


1,754 





Продолжение 


ў 100л 


7857 | 
7,862 
7,868 
7,873 
7,878 


7,884 
7,889 
7,894 
7,900 
7,905 


7,910 
7,916 
7,921 
7,926 
7,932 


7,937 
7,942 
7,948 
7,953 
7,958 


7,963 
7,969 
7,974 
7,979 
7,984 


7,990 
7,995 
8,000 
8,005 
8,010 


8,016 
8,021 
8,026 
8,031 
8,036 


8,041 
8,047 
8,052 
8,057 
8,062 


8,067 
8,072 
8,077 
8,082 
8,088 


8,093 
8,098 
8,103 
8,108 
8,113 


8,118 
8,123 
8,128 
8,133 
8,138 


8,143 
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29,16 
29,27 
29,38 
29,48 
29,59 


29,70 
29,81 
29,92 
30,03 
30,14 


30,25 
30,36 
30,47 
30,58 
30,69 


30,80 
30,91 
31,02 
31,14 
31,25 


31,36 
31,47 
31,58 
31,70 
31,81 


31,92 
32,04 
32,15 
32,26 
32,38 


32,49 
32,60 
32,72 
32,83 
32,95 


33,06 
33,18 
33,29 
33,41 
33,52 


33,64 
33,76 
33,87 
33,99 
34,11 


34,22 
34,34 
34,46 
34,57 
34,69 


34,81 
34,93 
35,05 
35,16 
35,28 


35,40 


157,5 
158,3 
159,2 
160,1 
161,0 


161,9 
162,8 
163,7 
164,6 
165,5 


166,4 
167,3 
168,2 
169,1 
170,0 


171,0 
171,9 
172,8 
173,7 
174,7 


175,6 
176,6 
177,5 
178,5 
179,4 


180,4 
181,3 
182,3 
183,3 
184,2 


185,2 
186,2 
187,1 
188,1 
189,1 


190,1 
191,1 
192,1 
193,1 
194,1 


195,1 
196,1 
197,1 
198,2 
199.2 


200,2 
201,2 
202,3 
203,3 
204,3 


205,4 
206,4 
207,5 
208,5 
209,6 


210,6 


2,324 
2,326 
2,328 
2,330 
2,332 


2,335 
2,337 
2,339 
2,341 
2,343 


2,345 
2,347 
2,349 
2,352 
2,354 


2,356 
2,358 
2,360 
2,362 
2,364 


2,366 
2,369 
2,371 
2,373 
2,375 


2,377 
2,379 
2,381 
2,383 
2,385 


2,387 
2,390 
2,392 
2,394 
2,396 


2,398 
2,400 
2,402 
2,404 
2,406 


2,408 
2,410 
2,412 
2,415 
2,417 


2,419 
2,421 
2,423 
2,425 
2,427 


2,429 
2,431 
2,433 
2,435 
2,437 


2,439 
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1,754 
1,755 
1,757 
1,758 
1,759 


1,760 
1,761 
1,762 
1,763 
1,764 


1,765 
1,766 
1,767 
1,768 
1,769 


1,771 
1,772 
1,773 
1,774 
1,775 


1,776 
1,777 
1,778 
1,779 
1,780 


1,781 
1,782 
1,783 
1,784 
1,785 


1,786 
1,787 
1,788 
1,789 
1,790 


1,792 
1,793 
1,794 
1,795 
1,796 


1,797 
1,798 
1,799 
1,800 
1,801 


1,802 
1,803 
1,804 
1,805 
1,806 


1,807 
1,808 
1,809 
1,810 
1,811 


1,812 


3,780 
3,782 
3,784 
3,787 
3,789 


3,791 
3,794 
3,796 
3,798 
3,801 


3,803 
3,805 
3,808 
3,810 
3,812 


3,814 
3,817 
3,819 
3,821 
3,824 


3,826 
3,828 
3,830 
3,833 
3,835 


3,837 
3,839 
3,842 
3,844 
3,846 


3,849 
3,851 
3,853 
3,855 
3,857 


3,860 
3,862 
3,864 
3,866 
3,869 


3,871 
3,873 
3,875 
3,878 
3,880 


3,882 
3,884 
3,886 
3,889 
3,891 


3,893 
3,895 
3,897 
3,900 
3,902 


3,904 


21 


Продолжение 





22 ТАБЛИЦЫ 





Продолженце 
3,904 8,41! 
3,906 8,416 
3,908 8,420 
3,911 8,425 
3,913 8,430 
3,915 8,434 
3,917 8,439 
3,919 8,444 
3,921 8,448 
3,924 8,453 
3,926 8,458 
3,928 8,462 
3,930 8,467 
3,932 8,472 
3,934 8,476 
3,936 8,481 
3,939 8,486 
3,941 8,490 
3,943 8,495 
3,945 8,499 
3,947 8,504 
3,949 8,509 
3,951 8,513 
3,954 8,518 
3,956 8,522 
3,958 8,527 
3,960 8,532 
3,962 8,536 
3,964 8,541 
3,966 8,545 
3,969 8,550 
3,971 8,554 
3,973 8,559 
3,975 8,564 
3,977 8,568 
3,979 8,573 
2,981 8,577 
3,983 8,582 
3,985 8,586 
3,987 8,591 
3,990 8,595 
3,992 8,600 
3,994 8,604 
3,996 8,609 
3,998 8,613 
4:000 8,618 
4,002 8,622 
4,004 8,627 
4,006 8,631 
4,008 8,636 
4,010 8,640 
4,012 8,645 
4,015 8,649 
4,017 8,653 
4,019 8,658 


4,021 8,662 





КВАДРАТЫ, КУБЫ, КОРНИ 





Т 


1,866 
1,867 
1,868 
1,869 
1,870 


1,871 
1,872 
1,873 
1,874 
1,875 


1,876 
1,877 
1,878 
1,879 
1,880 


1,881 
1,881 
1,882 
1,883 
1,884 


1,885 
1,886 
1,887 
1,888 
1,889 


1,890 
1,891 
1,892 
1,893 
1,894 


1,895 
1,895 
1,896 
1,897 
1,898 


1,899 
1,900 
1,901 
1,902 
1,903 


1,904 
1,905 
1,906 
1,907 
1,907 


1,908 
1,909 
1,910 
1,911 
1,912 


1,913 
1,914 
1,915 
1,916 
1,917 


1,917 


23 





Продолжение 


тоо 


8.662 
8,667 
8,671 
8,676 
8,680 


8,685 
8,689 
8,693 
8,698 
8,702 


8,707 
8,711 
8,715 
8,720 
8,724 


8,729 
8,733 
8,737 
8,742 
8,746 


8,750 
8,755 
8,759 
8,763 
8,768 


8,772 
8,776 
8,781 
8,785 
8,789 


8,794 
8,798 
8,802 
8,807 
8,811 


8,815 
8,819 
8,824 
8,828 
8,832 


8,837 
8,841 
8,845 
8,849 
8,854 


8,858 
8,862 
8,866 
8,871 
8,875 


8,879 
8,883 
8,887 
8,892 
8,896 


8,900 


24 


ТАБЛИЦЫ 








Продолжение 


100 





8,900 
8,904 
8,909 
8,913 
8,917 


8,921 
8,925 
8,929 
8,934 
8,938 


8,942 
8,946 
8,950 
8,955 
8,959 


8,963 
8,967 
8,971 
8,975 
8,979 


8,984 
8,988 
8,992 
8,996 
9,000 


9,004 
9,008 
9,012 
9,016 
9,021 


9,025 
9,029 
9,033 
9,037 
9,041 


9,045 
9,049 
9,053 
9,057 
9,061 


9,065 
9,069 
9,073 
9,078 
9,082 


9,086 
9,090 
9,094 
9,098 
9,102 


9,106 
9,110 
9,114 
9,118 
9,122 


9,126 


т 


из 


КВАДРАТЫ, КУБЫ, КОРНИ 


Ито 


8,718 
8,724 
8,729 
8,735 
8,741 


8,746 
8,752 
8,758 
8,764 
8,769 


8,775 
8,781 
8,786 
8,792 
8,798 


8,803 
8,809 
8,815 
8,820 
8,826 


8,832 
8,837 
8,843 
8,849 
8,854 


8,860 
8,866 
8,871 
8,877 
8,883 


8,888 
8,894 
8,899 
8,905 
8,911 


8,916 
8,922 
8,927 
8,933 
8,939 


8,944 
8,950 
8,955 
8,961 
8,967 


8,972 
8,978 
8,983 
8,989 
8,994 


9,000 
9,009 
9,011 
9,017 
9,022 


9,028 


25 





Продолжение 


0100 


9,126 
9,130 
9,134 
9,138 
9,142 


9,146 
9,150 
9,154 
9,158 
9,162 


9,166 
9,170 
9,174 
9,178 
9,182 


9,185 
9,189 
9,193 
9,197 
9,201 


9,205 
9,209 
9,213 
9,217 
9,221 


9,225 
9,229 
9,233 
9,237 
9,240 


9,244 
9,248 
9,252 
9,256 
9,260 


9,264 
9,268 
9,272 
9,275 
9,279 


9,283 
9,287 
9,291 
9,295 
9,299 


9,302 
9,306 
9,310 
9,314 
9,318 


9,322 
9,326 
9,329 
9,333 
9,337 


9,341 


26 





ТАБЛИЦЫ 
Продолжение 

п пе нэ уп и 10л Ил ў 10п 1 100п 
8,15 66,42 541,3 2,855 9,028 2,012 4,336 9,341 
8,16 66,59 543,3 2,857 9,033 2,013 4,337 9,345 
8,17 66,75 545,3 2,858 9,039 2,014 4,339 9,348 
8,18 66,91 547,3 2,860 9,044 2,015 4,341 9,352 
8,19 67,08 549,4 2,862 9,050 2,016 4,343 9,356 
8,20 67,24 551,4 2,864 9,055 2,017 4,344 9,360 
8,21 67,40 553,4 2,865 9,061 2,017 4,346 9,364 
8,22 67,57 555,4 2,867 9,066 2,018 4,348 9,368 
8,23 67,73 557,4 2,869 9,072 2,019 4,350 9,371 
8,24 67,90 559,5 2,871 9,077 2,020 4,352 9,375 
8,25 68,06 561,5 2,872 9,083 2,021 4,353 9,379 
8,26 68,23 563,6 2,874 9,088 2,021 4,355 9,383 
8,27 68,39 565,6 2,876 9,094 2,022 4,357 9,386 
8,28 68,56 567,7 2,877 9,099 2,023 4,359 9,390 
8,29 68,72 569,7 2,879 9,105 2,024 4,360 9,394 
8,30 68,89 571,8 2,881 9,110 2,025 4,362 9,398 
8,31 69,06 573,9 2,883 9,116 2,026 4,364 9,402 
8,32 69,22 575,9 2,884 9,121 2,026 4,366 9,405 
8,33 69,39 578,0 2,886 9,127 2,027 4,367 9,409 
8,34 69,56 580,1 2,888 9,132 2,028 4,369 9,413 
8,35 69,72 582,2 2,890 9,138 2,029 4,371 9,417 
8,36 69,89 584,3 2,891 9,143 2,030 4,373 9,420 
8,37 70,06 586,4 2,893 9,149 2,030 4,374 9,424 
8,38 70,22 588,5 2,895 9,154 2,031 4,376 9,428 
8,39 70,39 590,6 2,897 9,160 2,032 4,378 9,432 
8,40 70,56 592,7 2,898 9,165 2,033 4,380 9,435 
8,41 70,73 594,8 2,900 9,171 2,034 4,381 9,439 
8,42 70,90 596,9 2,902 9,176 2,034 4,383 9,443 
8,43 71,06 599,1 2,903 9,182 2,035 4,385 9,447 
8,44 71,23 601,2 2,905 9,187 2,036 4,386 9,450 
8,45 71,40 603,4 2,907 9,192 2,037 4,388 9,454 
8,46 71,57 605,5 2,909 9,198 2,038 4,390 9,458 
8,47 71,74 607,6 2,910 9,203 2,038 4,392 9,462 
8,48 71,91 609,8 2,912 9,209 2,039 4,393 9,465 
8,49 72,08 612,0 2,914 9,214 2,040 4,395 9,469 
8,50 72,25 614,1 2,915 9,220 2,041 4,397 9,473 
8,51 72,42 616,3 2,917 9,225 2,042 4,399 9,476 
8,52 72,59 618,5 2,919 9,230 2,042 4,400 9,480 
8,53 72,76 620,7 2,921 9,236 2,043 4,402 9,484 
8,54 72,93 622,8 2,922 9,241 2,044 4,404 9,488 
8,55 73,10 625,0 2,924 9,247 2,045 4,405 9,491 
8,56 73,27 627,2 2,926 9,252 2,046 4,407 9,495 
8,57 73,44 629,4 2,927 9,257 2,046 4,409 9,499 
8,58 73,62 631,6 2,929 9,263 2,047 4,41! 9,502 
8,59 73,79 633,8 2.931 9,268 2,048 4,412 9,506 
8,60 73,96 636,1 2,933 9,274 2,049 4,414 9,510 
8,61 74,13 638,3 2,934 9,279 2,050 4,416 9,513 
8,62 74.30 640,5 2,936 9,284 2,050 4,417 9,517 
8,63 74,48 642,7 2,938 9,290 2,051 4,419 9,521 
8,64 74,65 645:0 2,939 9,295 2,052 4,421 9,524 
8,65 74,82 647,2 2,941 9,301 2,053 4,423 9,528 
8,66 75,00 649,5 2,943 9,306 2,054 4,424 9,532 
8,67 75,17 651,7 2,944 9,311 2,054 4,426 9,535 
8,68 75.34 654.0 2,946 9,317 2,055 4,428 9,539 
8.69 75,52 656,2 2,948 9,322 2,056 4,429 9,543 
8,70 75,69 658,5 2,950 9,327 2,057 4,431 9,546 


КВАДРАТЫ, КУБЫ, КОРНИ 
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и. 


8,70 
8,71 
8,72 
8,73 
8,74 


8,75 
8,76 


75,69 
75,86 
76,04 
76.21 
76,39 


76,56 
76,74 
76,91 
77,09 
77,26 


77,44 
77,62 
77,79 
77,97 
78,15 


78,32 
78,50 
78,68 
78,85 
79,03 


79,21 
79,39 
79,57 
79,74 
79,92 


80,10 
80,28 
80,46 
80,64 
80,82 


81,00 
81,18 
81,36 
81,54 
81,72 


81,90 
82,08 
82,26 
82,45 
82,63 


82,81 
82,99 
83,17 
83,36 
83,54 


83,72 
83,91 
84,09 
84,27 
84,46 


84,64 
84,82 
85,01 
85,19 
85,38 


85,56 


658,5 
660,8 
663,1 
665,3 
667,6 


669,9 
672,2 
674,5 
676,8 
679,2 


681,5 
683,8 
686,1 
688,5 
690,8 


693,2 
695,5 
697,9 
700,2 
702,6 


705,0 
707,3 
709,7 
712,1 
714,5 


716,9 
719,3 
721,7 
724,2 
726,6 


729,0 
731,4 
733,9 
736,3 
738,8 


741,2 
743,7 
746,1 
748,6 
751,1 


753,6 
756,1 
758,6 
761,0 
763,6 


766,1 
768,6 
771,1 
773,6 
776,2 


778,7 
781,2 
783,8 
786,3 
788,9 


791,5 


2,950 
2,951 
2,953 
2,955 
2,956 


2,958 
2,960 
2,961 
2,963 
2,965 


2,966 
2,968 
2,970 
2,972 
2,973 


2,975 
2,977 
2,978 
2,980 
2,982 


2,983 
2,985 
2,987 
2,988 
2,990 


2,992 
2,993 
2,995 
2,997 
2,998 


3,000 
3,002 
3,003 
3,005 
3,007 


3,008 
3,010 
3,012 
3,013 
3,015 


3,017 
3,018 
3,020 
3,022 
3,023 


3,025 
3,027 
3,028 
3,030 
3,032 


3,033 
3,035 
3,036 
3,038 
3,040 


3,041 





Продолжение 
И 100и 


9,546 
9,550 
9,554 
9,557 
9,561 


9,565 
9,568 
9,572 
9,576 
9,579 


9,583 
9,586 
9,590 
9,594 
9,597 


9,601 
9,605 
9,608 
9,612 
9,615 


9,619 
9,623 
9,626 
9,630 
9,633 


9,637 
9,641 
9,644 
9,648 
9,651 


9,655 
9,658 
9,662 
9,666 
9,669 


9,673 
9,676 
9,680 
9,683 
9,687 


9,691 
9,694 
9,698 
9,701 
9,705 


9,708 
9,712 
9,715 
9,719 
9,722 


9,726 
9,729 
9,733 
9,736 
9,740 


9,743 
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и. 


9,25 
9,26 
9,27 
9,28 
9,29 


9,30 
9,31 
9,32 
9,33 
9,34 


9,35 
9,36 
9,37 
9,38 
9,39 


9,40 
9,41 
9,42 
9,43 
9,44 


9,45 
9,46 
9,47 
9,48 
9,49 


9,50 
9,51 
9,52 
9,53 
9,54 


9,55 
9,56 
9,57 
9,58 
9,59 


9,60 
9,61 
9,62 
9,63 
9,64 
9,65 
9,66 
9,67 
9,68 
9,69 
9,70 
9,72 
9,74 
9,75 
9,77 


9,79 


791,5 
794,0 
796,6 
799,2 
801,8 


804,4 
807,0 
809,6 
812,2 
814,8 


817,4 
820,0 
822,7 
825,3 
827,9 


830,6 
833,2 
835,9 
838,6 
841,2 


843,9 
846,6 
849,3 
852,0 
854,7 


857,4 
860,1 
862,8 
865,5 
868,3 


871,0 
873,7 
876,5 
879,2 
882,0 


884,7 
887,5 
890,3 
893,1 
895,8 


898,6 
901,4 
904,2 
907,0 
909,9 


912,7 
915,5 
918,3 
921.2 
924,0 


926,9 
929,7 
932,6 
935,4 
938,3 


941,2 


ТАБЛИЦЫ 





Продолжение 
топ И 00п 
4,523 9,743 
4,524 9,747 
4,526 9,750 
4,527 9,754 
4,529 9,758 
4,531 9,761 
4,532 9,764 
4,534 9,768 
4,536 9,771 
4,537 9,775 
4,539 9,778 
4,540 9,782 
4,542 9,785 
4,544 9,789 
4,545 9,792 
4,547 9,796 
4,548 9,799 
4,550 9,803 
4,552 | 9,806 
4,553 9,810 
4,555 9,813 
4,556 9,817 
4,558 9,820 
4,560 9,824 
4,561 9,827 
4,563 9,830 
4,565 9,834 
4,566 9,837 
4,568 9,841 
4,569 9,844 
4,571 9,848 
4,572 9,851 
4,574 9,855 
4,576 9,858 
4,577 9,861 
4,579 9,865 
4,580 9,868 
4,582 9,872 
4,584 9,875 
4,585 9,879 
4,587 9,882 
4,588 9,885 
4,590 9,889 
4,592 | 9,892 
4,593 9,896 
4,595 9,899 
4,596 9,902 
4,598 9,906 
4,599 9,909 
4,601 9,913 
4,603 9,916 
4,604 9,919 
4,606 9,923 
4,607 9,926 
4,609 9,930 


4,610 9,933 
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Продолжение 


11881 376 
14 348 907 
17210 368 
20511 149 
24 300 000 
28629 151 
33 554 432 
39 135 393 
45 435 424 





30 





МАТА 
4096 
4225 
4356 
4489 
4624 
4761 
4900 
5041 
5184 
5329 
5476 
5625 
5 776 
5929 
6084 
6241 
6400 
6561 
6724 
6889 
7056 
7225 
7 396 
7 569 
7 744 
7921 
8 100 
8281 
8 464 
8 649 
8 836 
9025 
9216 
9 409 
9 604 
9801 
10000 


ТАБЛИЦЫ 


551 368 
571787 
592 704 
614 125 
636 056 
658 503 
681472 
704 969 
729 000 
753 571 
778 688 
804 357 
830 584 
857 375 
884 736 
912 673 
941 192 
970 299 


1000 000 


1 500 625 
1679 616 
1874161 
2085136 
2313441 
2560000 
2825761 
3111696 
3418801 
3 748 096 
4 100 625 
4477456 
4879681 
5 308416 
5 764801 
6 250 000 
6765 201 
7311616 
7 890 481 
8 503 056 
9150625 
9834 496 
10 556001 
11316496 
12117361 
12 960 000 
13845841 
14 776 336 
15 752 961 
16 777 216 
17 850 625 
18 974736 
20 151121 
21 381 376 
22 667 121 
24010 000 
25411681 
26873856 
28 398241 
29986 576 
31640625 
33362176 
35153041 
37015056 
38950081 
40960000 
43046721 
45212176 
47458321 
49787136 
52200625 
54700816 
57 289 761 
59 969 536 
62742241 
65 610000 
68 574961 
71 639 296 
74 805 201 
78074 896 
81450625 
84934 656 
88 529 281 
92236816 
96059601 
100 000 000 


Продолжение 


52521875 
60 466 176 
69343957 
79235168 
90 224 199 
102 400 000 
115856201 
130691 232 
147 008 443 
164916 224 
184 528 125 
205962976 
229 345007 
254803968 
282475249 
312 500000 
345025251 
380204032 
418 195493 
459 165024 
503 284 375 
550731776 
601692057 
656 356768 
714924299 
777 600 000 
844 596 301 
916 132832 
992 436 543 
1073 741 824 
1 160 290625 
1252 332 576 
1 350 125 107 
1453933 568 
1 564031 349 
1 680 700 000 
1804229 351 
1934917632 
2073071 593 
2219006624 
2373 046875 
2535 525376 
2706 784 157 
2887 174 368 
3077 056 399 
3276 800 000 
3486 784 401 
3 707 398 432 
3939 040 643 
4182 119424 
4437053 125 
4704270 176 
4984 209 207 
5277 319 168 
5584059 449 
5904900000 
6240 321 451 
6590815232 
6956 883 693 
7339 040 224 
7737 809 375 
8 153 726976 
8587 340 257 
9039 207 968 
9 509 900 499 
10 000 000 000 
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1.1.1.4. Обратные величины. 


1,0 10000 9901 9804 9709 9615 9524 9434 9346 9259 9174 
1,1 9091 9009 8929 8850 8772 8696 8621 8547 8475 8403 
1,2 8333 8264 8197 8130 8065 8000 7937 7874 7812 7752 
1,3 7692 7634 7576 7519 7463 7407 7353 7299 7246 7194 
1,4 7143 7092 7042 6993 6944 6897 6849 6803 6757 6711 
1,5 6667 6623 6579 6536 6494 6452 6410 6369 6329 6289 
1,6 6250 6211 6173 6135 6098 6061 6024 5988 5952 5917 
1,7 5882 5848 5814 5780 5747 5714 5682 5650 5618 5587 
1,8 5556 5525 5495 5464 5435 5405 5376 5348 5319 5291 
1,9 5263 5236 5208 5181 5155 5128 5102 5076 5051 5025 
2,0 5000 4975 4950 4926 4902 4878 4854 4831 4808 4785 
2,1 4762 4739 4717 4695 4673 4651 4630 4608 4587 4566 
2,2 4545 4525 4505 4484 4464 4444 4425 4405 4386 4367 
2,3 4348 4329 4310 4292 4274 4255 4237 4219 4202 4184 
2,4 4167 4149 4132 4115 4098 4082 4065 4049 4032 4016 
2,5 4000 3984 3968 3953 3937 3922 3906 3891 3876 3861 
2,6 3846 3831 3817 3802 3788 3774 3759 3745 3731 3717 
2,7 3704 3690 3676 3663 3650 3636 3623 3610 3597 3584 
2,8 3571 3559 3546 3534 3521 3509 3497 3484 3472 3460 
2,9 3448 3436 3425 3413 3401 3390 3378 3367 3356 3344 
3,0 3333 3322 3311 3300 3289 3279 3268 3257 3247 3236 
3,1 3226 3215 3205 3195 3185 3175 3165 3155 3145 3135 
3,2 3125 3115 3106 3096 3086 3077 3067 3058 3049 3040 
3,3 3030 3021 3012 3003 2994 2985 2976 2967 2959 2950 
3,4 2941 2933 2924 2915 2907 2899 2890 2882 2874 2865 
3,5 2857 2849 2841 2833 2825 2817 2809 2801 2793 2786 
3,6 2778 2770 2762 2755 2747 2740 2732 2725 2717 2710 
3,7 2703 2695 2688 2681 2674 2667 2660 2653 2646 2639 
3,8 2632 2625 2618 2611 2604 2597 2591 2584 2577 2571 
3,9 2564 2558 2551 2545 2538 2532 2525 2519 2513 2506 
4,0 2500 2494 2488 2481 2475 2469 2463 2457 2451 2445 
4,1 2439 2433 2427 2421 2415 2410 2404 2398 2392 2387 
42 2381 2375 2370 2364 2358 2353 2347 2342 2336 2331 
4,3 2326 2320 2315 2309 2304 2299 2294 2288 2283 2278 
4,4 2273 2268 2262 2257 2252 2247 2242 2237 2232 2227 
4,5 2222 2217 2212 2208 2203 2198 2193 2188 2183 2179 
4,6 2174 2169 2165 2160 2155 2151 2146 2141 2137 2132 
47 2128 2123 2119 2114 2110 2105 2101 2096 2092 2088 
48 2083 2079 2075 2070 2066 2062 2058 2053 2049 2045 
49 2041 2037 2033 2028 2024 2020 2016 `| 2012 2008 2004 
5,0 2000 1996 1992 1988 1984 1980 1976 1972 1969 1965 
5, 1 1961 1957 1953 1949 1946 1942 1938 1934 1931 1927 
5,2 1923 1919 1916 1912 1908 1905 1901 1898 1894 1890 
5,3 1887 1883 1880 1876 1873 1869 1866 1862 1859 1855 
5,4 1852 1848 1845 1842 1838 1835 1832 1828 1825 1821 
5,5 1818 1815 1812 1808 1805 1802 1799 1795 1792 1789 
5,6 1786 1783 1779 1776 1773 1770 1767 1764 1761 1757 
5,7 1754 1751 1748 1745 1742 1739 1736 1733 1730 1727 
5,8 1724 1721 1718 1715 1712 1709 1706 1704 1701 1698 
5,9 1695 1692 1689 1686 1684 1681 1678 1675 1672 1669 
6,0 1667 1664 1661 1658 1656 1653 1650 1647 1645 1642 
6,1 1639 1637 1634 1631 1629 1626 1623 1621 1618 1616 
6,2 1613 1610 1608 1605 1603 1600 1597 1595 1592 1590 
6,3 1587 1585 1582 1580 1577 1575 1572 1570 1567 1565 
6,4 1562 1560 1558 1555 1553 1550 1548 1546 1543 1541 
6,5 1538 1536 1534 1531 1529 1527 1524 1522 1520 1517 
6,6 1515 1513 1511 1508 1506 1504 1502 1499 1497 1495 
6,7 1493 1490 1488 1486 1484 1481 1479 1477 1475 1473 
6,8 1471 1468 1466 1464 1462 1460 1458 1456 1453 1451 


6,9 1449 1447 1445 1443 1441 1439 1437 1435 1433 1431 
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7,0 1429 1427 
7,1 1408 1406 
7,2 1389 1387 
7,3 1370 1368 
7,4 1351 1350 
7,5 1333 1332 
7,6 1316 1314 
7,7 1299 1297 
7,8 1282 1280 
7,9 1266 1264 
8,0 1250 1248 
8,1 1235 1233 
8,2 1220 1218 
8,3 1205 1203 
8,4 1190 1189 
8,5 1176 1175 
8,6 1163 1161 
8,7 1149 1148 
8,8 1136 1135 
8,9 1124 1122 
9,0 1111 1110 
9,1 1099 1098 
9,2 1087 1086 
9,3 1075 1074 
9,4 1064 1063 
9,5 1053 1052 
9,6 1042 1041 
9,7 1031 1030 
9,8 1020 1019 
9,9 1010 1009 


Обьяснения к таблице обратных 
величин. В таблице 1.1.1.4 даны с четырьмя 
знаками значения величин 10000:п для трех- 
значных аргументов, заключенных между 1 и 10. 
Каждое число в таблице помешено в строке, соот- 
ветствуюшей первым двум значацим цифрам 
аргумента (указанным в столбце п), и в столбце, 
соответствующем третьей цифре аргумента. 
Например, 10000: 2,26 = 4425. Если аргумент дан с 
четырьмя знаками, то необходимо прибегнуть 
к линейной интерполяции. Следует обратить вни- 


1.1.1.5. Факториалы и обратные им величины. 
Факториалы. 


120 

720 

5 040 

40 320 
362 880 
3628800 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


о 
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1416 
1397 
1377 
1359 
1340 


1323 
1305 
1289 
1272 
1256 


1241 
1225 
1211 
1196 
1182 


1168 
1155 
1142 
1129 
1116 


1104 
1092 
1080 
1068 
1057 


1046 
1035 
1025 
1014 
1001 





мание на то, что здесь интерполяционные по- 
правки не прибавляются, а вычитаются. 
Помещенные в таблице числа можно рас- 
сматривать как десятичные знаки, следуюшие за 
запятой в дроби 1:п; например, 1:2,26 = 0,4425. 
Для нахождения 1:п при п> 10 и п< | прини- 
мают во внимание, что при умножении п на 10“ 
величина 1:п умножается на 107% т.е. перенос 
запятой у п на К разрадов вправо вызывает пере- 
нос запятой у 1:п на К разрадов влево и наоборот. 
Например, 1:22,6 = 0,04425 и 1:0,0226 = 44,25. 


39 916 800 

479 001 600 

6227020 800 

87 178 291 200 

1 307 674 368 000 
20922 789 888 000 

355 687 428 096 000 
6402 373 705 728 000 
121 645 100 408 832 000 
2 432 902 008 176 640 000 
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Величины, обратные факториалам?) 





п іст! п 1:л! п 1: п! 
1 1.000000 11 0,0725052 21 0,01919573 
2 0,500000 12 0,0820877 22 0,02188968 
3 0,166667 13 0,0916059 23 0,02238682 
4 0,041667 14 0,01011471 24 0,02316117 
5 0,028 3333 15 0,01276472 25 0,02564470 
6 0,0213889 16 0,01247795 26 0,02624796 
7 0,0319841 17 0,01428115 27 0,02891837 
8 0,0424802 18 0,01515619 28 0,02932799 
9 0,0527557 19 0,01782206 29 0,03011310 

10 0,0627557 20 0,01841103 30 0,03237700 


ДЕ пал питон «ле əкеме. ита 


*) Для 1:»! применена сокращенная запись нулей после запятой. Так, для 1:8! вместо 0,000024802 написано 


0,0424802. 


1.1.1.6. Некоторые степени чисел 2, Зи 5. 


37 5" 
| 3 5 
2 9 25 
3 27 125 
4 8! 625 
5 243 3125 
6 729 15625 
7 2187 78125 
8 6561 390625 
9 19683 1953125 
10 59049 9765625 
1 177 147 48 828 125 
531441 244 140 625 
1 594 323 1220703 125 
4782 969 6103515625 
14 348 907 30 517 578 125 
43046 721 152 587 890 625 
129 140 163 762 939 453 125 

387 420 489 3814 697 265 625 , 

| 162 261 467 19 073 486 328 125 
1048 576 3 486 784 401 95 367 431 640 625 





1.1.1.7. Десятичные логарифмы. 

Обьяснения к таблицам логариф- 
мов и антилогарифмов. Таблица 1.1.1.7 
служит для нахождения десятичных логарифмов 
чисел. Сначала для данного числа находится 
характеристика его логарифма, а затем мантисса 
из таблицы. Для трехзначных чисел мантисса 
находится на пересечении строки, в начале которой 
(графа М) стоят две первые цифры данного числа, 
и столбца, соответствующего третьей цифре 
нашего числа. Если заданное число имеет больше 
трех значащих цифр, необходимо применить ли- 
нейную интерполяцию. При этом интерполяцион- 
ная поправка находится только на четвертую 
значащую цифру числа; поправку на пятую цифру 
имеет смысл делать только тогда, когда первая зна- 
чащая цифра данного числа равна 1 или 2. 


Пример 18254,3 = 2,4053 (к 4048 нужно прибавить 
0,3 17 = 5,1) 


Для нахождения числа по его десятичному 
логарифму служит таблица 1.1.1.8 (таблица анти- 


2 И Н. Бронштейн, К А Семендяев 


логарифмов) *). Аргументом в этой таблице является 
мантисса заданного логарифма. На пересечении 
строки, которая определяется первыми двумя 
цифрами мантиссы (графа т), и столбца, соответ- 
ствующего третьей цифре мантиссы, в таблице анти- 
логарифмов находится цифровой состав искомого 
числа. На четвертую цифру мантиссы должна быть 
внесена интерполяционная поправка. Характе- 
ристика логарифма позволяет поставить в получен- 
ном результате запятую. 


Примеры. рх 1,2763; х = 18,89 (к найденному в 
таблице значению 1888 прибавляется 0,3 . 4 = 1,2; в получен- 
ном результате отделяются запятой два знака, так как харак- 
теристика равна единице). Если 18 х = 2,2763, то х = 0,01889. 
Эти результаты могут быть записаны также следующим 
образом: 10:2763 = 18,89; 10-17237 = 0.01889 (так как 
2,2763 = — 1,7237). 


*) Число у, десятичный логарифм которого равен х, 
называют антилогарифмом х Согласно определению ло- 
гарифма, эта функция совпадает с показательной функцией 
у = 10" 
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Десятичные логарифмы 


0212 0253 0294 
0607 0645 0682 
0969 1004 1038 
1303 1335 1367 
1614 1644 1673 
1903 1931 1959 
2175 2201 2227 
2430 2455 2480 
2672 2695 2718 
2900 2923 2945 
3118 3139 3160 
3324 3345 3365 
3522 3541 3560 
3711 3729 3747 
3892 3909 3927 
4065 4082 4099 
4232 4249 4265 
4393 4409 4425 
4548 4564 4579 
4698 4713 4728 
4843 4857 4871 
4983 4997 5011 
5119 5132 5145 
5250 5263 5276 
5378 5391 5403 
5502 5514 5527 
5623 5635 5647 
5740 5752 5763 
5855 5866 5877 
5966 5977 5988 
6075 6085 6096 
6180 6191 6201 
6284 6294 6304 
6385 6395 6405 
6484 6493 6503 
6580 6590 6599 
6675 6684 6693 
6767 6776 6785 
6857 6866 6875 
6946 6955 6964 
7033 7 7042 7050 
7118 7126 7135 
7202 7210 7218 
7284 7292 7300 


7364 7372 7380 
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1.1.1.8. Антилогарифмы. 





-- 


т 


АНТИЛОГАРИФМЫ 
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1.1.1.9. Натуральные значения тригонометрических функций. 
Угловой радиус разделен на шесть частей: шаг 10”.) 


СИНУСЫ 
0 0,0029 0,0058 0,0087 0,0145 0,0175 
| 00178 0,0204 0,0223 0,0262 0,0320 0,0349 58 
2 0,0349 0,0378 0,0407 0,0436 0,0494 0,0523 87 
3 0,0523 0,0552 0,0581 0,0610 0,0669 0,0698 86 
4 0,0698 0,0727 0,0756 0,0785 0,0843 0,0872 85 
5 0,0872 0,0901 0,0929 0,0958 0,1016 0,1045 84 
6 0,1045 0,1074 0,1103 0,1132 0,1190 0,1219 83 
7 0,1219 0,1248 0,1276 0,1305 0,1363 0,1392 82 
8 0,1392 0,1421 0,1449 0,1478 0,1536 ` 0,1564 81 
9 0,1564 0,1593 0,1622 0,1650 0,1708 0,1736 80 
10 ” 0,1736 0,1765 0,1794 0,1822 0,1880 0,1908 79 
11 0,1908 0,1937 0,1965 0,1994 0,2051 0,2079 78 
12 0,2079 0,2108 0,2136 0,2164 0,2221 0,2250 77 
13 0,2250 0,2278 0,2306 0,2334 0,2391 0,2419 76 
14 0,2519 0,2447 0,2476 0,2504 0,2560 0,2588 75 
15 | 0,2588 0,2616 0,2644 0,2672 0,2728 0,2756 74 
16 0,2756 0,2784 0,2812 0,2840 0,2896 0,2924 73 
17 0,2924 0,2952 0,2979 0,3007 0,3062 0,3090 72 
18 0,3090 0,3118 0,3145 0,3173 0,3228 0,3256 ті 
19 0,3256 0,3283 0,3311 0,3338 0,3393 0,3420 70 
20 0,3420 0,3448 0,3475 0,3502 0,3557 0,3584 69 
21 0,3584 0,3611 0,3638 0,3665 0,3719 0,3746 68 
2 0,3746 0,3773 0,3800 0,3827 0,3881 0,3907 67 
23 0,3907 0,3934 0,3961 0,3987 0,4041 0,4067 66 
24 0,4067 0,4094 0,4120 0,4147 0,4200 0,4226 65 
25 | 0,4226 0,4253 0,4279 0,4305 0,4358 0,4384 64 
26 0,4384 0,4410 0,4436 0,4462 0,4514 0,4540 63 
27 0,4540 0,4566 0,4592 0,4617 0,4669 0,4695 62 
28 0,4695 0,4720 0,4746 0,4772 0,4823 0,4848 61 
29 0,4848 0,4874 0,4899 0,4924 0,4975 0,5000 60 
30 0,5000 0,5025 0,5050 0,5075 0,5125 0,5150 59 
31 0,5150 0,5175 0,5200 0,5225 0,5275 0,5299 58 
32 0,5299 0,5324 0,5348 0,5373 0,5422 0,5446 57 
33 0,5446 0,5471 0,5495 0,5519 0,5568 0,5592 56 
34 0,5592 0,5616 0,5640 0,5664 0,5712 0,5736 55 
35 0,5736 0,5760 0,5783 0,5807 0,5854 0,5878 54 
36 0,5878 0,5901 0,5925 0,5948 0,5995 0,6018 53 
37 0,6018 0,6041 0,6065 0,6088 0,6134 0,6157 52 
38 0,6157 0,6180 0,6202 0,6225 0,6271 0,6293 51 
39 0,6293 0,6316 0,6338 0,6361 0,6406 0,6428 50 
40 0,6428 0,6450 0,6472 0,6494 0,6539 0,6561 49 
41 0,6561 0,6583 0,6604 0,6626 0,6670 0,6691 48 
42 0,6691 0,6713 0,6734 0,6756 0,6799 0,6820 47 
43 0,6820 0,6841 0,6862 0,6884 0,6926 0,6947 46 
44 0,6947 0,6967 0,6988 0,7009 0,7050 0,7071 45 
45 0,7071 0,7092 0,7112 0,7133 0,7173 0,7193 44 





211 « |» |“ | = |“ | и |“ тэ. 


КОСИНУСЫ 
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0,7071 0,7112 0,7133 0,7153 
0,7193 0,7234 0,7254 0,7274 
0,7314 0,7353 0,7373 0,7392 
0,7431 0,7470 0,7490 0,7509 
0,7547 0,7585 0,7604 0,7623 


0,7660 0,7698 0,7716 0,7735 
0,7771 0,7808 0,7826 0,7844 
0,7880 0,7916 0,7934 0,7951 
0,7986 0,8021 0,8039 0,8056 
0,8090 0,8124 0,8141 0,8158 


0,8192 0,8225 0,8241 0,8258 
0,8290 0,8323 0,8339 0,8355 
0,8387 0,8418 0,8434 0,8450 
0,8480 0,8511 0,8526 0,8542 
0,8572 0,8601 0,8616 0,8631 


0,8660 0,8689 0,8704 0,8718 
0,8746 0,8774 0,8788 0,8802 
0,8829 0,8857 0,8870 0,8884 
0,8910 0,8936 0,8936 0,8962 
0,8988 0,9013 0,9026 0,9038 


0,9063 0,9088 0,9100 0,9112 
0,9135 0,9159 0,9171 0,9182 
0,9205 0,9228 0,9239 0,9250 
0,9272 0,9293 0,9304 | 0,9315 
0,9336 0,9356 0,9367 0,9377 


0,9397 0,9417 0,9426 0,9436 
0,9455 0,9474 0,9483 0,9492 
0,9511 0,9528 0,9537 0,9546 
0,9563 , 0,9580 0,9588 0,9596 
0,9613 0,9621 0,9628 0,9636 0,9644 


0,9659 0,9667 0,9674 0,9681 0,9689 
0,9703 0,9710 0,9717 0,9724 0,9730 
0,9744 0,9750 0,9757 0,9763 0,9769 
0,9781 0,9787 0,9793 0,9799 0,9805 
0,9816 0,9822 0,9827 0,9833 0,9838 


0,9848 0,9853 0,9858 0,9863 0,9868 
0,9877 0,9881 0,9886 0,9890 0,9894 
0,9903 0,9907 0,9911 0,9914 0,9918 
0,9925 0,9929 0,9932 0,9936 0,9939 
0,9945 0,9948 0,9951 0,9954 0,9957 


0,9962 0,9964 0,9967 0,9969 0,9971 
'0,9976 0,9978 0,9980 0,9981 0,9983 
0,9986 0,9988 0,9989 0,9990 0,9992 
0,9994 0,9995 0,9996 0,9997 0,9997 
0,9998 0,9999 0,9999 1,0000 1,0000 
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Градусы 
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ТАНГЕНСЫ 


0,0058 
0,0233 
0,0407 
0,0582 
0,0758 


0,0934 
0,1110 
0,1287 
0,1465 
0,1644 


0,1823 
0,2004 
0,2186 
0,2370 
0,2555 


0,2742 
0,2931 
0,3121 
0,3314 
0,3508 


0,3706 
0,3906 
0,4108 
0,4314 


0,4522 


0,4734 
0,4950 
0,5169 
0,5392 
0,5619 


0,5851 
0,6088 
0,6330 
0,6577 
0,6830 


0,7089 
0,7355 
0,7627 
0,7907 
0,8195 


0,8491 
0,8796 
0,9110 
0,9435 
0,9770 


1,0117 


КОТАНГЕНСЫ 


0,0116 
0,0291 
0,0466 
0,0641 
0,0816 


0,0992 
0,1169 
0,1346 
0,1524 
0,1703 


0,1883 
0,2065 
0,2247 
0,2432 
0,2617 


0,2805 
0,2994 
0,3185 
0,3378 
0,3574 


0,3772 
0.3973 
0,4176 
0,4383 
0,4592 


0,4806 
0,5022 
0,5243 
0,5467 
0,5696 


0,5930 
0,6168 
0,6412 
0,6661 
0,6916 


0,7177 
0,7445 
0,7720 
0,8002 
0,8292 


0,8591 
0,8899 
0,9217 
0,9545 
0,9884 


1,0235 


0,8391 


0,8693 
0,9004 
0,9325 
0,9657 
1,0000 


1,0355 
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ТАНГЕНСЫ 





| 40” 50” 
45 1,000 1,006 1,012 1,018 1,024 1,030 1,036 44 
46 1,036 1,042 1.048 1.054 1,060 1,066 1,072 43 
47 1,072 1,079 1,085 1,091 1,098 1,104 1,111 42 
48 1,111 1,117 1,124 1,130 1,137 1,144 1,150 41 
49 1,150 1,157 1,164 1,171 1,178 1,185 1,192 40 
50 1,192 1,199 1,206 1,213 1,220 1,228 1,235 39 
51 1.235 1,242 1,250 1,257 1,265 1,272 1,280 38 
52 1,280 1,288 1.295 1.303 1,311 1,319 1,327 37 
53 1,327 1,335 1,343 1,351 1,360 1,368 1,376 36 
54 1,376 1,385 1,394 1,402 1,411 1,419 1,428 - 35 
‚ 55 1,428 1.437 1,446 1,455 1,464 1,473 1,483 34 
56 1,483 1,492 1,501 1,511 1,520 1,530 1,540) 33 
57 1,540 1,550 1,560 1.570 1.580 1,590 1,600 32 
58 1.600 1,611 1,621 | 632 1,643 1,653 1,664 31 
59 1,664 1,675 1,686 1,695 1,709 1,720 1,732 30 
60 1,732 1,744 1,756 1.767 1.780 1,792 1,804 29 
61 1,804 1,816 1,829 1,842 1,855 1,868 1,881 28 
62 1,881 1,894 1,907 1,921 1,935 1,949 1,963 27 
63 1,963 1,977 1,991 2,006 2.020 2,035 2,050 26 
64 2,050 2,066 2,081 2.097 2,112 2,128 2,145 25 
65 2,145 2,161 2,177 2,194 2.211 2,229 2,246 24 
66 2,246 2,264 2,282 2,300 2,318 2.337 2.356 23 
67 2,356 2,375 2,394 2,414 2,434 2.455 2,475 22 
68 2,475 2,496 2,517 2,539 2,560 2,583 2,605 21 
69 2,605 2,628 2,651 2,675 2,699 2,723 2,747 20 
70 2,747 2,773 2,798 2.824 2.850 2.877 2.904 19 
71 2.904 2,932 2,960 2,989 3,018 3,047 3,078 18 
72 3,078 3.108 3,140 3,172 3,204 3,237 3,271 17 
73 3,271 3,305 3,340 3,376 3,412 3,450 3,487 16 
74 3,487 3,526 3,566 3.606 3,647 3,689 3,732 15 
75 3,732 3,776 3,821 3,867 3,914 3,962 4,011 14 
76 4,011 4,061 4,113 4,165 4,219 4,275 4,331 13 
77 4,331 4,390 4,449 4,511 4,574 4,638 4,705 12 
78 4,705 4,773 4,843 4,915 4,989 5,066 5,145 11 
79 5,145 5,226 5,309 5.396 5,485 5,576 5,671 10 
80 5,671 5,769 5871 5,976 6,084 6.197 6.314 9 
81 6,314 6,435 6,561 6,691 6,827 6,968 7,115 8 
82 7,115 7,269 7,429 7,596 7,770 7,953 8,144 7 
83 8,144 8,345 8,556 8,777 9,010 9,255 9,514 6 
84 9,514 9,788 10,078 10,385 10,712 11,059 11,430 5 
85 11,430 11,826 12,251 12,706 13.197 13,727 14,301 4 
86 14,201 14,924 15,605 16,350 17.169 18.075 19,081 3 
87 19,081 20,206 21470 | 22,904 24,542 26,432 28,636 2 
88 28,636 31,242 34,368 38,188 42,964 49,104 57,290 і 
89 57.290 68,750 85.940 114,59 171,39 343,77 > 0 
50” 40” 20” 10” 0' Гралусы 





КОТАНГЕНСЫ 


42 | ТАБЛИЦЫ 





ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ (ШАГ 0,12) 
СИНУСЫ 


- Градусы 


___ 
ән (таты Га [о Го Га өв өл Гэв ОСИ СИ 


0,0000 | 0,0017 | 0,0035 0,0070 0,0105 | 0,0122 | 0,0140 | 0,0157 | 0,0175 
0,0175 | 0,0192 | 0,0209 0,0244 0,0279 | 0,0297 | 0,0314 | 0,0332 | 0,0349 
0,0349 | 0,0366 | 0,0384 0,0419 0,0454 | 0,0471 | 0,0488 | 0,0506 | 0,0523 
0,0523 | 0,0541 | 0,0558 0,0593 0,0628 | 0,0645 | 0,0663 | 0,0680 | 0,0698 
0,0698 | 0,0715 | 0,0732 0,0767 0,0802 | 0,0819 | 0,0837 | 0,0854 | 0,0872 


0,0872 0,0906 0,0941 | 0,0958 | 0,0976 | 0,0993 |'0,1011 | 0,1028 | 0,1045 
0,1045 0,1080 0,1115 | 0,1132 | 0,1149 | 0,1167 | 0,1184 | 0,1201 | 0,1219 
0,1219 0,1253 0,1288 | 0,1305 | 0,1323 | 0,1340 | 0,1357 | 0,1374 | 0,1392 
0,1392 0,1426 0,1461 | 0,1478 | 0,1495 | 0,1513 | 0,1530 | 0,1547 | 0,1564 
0,1564 0,1599 | 0,1616 | 0,1633 | 0,1650 | 0,1668 | 0,1685 | 0,1702 | 0,1719 | 0,1736 


0,1736 0,1771 | 0,1788 | 0,1805 | 0,1822 | 0,1840 | 0,1957 | 0,1874 | 0,1891 | 0,1908 
0,1908 0,1942 | 0,1959 | 0,1977 | 0,1994 | 0,2011 | 0,2028 | 0,2045 | 0,2062 | 0,2079 
0,2079 0,2113 | 0,2130 | 0,2147 | 0,2164 | 0,2181 | 0,2198 | 0,2215 | 0,2233 | 0,2250 
0,2250 0,2284 | 0,2300 | 0,2317 | 0,2334 | 0,2351 | 0,2368 | 0,2385 | 0,2402 | 0,2419 
0,2419 0,2453 | 0,2470 | 0,2487 | 0,2504 | 0,2521 | 0,2538 | 0,2554 | 0,2571 | 0,2588 


0,2622 0,2672 | 0,2689 | 0,2706 | 0,2723 | 0,2740 | 0,2756 
0,2790 0,2840 | 0,2857 | 0,2874 | 0,2890 | 0,2907 | 0,2924 
0,2957 0,3007 | 0,3024 | 0,3040 | 0,3057 | 0,3074 | 0,3090 
0,3123 0,3173 | 0,3190 | 0,3206 | 0,3223 | 0,3239 | 0,3256 
0,3289 0,3338 | 0,3355 | 0,3371 | 0,3387 | 0,3404 | 0,3420 


0,3453 0,3486 | 0,3502 | 0,3518 | 0,3535 | 0,3551 | 0,3567 | 0,3584 
0,3616 0,3649 | 0,3665 | 0,3681 | 0,3697 | 0,3714 | 0,3730 | 0,3746 
0,3778 0,3811 | 0,3827 | 0,3843 | 0,3859 | 0,3875 | 0,3891 | 0,3907 
0,3939 0,4003 | 0,4019 | 0,4035 | 0,4051 | 0,4067 
0,4099 0,4163 | 0,4179 | 0,4195 | 0,4210 | 0,4226 


0,4258 0,4321 | 0,4337 | 0,4352 | 0,4368 | 0,4384 
0,4415 0,4478 | 0,4493 | 0,4509 | 0,4524 | 0,4540 
0,4571 0,4633 | 0,4648 | 0,4664 | 0,4679 | 0,4695 
0,4726 0,4787 | 0,4802 | 0,4818 | 0,4833 | 0,4848 
0,4879 0,4924 | 0,4939 | 0,4955 | 0,4970 | 0,4985 


0,5030 0,5075 | 0,5090 | 0,5105 | 0,5120 | 0,5135 
0,5180 0,5225 | 0,5240 | 0,5255 | 0,5270 | 0,5284 
0,5329 0,5373 | 0,5388 | 0,5402 | 0,5417 | 0,5432 
0,5476 0,5519 | 0,5534 | 0,5548 | 0,5563 | 0,5577 
0,5621 0,5650 | 0,5664 | 0,5678 | 0,5693 | 0,5707 | 0,5721 


0,5793 | 0,5807 | 0,5821 | 0,5835 | 0,5850 
0,5934 | 0,5948 | 0,5962 | 0,5976 | 0,5990 
0,6074 | 0,6088 | 0,6101 | 0,6115 | 0,6129 
0,6211 | 0,6225 | 0,6239 | 0,6252 | 0,6266 
0,6247 | 0,6361 | 0,6374 | 0,6388 | 0,6401 


0,6481 | 0,6494 | 0,6508 | 0,6521 | 0,6534 
0,6613 | 0,6626 | 0,6639 | 0,6652 | 0,6665 
0,6743 | 0,6756 | 0,6769 | 0,6782 | 0,6794 
0,6845 0,6871 | 0,6884 | 0,6896 | 0,6909 | 0,6921 
0,6972 | 0,6984 | 0,6997 | 0,7009 | 0,7022 | 0,7034 | 0,7046 


0,7096 | 0,7108 | 0,7120 | 0,7133 | 0,7145 | 0,7157 | 0,7169 


тоо јо | о | ог | о | о | о ре ро 
м 


Градусы 





КОСИНУСЫ 


НАТУРАЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 43 





СИНУСЫ 


Градусы 


С-г тоо 


0,7071 | 0,7083 | 0,7096 | 0,7108 | 0,7120 | 0,7133 | 0,7145 | 0,7157 | 0,7169 | 0,7181 
0,7193 | 0,7206 | 0,7218 | 0,7230 | 0,7242 | 0,7254 | 0,7266 | 0,7278 | 0,7290 | 0,7302 
0,7314 | 0,7325 | 0,7337 | 0,7349 | 0,7361 | 0,7373 | 0,7385 | 0,7396 | 0,7408 | 0,7420 
0,7431 | 0,7443 | 0,7455 | 0,7466 | 0,7478 | 0,7490 | 0,7501 | 0,7513 | 0,7524 | 0,7536 
0,7547 | 0,7559 | 0,7570 | 0,7581 | 0,7593 | 0,7604 | 0,7615 | 0,7627 | 0,7638 | 0,7649 


Градусы 


0,7660 | 0,7672 | 0,7683 | 0,7694 | 0,7705 | 0,7716 | 0,7727 | 0,7738 | 0,7749 | 0,7760 
0,7771 | 0,7782 | 0,7793 | 0,7804 | 0,7815 | 0,7826 | 0,7837 | 0,7848 | 0,7859 | 0,7869 
0,7880 | 0,7891 | 0,7902 | 0,7912 | 0,7923 | 0,7934 | 0,7944 | 0,7955 | 0,7965 | 0,7976 
0,7986 | 0,7997 | 0,8007 | 0,8018 | 0,8028 | 0,8039 | 0,8049 | 0,8059 | 0,8070 | 0,8080 
0,8090 | 0,8100 | 0,8111 | 0,8121 | 0,8131 | 0,8141 | 0,8151 | 0,8161 | 0,8171 | 0,8181 


0,8192 | 0,8202 | 0,8211 | 0,8221 | 0,8231 | 0,8241 | 0,8251 | 0,8261 | 0,8271 | 0,8281 
0,8290 | 0,8300 | 0,8310 | 0,8320 | 0,8329 | 0,8339 | 0,8348 | 0,8358 | 0,8368 | 0,8377 
0,8387 | 0,8396 | 0,8406 | 0,8415 | 0,8425 | 0,8434 | 0,8443 | 0,8453 | 0,8462 | 0,8471 
0,8480 | 0,8490 | 0,8499 | 0,8508 | 0,8517 | 0,8526 | 0,8536 | 0,8545 | 0,8554 | 0,8563 
0,8572 | 0,8581 , 0,8599 | 0, 0,8616 | 0,8625 | 0,8634 | 0,8643 | 0,8652 


0,8660 | 0,8669 0,8686 0,8704 | 0,8712 | 0,8721 | 0,8729 | 0,8738 
0,8746 | 0,8755 0,8771 0,8788 | 0,8796 | 0,8805 | 0,8813 | 0,8821 
0,8829 | 0,8838 0,8854 0,8870 | 0,8878 | 0,8886 | 0,8894 | 0,8902 
0,8910 | 0,9918 0,8934 0,8949 | 0,8957 | 0,8965 | 0,8972 | 0,8980 
0,8988 | 0,8996 0,9011 0,9026 | 0,9033 | 0,9041 | 0,9048 | 0,9056 


0,9063 | 0,9070 0,9085 0,9100 | 0,9107 | 0,9114 | 0,9121 | 0,9128 
0,9135 | 0,9143 0,9157 0,9171 | 0,9178 | 0,9184 | 0,9191 | 0,9198 
0,9205 | 0,9212 0,9225 0,9239 | 0,9245 | 0,9252 | 0,9259 | 0,9265 
0,9272 | 0,9278 0,9291 0,9304 | 0,9311 | 0,9317 | 0,9323 | 0,9330 
0,9336 | 0,9342 0,9354 0,9367 | 0,9373 | 0,9379 | 0,9385 | 0,9391 


0,9397 | 0,9403 0,9415 0,9432 | 0,9438 | 0,9444 | 0,9449 
0,9455 | 0,9461 0,9472 0,9489 | 0,9494 | 0,9500 | 0,9505 
0,9511 | 0,9516 0,9527 0,9542 | 0,9548 | 0,9553 | 0,9558 
0,9563 | 0,9568 0,9578 0,9593 | 0,9598 | 0,9603 | 0,9608 
0,9613 | 0,9617 0,9627 0, 9636 0,9641 | 0,9646 | 0,9650 | 0,9655 


0,9659 | 0,9664 0,9673 0,9681 | 0,9686 0,9694 | 0,9699 
0,9703 | 0,9707 0,9715 0,9724 | 0,9728 0,9736 | 0,9740 
0,9744 | 0,9748 0,9755 0,9763 | 0,9767 0,9774 | 0,9778 
0,9781 | 0,9785 0,9792 0,9799 | 0,9803 0,9810 
0,9816 | 0,9820 0,9826 0,9833 | 0,9836 0,9842. 


0,9848 | 0,9851 0,9857 0,9863 | 0,9866 0,9871 
0,9877 | 0,9880 0,9885 0,9890 | 0,9893 0,9888 
0,9903 | 0,9905 0,9910 0,9914 | 0,9917 0,9921 
0,9925 | 0,9928 | 0, 0,9932 0,9936 | 0,9938 0,9942 
0,9945 | 0,9947 | 0,9949 | 0,9951 , 0,9956 0,9959 


0,9962 | 0,9963 | 0,9965 | 0,9966 0,9971 0,9973 
0,9976 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 0,9982 0,9984 
0,9986 | 0,9987 | 0,9988 | 0,9989 0,9991 0,9993 
0,9994 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9996 0,9997 0,9998 
0,9998 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 1,0000 1,0000 


Градусы 





С | и | ог | зе | ог | еее 


КОСИНУСЫ 


44 ТАБЛИЦЫ 


ТАНГЕНСЫ 


Градусы 


по | о | ог | ог ОИ | о5 | 06 | о | оз | 2 | 1 


0,0000 | 0,0017 | 0,0035 | 0,0052 | 0,0070 | 0,0087 | 0,0105 | 0,0122 | 0,0140 | 0,0157 | 0,0175 

0,0175 | 0,0192 | 0,0209 | 0,0227 | 0,0244 | 0,0262 | 0,0279 | 0,0297 | 0,0344 | 0,0332 | 0,0349 58 
0,0349 | 0,0367 | 0,0384 | 0,0402 | 0,0419 | 0,0437 | 0,0454 | 0,0472 | 0,0489 | 0,0507 | 0,0524 87 
0,0524 | 0,0542 | 0,0559 | 0,0577 | 0,0594 | 0,0612 | 0,0629 | 0,0647 | 0,0664 | 0,0682 | 0,0699 86 
0,0699 | 0,0717 | 0,0734 | 0,0752 | 0,0769 | 0,0787 | 0,0805 | 0,0822 | 0,0840 | 0,0857 | 0,0875 85 


Градусы 


0,0875 | 0,0892 | 0,0910 | 0,0928 | 0,0945 | 0,0963 | 0,0981 | 0,0998 | 0,1016 | 0,1033 | 0,1051 84 
0,1051 | 0,1069 | 0,1086 | 0,1104 | 0,1122 | 0,1139 | 0,1157 | 0,1175 | 0,1192 | 0,1210 | 0,1228 83 
0,1228 | 0,1246 | 0,1263 | 0,1281 | 0,1299 | 0,1317 | 0,1334 | 0,1352 | 0,1370 | 0,1388 | 0,1405 82 
0,1405 | 0,1423 | 0,1441 | 0,1459 | 0,1477 | 0,1495 | 0,1512 | 0,1530 | 0,1548 | 0,1566 | 0,1584 81 
0,1584 | 0,1602 | 0,1620 | 0,1638 | 0,1655 | 0,1673 | 0,1691 | 0,1709 | 0,1727 | 0,1745 | 0,1763 80 


0,1763 | 0,1781 | 0,1799 | 0,1817 | 0,1835 | 0,1853 | 0,1871 | 0,1890 | 0,1908 | 0,1926 | 0,1944 79 
0,1944 | 0,1962 | 0,1980 | 0,1998 | 0,2016 | 0,2035 | 0,2053 | 0,2071 | 0,2089 | 0,2107 | 0,2126 78 
0,2126 | 0,2144 | 0,2162 | 0,2180 | 0,2199 | 0,2217 | 0,2235 | 0,2254 | 0,2272 | 0,2290 | 0,2309 77 
0,2309 | 0,2327 | 0,2345 | 0,2364 | 0,2382 | 0,2401 | 0,2419 | 0,2438 | 0,2456 | 0,2475 | 0,2493 76 
0,2493 | 0,2512 | 0,2530 | 0,2549 | 0,2568 | 0,2586 | 0,2605 | 0,2623 | 0,2642 | 0,2661 | 0,2679 75 


0,2679 | 0,2698 | 0,2717 | 0,2736 | 0,2754 | 0,2773 | 0,2792 | 0,2811 | 0,2830 | 0,2849 | 0,2867 74 
0,2867 | 0,2886 | 0,2905 | 0,2924 | 0,2943 | 0,2962 | 0,2981 | 0,3000 | 0,3010 | 0,3038 | 0,3057 73 
0,3057 | 0,3076 | 0,3096 | 0,3115 | 0,3134 | 0,3153 | 0,3172 | 0,3191 | 0,3211 | 0,3230 | 0,3249 72 
0,3249 | 0,3269 | 0,3288 | 0,3307 | 0,3327 | 0,3346 | 0,3365 | 0,3385 | 0,3404 | 0,3424 | 0,3443 71 
0,3443 | 0,3463 | 0,3482 | 0,3502 | 0,3522 | 0,3541 | 0,3561 | 0,3581 | 0,3600 | 0,3620 | 0,3640 70 


0,3640 | 0,3659 | 0,3679 | 0,3699 | 0,3719 | 0,3739 | 0,3759 | 0,3779 | 0,3799 | 0,3819 | 0,3839 69 
0,3839 | 0,3859 | 0,3879 | 0,3899 | 0,3919 | 0,3939 | 0,3959 | 0,3979 | 0,4000 | 0,4020 | 0,4040 68 
0,4040 | 0,4061 | 0,4081 | 0,4101 | 0,4122 | 0,4142 | 0,4163 | 0,4183 | 0,4204 | 0,4224 | 0,4245 67 
0,4245 | 0,4265 | 0,4286 | 0,4307 | 0,4327 | 0,4348 | 0,4369 | 0,4390 | 0,4411 | 0,4431 | 0,4452 66 
0,4452 | 0,4473 | 0,4494 | 0,4515 | 0,4536 | 0,4557 | 0,4578 | 0,4599 | 0,4621 | 0,4642 | 0,4663 65 


0,4663 | 0,4684 | 0,4706 | 0,4727 | 0,4748 | 0,4770 | 0,4791 | 0,4813 | 0,4834 | 0,4856 | 0,4877 64 
0,4877 | 0,4899 | 0,4921 | 0,4942 | 0,4964 | 0,4986 | 0,5008 | 0,5029 | 0,5051 | 0,5073 | 0,5095 63 
0,5095 | 0,5117 | 0,5139 | 0,5161 | 0,5184 | 0,5206 | 0,5228 | 0,5250 | 0,5272 | 0,5295 | 0,5317 62 
0,5317 | 0,5340 | 0,5362 | 0,5384 | 0,5407 | 0,5430 | 0,5452 | 0,5475 | 0,5498 | 0,5520 | 0,5543 61 
0,5543 | 0,5566 | 0,5589 | 0,5612 | 0,5635 | 0,5658 | 0,5681 | 0,5704 | 0,5727 | 0,5750 | 0,5774 60 


0,5797 | 0,5820 | 0,5844 | 0,5867 | 0,5890 | 0,5914 | 0,5938 | 0,5961 | 0,5985 | 0,6009 59 
0,6032 | 0,6056 | 0,6080 | 0,6104 | 0,6128 | 0,6152 | 0,6176 | 0,6200 | 0,6224 | 0,6249 58 
0,6273 | 0,6297 | 0,6322 | 0,6346 | 0,6371 | 0,6395 | 0,6420 | 0,6445 | 0,6469 | 0,6494 57 
0,6519 | 0,6544 | 0,6569 | 0,6594 | 0,6619 | 0,6644 | 0,6669 | 0,6694 | 0,6720 | 0,6745 56 
0,6771 | 0,6796 | 0,6822 | 0,6847 | 0,6873 | 0,6899 | 0,6924 | 0,6950 | 0,6976 | 0,7002 55 


0,7028 | 0,7054 | 0,7080 | 0,7107 | 0,7133 | 0,7159 | 0,7186 | 0,7212 | 0,7239 | 0,7265 54 
0,7292 | 0,7319 | 0,7346 | 0,7373 | 0,7400 | 0,7427 | 0,7454 | 0,7481 | 0,7508 | 0,7536 53 
0,7563 | 0,7590 | 0,7618 | 0,7646 | 0,7673 | 0,7701 | 0,7729 | 0,7757 | 0,7785 | 0,7813 52 
0,7841 | 0,7869 | 0,7898 | 0,7926 | 0,7954 | 0,7983 | 0,8012 | 0,8040 | 0,8069 | 0,8098 51 
0,8127 | 0,8156 | 0,8185 | 0,8214 | 0,8243 | 0,8273 | 0,8302 | 0,8332 | 0,8361 | 0,8391 50 


0,8421 | 0,8451 | 0,8481 | 0,8511 | 0,8541 | 0,8571 | 0,8601 | 0,8632 | 0,8662 | 0,8693 49 
0,8724 | 0,8754 | 0,8785 | 0,8816 | 0,8847 | 0,8878 | 0,8910 | 0,8941 | 0,8972 | 0,9004 48 
0,9036 | 0,9067 | 0,9099 | 0,9131 | 0,9163 | 0,9195 | 0,9228 | 0,9260 | 0,9293 | 0,9325 47 
0,9358 | 0,9391 | 0,9424 | 0,9457 | 0,9490 | 0,9523 | 0,9556 | 0,9590 | 0,9623 | 0,9657 46 
0,9691 | 0,9725 | 0,9759 | 0,9793 | 0,9827 | 0,9861 | 0,9896 | 0,9930 | 0,9965 | 1,0000 45 


1,0070 | 1,0105 | 1,0141 | 1,0176 | 1,0212 | 1,0247 | 1,0283 | 1,0319 | 1,0355 44 


и Градусы 


КОТАНГЕНСЫ 





Градусы 


НАТУРАЛЬНЫЕ ЗНАЧЕНИЯ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 


ТАНГЕНСЫ 


Градусы 














































1,0105 | 1,0141 | 1,0176 | 1,0212 | 1,0247 | 1,0283 1,0355 
1,0464 | 1,0501 | 1,0538 | 1,0575 | 1,0612 | 1,0649 1,0724 
1,0637 | 1,0875 | 1,0913 | 1,0951 | 1,0990 | 1,1028 1,1106 
1,1224 | 1,1263 | 1,1303 | 1,1343 | 1,1383 | 1,1423 1,1504 





1,1626 | 1,1667 | 1,1708 | 1,1750| 1,1792 | 1,1833 1,1918 




























1,2045 | 1,2088 | 1,2131 | 1,2174| 1,2218 | 1,2261 1,2349 
1,2483 | 1,2527 | 1,2572 | 1,2617 | 1,2662 | 1,2708 1,2799 
1,2938 | 1,2985 | 1,3032 | 1,3079 | 1,3127 | 1,3175 1,3270 
1,3416 | 1,3465 | 1,3514| 1,3564 | 1,3613 | 1,3663 1,3764 













1,3916 | 1,3968 | 1,4019 | 1,4071 | 1,4124 | 1,4176 1,4281 






















































1,4442 | 1,4496 | 1,4550 | 1,4605 | 1,4659 | 1,4715 1,4826 
1,4994 | 1,5051 | 1,5108 | 1,5166 | 1,5224| 1,5282 1,5399 
1,5577 | 1,5637 | 1,5697 | 1,5757 | 1,5818 | 1,5880 1.6003 
1,6191 | 1,6255 | 1,6319 | 1,6383 | 1,6447 | 1,6512 1,6643 





1,6842 | 1,6909 | 1.6977 | 1,7045 | 1,7113 | 1,7182 1,7321 







































1,7532 | 1,7603 | 1,7675 | 1,7747 | 1,7820 | 1,7893 1,8040 











1,8265 | 1,8341 | 1,8418 | 1,8495 | 1,8572 | 1,8650 1,8807 
1,9047 | 1,9128 | 1,9210 | 1,9292 | 1,9375 | 1,9458 1,9626 
1,9883 | 1,9970 | 2,0057 | 2,0145 | 2,0233 | 2,0323 2,0503 





2,0778 | 2,0872 | 2,0965 | 2,1060 | 2,1155 | 2,1251 2,1445 




























2,1742 | 2,1842 | 2,1943 | 2,2045 | 2,2148 | 2,2251 2,2460 
2,2781 | 2,2889 | 2,2998 | 2,3109 | 2,3220 | 2,3332 2,3559 
2,3906 | 2,4023 | 2,4142 | 2,4262 | 2,4383 | 2,4504 2,4751 
2,5129 | 2,5257| 2,5386 | 2,5517| 2,5649 | 2,5782 2,6051 






2,6464 | 2,6605 | 2,6746 | 2,6889 | 2,7034 | 2,7179 2,7475 























2,7927 
2,9544 
3,1334 
3,3332 
3,5576 


2,8083 
2,9714 
3,1524 
3,3544 
3,5816 


2,8239 | 2,8397 | 2,8556 
2,9887 | 3,0061 | 3,0237 
3,1716 | 3,1910 | 3,2106 
3.3759 | 3,3977 | 3,4197 
3,6059 | 3,6305 | 3,6554 


2,8716 
3,0415 
3,2305 
3,4420 
3,6806 


2,9042 
3,0777 
3,2709 
3,4874 
3,7321 


























































3,8118 | 3,8391 | 3,8667 | 3,8947 | 3,9232 | 3.9520 






4,1022 | 4,1335 | 4,1653 | 4,1976 | 4,2303 | 4,2635 4,3315 
4,4373 | 4,4737 | 4,5107 | 4,5483 | 4,5864 | 4,6252 4,7046 
4,8288 | 4,8716 | 4,9152 | 4,9594 | 5,0045 | 5,0504 5,1446 





5,2924 | 5,3435 | 5,3955| 5,4486 | 5,5026 | 5,5578 5.6713 




















5,8502 | 5,9124 | 5,9758 | 6,0405 | 6,1066 | 6,1742 6,3138 














6,5350 | 6,6122 | 6,6912| 6,7720 | 6,8548 | 6,9395 7,1154 
7,3962 | 7,4947 | 7,5958 | 7,6996 | 7,8062 | 7,9158 8,1443 
8,5126 | 8,6427 | 8,7769 | 8,9152 | 9,0579 | 9,2052 9,5144 





10,0187 | 10.1988 | 10,3854 | 10,5789 | 10,7797 | 10,9882 11,4301 























11,4301 
14,3007 
19,0811 
28,6363 


12,1632 
15,4638 
21,2049 
33,6935 
81,8470 


12,4288 
15,8945 
22,0217 
35,8006 


12,7062 | 12,9962 | 13,2996 
16,3499 | 16.8319 | 17,3432 | 17,8863 
22,9038 | 23,8593 | 24,8978 | 26,0307 
38,1885 44,0661 , 

114,5887|143,2371|190,9842|296,4777|572,9572. 


13,6174 14,3007 
19,0811 


28,6363 




















ОО 


~ ол | | 05 | о 2 | о | 0 


Градусы 


КОТАНГЕНСЫ 


4,0108 | 


сло СА ~ бо МО 


о = У о Б 


Градусы 


45 


46 





1.1.1.10. Показательные, гиперболические и тригонометрические функции (для х от 0 до 1,6). 





ТАБЛИЦЫ 


1,0101 0,9900 0,0100 1,0001 0,0100 0,0100 1,0000 
1,0202 0,9802 0,0200 1,0002. 0,0200 0,0200 0,9998 
1,0305 0,9704 0,0300 1,0005 0,0300 0,0300 0,9996 
1,0408 0,9608 0,0400 1,0008 0,0400 0,0400 0,9992 
1,0513 0,9512 0,0500 1,0013 0,0500 0,0500 0,9988 
1,0618 0,9418 0,0600 1,0018 0,0599 0,0600 0,9982 
1,0725 0,9324 0,0701 1,0025 0,0699 0,0699 0,9976 
1,0833 0,9231 0,0801 1,0032 0,0798 0,0799 0,9968 
1,0942 0,9139 0,0901 1,0041 0,0898 0,0899 0,9960 
1,1052 0,9048 0,1002 1,0050 0,0997 0,0998 0,9950 
1,1163 0,8958 0,1102 1,0061 0,1096 0,1098 0,9940 
1,1275 0,8869 0,1203 1,0072 0,1194 0,1197 0,9928 
1,1388 0,8781 0,1304 1,0085 0,1293 0,1296 0,9916 
1,1503 0,8694 0,1405 1,0098 0,1391 0,1395 0,9902 
1,1618 0,8607 0,1506 1,0113 0,1489 0,1494 0,9888 
1,1735 0,8521 0,1607 1,0128 0,1586 0,1593 0,9872 
1,1853 0,8437 0,1708 1,0145 0,1684 0,1692 0,9856 
1,1972 0,8353 0,1810 1,0162 0,1781 0,1790 0,9838 
1,2092 0,8270 0,1911 1,0181 0,1877 0,1889 0,9820 
1,2214 0,8187 0,2013 1,0201 0,1974 0,1987 0,9801 
1,2337 0,8106 0,2115 1,0221 0,2070 0,2085 0,9780 
1,2461 0.8025 0,2218 1,0243 0,2165 0,2182 0,9759 
1,2586 0,7945 0,2320 1,0266 0,2260 0,2280 0,9737 
1,2712 0,7866 0,2423 1,0289 0,2355 0,2377 0,9713 
1,2840 0,7788 0,2526 1,0314 0,2449 0,2474 0,9689 
1,2969 0,7711 0,2629 1,0340 0,2543 0,2571 0,9664 
1,3100 0,7634 0,2733 1,0367 0,2636 0,2667 0,9638 
1,3231 0,7558 0,2837 1,0395 0,2729 0,2764 0,9611 
1,3364 0,7483 0,2941 1,0423 0,2821 0,2860 0,9582 
1,3499 0,7408 0,3045 1,0453 0,2913 0,2955 0,9553 
1,3634 0,7334 0,3150 1,0484 0,3004 0,3051 0,9523 
1,3771 0,7261 0,3255 1,0516 0,3095 0,3146 0,9492 
1,3910 0,7189 0,3360 1,0549 0,3185 0,3240 0,9460 
1,4049 0,7118 0,3466 1,0584 0,3275 0,3335 0,9428 
1,4191 0,7047 0,3572 1,0619 0,3364 0,3429 0,9394 
1,4333 0,6977 0,3678 1,0655 0,3452 0,3523 0,9359 
1,4477 0,6907 0,3785 1,0692 0,3540 0,3616 0,9323 
1,4623 0,6839 0,3892 1,0731 0,3627 0,3709 0,9287 
1,4770 0,6771 0,4000 1,0770 “0,3714 0,3802 0,9249 
1,4918 0,6703 0,4108 1,0811 0,3799 0,3894 0,9211 
1,5068 0,6637 0,4216 1,0852 0,3885 0,3986 0,9171 
1,5220 0,6570 0,4325 1,0895 0,3969 0,4078 0,9131 
1,5373 0,6505 0,4434 1,0939 0,4053 0,4169 0,9090 
1,5527 0,6440 0,4543 1,0984 0,4136 0,4259 0,9048 
1,5683 0,6376 0,4653 1,1030 0,4219 0,4350 0,9004 
1,5841 0,6313 0,4764 1,1077 0,4301 0,4439 0,8961 
1,6000 0,6250 0,4875 1,1125 0,4382 0,4529 0,8916 
1,6161 0,6188 0,4986 1,1174 0,4462 0,4618 0,8870 
1,6323 0,6126 0,5098 1,1225 0,4542 0,4706 0,8823 
1,6487 0,6065 0,5211 1,1276 0,4621 0,4794 0,8776 
1,6653 0,6005 0,5324 1,1329 0,4699 0,4882 0,8727 
1,6820 0,5945 0,5438 1,1383 0,4777 0;4969 0,8678 
1,6989 0,5886 0,5552 1,1438 0,4854 0,5055 0,8628 
1,7160 0,5827 0,5666 1,1494 0,4930 0,5141 0,8577 
1,7333 0,5769 0,5782 1,1551 0,5005 0,5227 0,8525 


0,1923 


0,2027 
0,2131 
0,2236 
0,2341 
0,2447 


0,2553 
0,2660 
0,2768 
0,2876 
0,2984 


0,3093 
0,3203 
0,3314 
0,3425 
0,3537 


0,3650 
0,3764 
0,3879 
0,3994 


о а хананың 


ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ, ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ И ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 47 





Продолжение 

0,8525 0,6131 
0,8473 0,6269 

0,8419 0,640, 
0,8365 0,6552 
0,8309 0,6696 
0,8253 0,6841 
0,8196 0,6989 
0,8139 0,7139 
0,8080 ‚ 0,7291 
0,8021 0,7445 
0,7961 0,7602 
0,7900 0,7761 
0,7838 0,7923 
0,7776 0,8087 
1,2476 0,6365 0,7712 0,8253 
1,2552 0,6442 0,7648 0,8423 
1,2628 0,6518 0,7584 0,8595 
1,2706 0,6594 0,7518 0,8771 
1,2785 0,6669 0,7452 0,8949 
0,4771 1,2865 0,6743 0,7385 0,9131 
0,4724 1,2947 0,6816 0,7317 0,9316 
0,4677 1,3030 0,6889 0,7248 09505 
1,3114 0,6961 0,7179 0,9697 
1,3199 0,7033 0,7109 0,9893 
1,3286 0,7104 0,7038 1,0092 
1,3374 0,7174 0,6967 1,0296 
1,3464 0,7243 0,6895 1,0505 
1,3555 0,7311 0,6822 1,0717 
1,3647 0,7379 0,6749 1,0934 
1,3740 0,7446 0,6675 1,1156 
1,3835 0,7513 0,6600 1,1383 
1,3932 0,7578 0,6524 1,1616 
1,4029 0,7643 0,6448 1,1853 
1,4128 0,7707 0,6372 1,2097 
1,4229 0,7771 0,6294 1,2346 
1,4331 0,7833 0,6216 1,2602 
1,4434 0,7895 0,6137 1,2864 
1,4539 0,7956 0,6058 1,3133 
1,4645 0,8016 0,5978 1,3409 
1,4753 0,7352 0,8076 0,5898 1,3692 
1,4862 0,7398 0,8134 0,5817 1,3984 
1,4973 0,7443 0,8192 0,5735 1,4284 
1,5085 0,7487 0,8249 0,5653 1,4592 
1,5199 0,7531 0,8305 0,5570 1,4910 
0,7574 0,8360 0,5487 1,5237 
0,7616 0,8415 0,5403 1,5574 
0,7658 0,8468 0,5319 1,5922 
0,7699 0,8521 0,5234 1,6281 
0,7739 0,8573 0,5148 1,6652 
2,8292 0,3535 1,2379 0,7779 0,8624 0,5062 1,7036 
2,8577 0,3499 1,2539 1,6038 0,7818 0,8674 0,4976 1,7433 
2,8864 0,3465 1,2700 1,6164 0,7857 0,8724 0,4889 1,7844 
2,9154 0,3430 1,2862 1,6292 0,7895 0,8772 0,4801 1,8270 
2,9447 0,3396 1,3025 1,6421 0,7932 0,8820 0,4713 1,8712 
2,9743 0,3362 1,3190 1,6552 0,7969 0,8866 0,4625 1,9171 


3,0042 0,3329 1,3356 1,6685 0,8005 0,8912 0,4536 1,9648 





48 


ТАБЛИЦЫ 

















1,3356 
1,3524 
1,3693 
1,3863 
1,4035 











1,4208 
1,4382 
1,4558 
1,4735 
1,4914 

















1,5095 
1,5276 
1,5460 
1,5645 
1,5831 





1,6019 
1,6209 
1,6400 
1,6593 
1,6788 












1,6984 
1,7182 
1,7381 
1,7583 
1,7786 












1,7991 
1,8198 
1,8406 
1,8617 
1,8829 











1,9043 
1,9259 
1,9477 
1,9697 
1,9919 











2,0143 
2,0369 
2,0597 
2,0827 
2,1059 











2,1293 
2,1529 
2,1768 
2,2008 
2,2251 











2,2496 
2,2743 
2,2993 
2,3245 
2,3499 


2,3756 


СОЅ Хх 


0,4536 
0,4447 
0.4357 
0,4267 
0,4176 


0,4085 
0,3993 
0,3902 
0,3809 
0,3717 


0,3624 
0,3530 
0,3436 
0,3342 
0,3248 


0,3153 
0,3058 
0,2963 
0,2867 
0,2771 


0,2675 
0,2579 
0,2482 
0,2385 
0,2288 


0,2190 
0,2092 


0.1994 ' 


0,1896 
0,1798 


0.1700 
0,1601 
0,1502 
0,1403 
0,1304 


0,1205 
0,1106 
0,1006 
0,0907 
0,0807 


0,0707 
0,0608 
0,0508 
0,0408 
0,0308 


0.0208 
0,0108 
+ 0,0008 
— 0,0092 
— 0,0192 


- 0,0292 


Продолжение 


ех 


1,9648 
2.0143 
2,0660 
2,1198 
2,1759 


2,2345 
2,2958 
2,3600 
2,4273 
2,4979 


2,5722 
2,6503 
2,7328 
2.8198 
2,9119 


3,0096 
3,1133 
3,2236 
3,3413 
3,4672 


3,6021 
3,7471 
3,9033 
4,0723 
4,2556 


4,4552 
4,6734 
4,9131 
5.1774 
5.4707 


5,7979 
6,1654 
6,5811 
7,0555 
7,6018 


8,2381 

8,9886 

9,8874 
10,983 
12,350 


14,101 
16,428 
19,670 
24,498 
32,461 


48,078 
92,620 
1255,8 
— 108,65 
- 52,067 


- 34,233 











ПОКАЗАТЕЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ (ДЛЯ х ОТ 1,6 до 10,0) 49 


Кратные зпаченич п и п/2 дач вычисаенич тригопо метрических функций при х > 1,6 


1.57080 3.14159 9,42478 18,84956 


3.14159 6,28319 10,99557 21,99115 
4,71239 9.42478 12,56637 25,13274 
6.28319 [2.56637 14,13717 28,27433 
7,85298 15,70796 15,70796 31,41593 





Примеры. 1) 5іп7,5 = біп (51/2 — 0,35398) = сов 0,35398 = 0,9380 (линейная интерполяция). 2) сіп 29 --іп (ул + 0,72567) = 
= --5іп 0,72567 = — 0,6637 (линейная интерполяция). 


1.1.1.11. Показательные функции (для х от 1,6 до 10,0) *). 




































1.60 4,9520 0,2019 1,95 7.0287 0.1423 2.30 9,9742 0,10026 
1.61 5,0028 0.1999 1.96 7.0993 0,1409 2,31 10,074 0,09926 
1,62 5,0531 0,1979 1,97 7.1707 0.1395 2.32 10.176 0.09827 
1.63 5.1039 0.1959 1.98 7.2427 0,1381 2,33 10,278 0,09730 
1.64 5,1552 0,1940 1,99 7,3155 0,1367 2,34 10,381 0,09633 
1.65 5.2070 0.1920 2.00 7.3891 0.1353 2.35 10.486 0.09537 
1.66 5.2593 0.1901 2.01 7.4633 0.1340 2,36 10,591 0,09442 
1.67 5.3122 0.1882 2.02 7.5383 0.1327 2.37 10,697 0,09348 
1.68 5.3656 0.1864 2.03 7.6141 0.1313 2.38 10,805 0.09255 
1.69 5.4195 0.1845 2.04 7.6906 0.1300 2.39 10,913 0.09163 
1, 5,4739 0.1827 2.05 7,7679 0.1287 2,40 11,023 0,09072 
1,71 5,5290 0,1809 2.06 7.8460 0.1275 2.41 11,134 0,08982 
1,72 5,5845 0,1791 2,07 7.9248 0.1262 2,42 | 11.246 0.08892 
1.73 5,6407 0,1773 2,08 8,0045 0,1249 2,43 11,359 0,08804 
1,74 5.6973 0,1755 2.09 8.0849 0.1237 2,44 11,473 0,08716 
1,75 5,7546 0.1738 2.10 8.1662 0.1225 2.45. 11,588 0,08629 
1.76 5.8124 0.1720 2.11 8.2482 0.1212 2.46 11.705 0.08543 
1.77 5.8709 0,1703 2,12 8,3211 0,1200 2,47 11,822 0,08458 
1,78 5.9299 0.1686 2.13 8.4149 0.1188 2.48 11,941 0.08374 
1.79 5,9895 0.1670 2,14 8,4994 0.1177 2,49 12,061 0,08291 
1,80 6,0496 0,1653 2.15 8.5849 0,1165 2,50 12,182 0,08208 
1,81 6,1104 0,1637 2.16 8.6711 0,1153 2,51 12,305 0,08127 
1,82 6,1719 0.1620 2,17 8,7583 0.1142 2,52 12,429 0.08046 
1.83 6,2339 0,1604 2,18 8,8463 0.1130 2,53 12,554 0.07966 
1,84 6,2965 0,1588 2,19 8,9352 0.1119 2.54 12.680 0.07887 
1,85 6,3598 0,1572 2,20 9,0250 0,1 08 2,55 12,807 0,07808 
1,86 6,4237 0,1557 2,21 9,1157 0.1097 2.56 12.936 0,07730 
1,87 6,4883 0.1541 2,22 9,2073 0.1086 2,57 13,066 0,07654 
1,88 6,5535 0,1526 2,23 9,2999 0,1075 2,58 13,197 0,07577 
1,89 6,6194 0,1511 2,24 9,3933 0,1065 2,59 13,330 0,07502 
1,90 6,6859 0,1496 2.25 9,4877 0,1054 2,60 13,464 0,07427 
1.91 6,7521 0,1481 2,26 9,5821 0.1044 2,61 13,599 0,07353 
1,92 6.8210 0,1466 2,27 9,6794 0,1033 2,62 13,736 0,07280 
1,93 6,8895 0,1451 2,28 9,7767 0.1023 2,63 13,874 0,07208 
1,94 6,9588 0,1437 2.29 9.8749 0.1013 2.64 14,013 0.07136 





* Для вычисления типерболических функций при х> 1,6 можно пользоваться следующими формулами: 


ех —е`х ех + ех 5ћх | — е“ 2“ 
вен ска С хе вх 
2 2 СЇ х 1-86 2х 


50 ТАБЛИЦЫ 





Продолжение 





































































































































































































































































































Хх 

0,07065 25,790 0,03877 3,85 46,993 0,02128 

0,06995 26,050 0,03839 3,86 47,465 0,02107 

0,06925 26,311 0,03801 3,87 47,942 0,02086 

0.06856 26,576 0.03763 3,88 48.424 0.02065 

0.06788 26.843 0.03725 3.89 48,911 0.02045 

0,06721 27,113 0,03688 3,90 409,402 0,02024 

0.06654 27,385 0,03652 3,91 49,899 0,02004 

0,06588 27,660 0,03615 3,92 50,400 0,01984 

. 0,06522 27,938 0,03579 3,93 50,907 0,01964 

2,74 15,487 0,06457 28,219 0,03544 3,94 51,419 0,01945 

2,75 15,643 0,06393 28,503 0,03508 3,95 51,935 0,01925 

2,76 15,800 0,06329 28,789 0,03474 3,96 52,457 0,01906 

2,77 15,959 0,06266 29,079 0,03439 3,97 52,985 0,01887 

2,78 16,119 0,06204 29,371 0,03405 3,98 53,517 0,01869 

2,79 16.281 0,06142 29,666 0,03371 3,99 54,055 0,01850 

2,80 16,445 0,06081 29,964 0,03337 4,0 54,598 0,01832 

2,81 16,610 0,06020 30,265 0,03304 4,1 60,340 0,01657 

2,82 16,777 0,05961 30,569 0,03271 4,2 66,686 0,01500 

2,83 16,945 0,05901 30,877 0,03239 4,3 73,700 0,01357 

2,84 17,116 0,05843 31,187 0,03206 4,4 81,451 0,01228 

2,85 17,288 0,05784 31,500 0,03175 4,5 90,017 0,01111 

2,86 17.462 0,05727 31,817 0,03143 4,6 99,484 0.01005 

2,87 17,637 0,05670 32,137 0,03112 4,7 109,95 0,00910 

2,88 17,814 0,05613 32,460 0,03081 4,8 121,51 0,00823 

2,89 17,993 0,05558 32,786 0,03050 4,9 134,29 0,00745 

2,90 18,174 0,05502 33.115 0,03020 5.0 148,41 0.00674 

2.91 18.357 0.05448 33,448 0,02990 5,1 164.02 0.00610 

2.92 18.541 0.05393 33,784 0.02960 5,2 181,27 0,00552 

2,93 18,728 0,05340 34,124 0,02930 5,3 200, 34 0,00499 

2,94 18,916 0,05287 34,467 0,02901 54 221,41 0,00452 

2.95 19,106 0,05234 34,813 0,02872 5,5 244,69 0,00409 

2,96 19,298 0,05182 35,163 0,02844 5,6 270,43 0,00370 

2,97 19,492 0,05130 35,517 0.02816 5,7 298,87 0,00335 

2,98 19,688 0,05079 35,874 0,02788 5,8 330,30 0,00303 

2,99 19,886 0,05029 36.234 0.02760 5.9 365,04 0.00274 
3.00 20.086 0,04979 36.598 0.02732 6,0 403,43 0.002479 
3,01 20,287 0.04929 36.966 0.02705 6,1 445,86 0,002243 
3,02 20,491 0,04880 37,338 0,02678 6,2 492,75 0,002029 
3,03 20,697 0,04832 37,713 0,02652 6,3 544,57 0,001836 
3,04 20,905 0,04783 38,092 0,02625 6,4 601,85 0,001662 
3,05 21,115 0,04736 38,475 0,02599 6,5 665,14 0.001503 
3,06 21,328 0,04689 38,861 0,02573 6,6 735,10 0,001360 
3,07 21,542 0,04642 39,252 0,02548 6,7 812,41 0,001231 
3,08 21,758 0,04596 39,646 0,02522 6,8 897,85 0,001114 
3,09 ` 21,977 0.04550 40.045 0.02497 6.9 992,27 0.001008 
3.10 22.198 0.04505 40.447 0.02472 7,0 1096,6 0.000912 
3,11 22.421 0.04460 40,854 0,02448 7,1 1212,0 0,000825 
3,12 22.646 0,04416 41,264 0,02423 7.2 1339,4 0,000747 
3,13 22,874 0,04372 41,679 0,02399 7,3 1480,3 0,000676 
3,14 23,104 0,04328 42,098 0,02375 7,4 1636,0 0,000611 
3,15 23,336 0,04285 42,521 0,02352 7,5 1808,0 0,000553 
3,16 23,571 0.04243 42,948 0,02328 7,6 1998,2 0,000500 
3,17 23,807 0,04200 43,380 0.02305 7,7 2208,3 0,000453 
3,18 24,047 0,04159 43,816 0,02282 7,8 2440,6 0,000410 
3,19 24,288 0,04117 44,256 0,02260 7,9 2697.3 0.000371 
3.20 24,533 0,04076 44.701 0,02237 8,0 2981,0 0,000335 
3,21 24,779 0,04036 45,150 0,02215 8,1 3294,5 0,000304 
3,22 25.028 0,03996 45,604 0,02193 8,2 3641,0 0,000275 
3,23 25.280 0,03956 46.063 0,02171 8,2 4023,9 0,000249 
3,24 25,534 0,03916 46,525 0,02149 8,4 4447.1 0.000225 





0,000203 
0,000184 
0,000167 
0,000151 
0,000136 


НАТУРАЛЬНЫЕ ЛОГАРИФМЫ 


0,000123 
0,000112 
0,000101 
0,000091 
0,000083 
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2,3026 
4,6052 


6,9078 
9,2103 
11,5129 


1.1.1.13. Длина окружности. 
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Объяснения к таблице 1.1.1.12 нату- 
ральных логарифмов. В отличие от таблиц 
десятичных логарифмов здесь даны как мантиссы, 
так и характеристики. Логарифмы чисел, заклю- 
ченных между [и 10, находятся непосредственно 
в таблице, причем на третий и четвертый деся- 
`тичные знаки должна быть внесена интерполяцион- 
ная поправка. Для чисел, больших десяти или 
меньших единицы, натуральные логарифмы нахо- 
дятся с помощью помещенных в конце таблицы 
значений логарифмов степеней 10. 
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15,87 
16,18 
16,49 
16,81 
17,12 


17,44 
17,75 
18,06 
18,38 
18,69 


19,01 
19,32 
19,63 
19,95 
20,26 


20,58 
20,89 
21,21 
21,52 
21,83 


22,15 
22,46 
22,78 
23,09 
23,40 


23,72 
24,03 
24,35 
24,66 
24,98 


25,29 
25,60 
25,92 
26,23 
26,55 


26,86 
27,17 
27,49 
27,80 
28,12 


28,43 
28,75 
29,06 
29,37 
29,69 


30,00 
30,32 
30,63 


31,26 
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1.1.1.14. Плошадь круга. 
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Продолжение 
24,02 24,11 
24,89 24,98 
25,79 25,88 
26,69 26,79 
27,62 27,71 


28,56 28,65 


29,51 29,61 
30,48 30,58 
31,47 31,57 
32,47 32,57 
33,49 33,59 
34,52 34,63 
35,57 35,68 
36,64 36,75 
37,72 37,83 


38,82 38,93 
39,93 40,04 
41,06 41,17 
42,20 42,31 
43,36 43,47 


44,53 44,65 
45,72 45,84 
46,93 47,05 
48,15 48,27 


49,39 49,51 
50,64 50,77 
51,91 52,04 
53,20 53,33 
54,50 54,63 
55,81 55,95 
57,15 57,28 
58,49 58,63 
59,86 59,99 


61,24 61,38 
62,63 62,77 


64,04 64,18 
65,47 65,61 
66,91 67,06 
68,37 68,51 
69,84 69,99 


71,33 71,48 
72,84 72,99 
74,36 74,51 
75,89 76,05 
77,44 77,60 
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1.1.1.15. Элементы сегмента круга. 
1.1.1.15.1. Длина дуги и площадь сегмента для хорды, равной единице. 


Подъем (отно- 
шение стрелки 
к хорде) Л/а 


Подьем (отно- 
шение стрелки 
к хорде) Аја 


Плошадь 
сегмента 


Плошадь 
сегмента 





1.1.1.15.2. Длина дуги, стрелка, длина хорды и площадь сегмента 
для радиуса, равного единице. 


: 1 а 
Центр. Длина Стрелка 8 г Длина 4 Плошадь 
угол 9 дуги / п хорды а ћ сегмента 


458,36 0,00000 
229,18 0,00000 
152,78 0,00001 
114,58 0,00003 


91,66 0,00006 
76,38 0,00010 
65,46 0,00015 
57,27 0,00023 
50,90 0,00032 


45,81 
41,64 
38,16 
35,22 
32,70 0,00121 


30,51 0,00149 
28,60 0,00181 
26,91 0,00217 
25,41 0,00257 
24,07 0,00302. 


22,96 0,00352 
21,77 0,00408 
20,77 0,00468 
19,86 0,00535 
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Длина 
дуги / 


0,4014 
0,4189 


0,4363 
0,4538 
0,4712 
0,4887 
0,5061 


0,5236 
0,5411 
0,5585 
0,5760 
0,5934 


0,6109 
0,6283 
0,6458 
0,6632 
0,6807 


0,6981 
0,7156 
0,7330 
0,7505 
0,7679 


0,7854 
0,8029 
0,8203 
0,8378 
0,8552 


0,8727 
0,8901 
0,9076 
0,9250 
0,9425 


0,9599 
0,9774 
0,9948 
1,0123 
1,0297 


1,0472 
1,0647 
1,0821 
1,0996 
1,1170 


1,1345 
1,1519 
1,1694 
1,1868 
1,2043 


1,2217 
1,2392 
1,2566 
1,2741 
1,2915 


1,3090 
1,3265 
1,3439 
1,3614 
1,3788 


0,0201 
0,0219 


0,0237 
0,0256 
0,0276 
0,0297 
0,0319 


0,0341 
0,0364 
0,0387 
0,0412 
0,0437 


0,0463 
0,0489 
0,0517 
0,0545 
0,0574 


0,0603 
0,0633 
0,0664 
0,0696 
0,0728 


0,0761 
0,0795 
0,0829 
0,0865 
0,0900 


0,0937 
0,0974 
0,1012 
0,1051 
0,1090 


0,1130 
0,1171 
0,1212 
0,1254 
0,1296 


0,1340 
0,1384 
0,1428 
0,1474 
0,1520 


0,1566 
0,1613 
0,1661 
0,1710 
0,1759 


0,1808 
0,1859 
0,1910 
0,1961 
0,2014 


0,2066 
0,2120 
0,2174 
0,2229 
0,2284 
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20,00 
19,17 


18,41 
17,71 
17,06 
16,45 
15,89 


15,37 
14,88 
14,42 
13,99 
13,58 


13,20 
12,84 
12,50 
12,17 
11,87 


11,58 
11,30 


0,3987 
0,4158 


0,4329 
0,4499 
0,4669 
0,4838 
0,5008 


0,5176 
0,5345 
0,5513 
0,5680 
0,5847 


0,6014 
0,6180 
0,6346 
0,6511 
0,6676 


0,6840 
0,7004 
0,7167 
0,7330 
0,7492 


0,7654 
0,7815 
0,7975 
0,8135 
0,8294 


0,8452 
0,8610 
0,8767 
0,8924 
0,9080 


0,9235 
0,9389 
0,9543 
0,9696 
0,9848 


1,0000 
1,0151 
1,0301 
1,0450 
1,0598 


1,0746 
1,0893 
1,1039 
1,1184 
1,1328 


1,1472 
1,1614 
1,1756 
1,1896 
1,2036 


1,2175 
1,2313 
1,2450 
1,2586 
1,2722 


! Длина а 
п 


19,86 
19,03 


18,26 
17,55 
16,90 
16,29 
15,72 


15,19 
14,70 
14,23 
13,79 
13,38 


12,99 
12,63 
12,28 
11,95 
11,64 


11,34 
11,06 
10,79 
10,53 
10,29 


10,05 
9,83 
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Площадь 


сегмента 





0,00535 
0,00607 


0,00686 
0,00771 
0,00862 
0,00961 
0,01067 


0,01180 
0,01301 
0,01429 
0,01566 
0,01711 


0,01864 
0,02027 
0,02198 
0,02378 
0,02568 


0,02767 
0,02976 
0,03195 
0,03425 
0,03664 


0,03915 
0,04176 
0,04448 
0,04731 
0,05025 


0,05331 
0,05649 
0,05978 
0,06319 
0,6673 


0,07039 
0,07417 
0,07808 
0,08212 
0,08629 


0,09059 
0,09502 
0,09958 
0,10428 
0,10911 


0,11408 
0,11919 
0,12443 
0,12982 
0,13535 


0,14102 
0,14683 
0,15279 
0,15889 
0,16514 


0,17154 
0,17808 
0,18477 
0,19160 
8.19859 
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Длина Плошадь 
хорды а сегмента 


Стрелка Л 


1,2856 0,20573 
1,2989 0,21301 
1,3121 0,22045 
1,3252 0,22804 
1,3383 0,23578 


1,3512 0,24367 
1,3640 0,25171 
1,3767 0,25990 
1,3893 0,26825 
1,4018 0,27675 


1,4142 0,28540 
1,4265 0,29420 
1,4387 0,30316 
1,4507 0,31226 
1,4627 | 0,32152 


1,4746 0,33093 
1,4863 0,34050 
1,4979 0,35021 
1,5094 0,36008 
1,5208 0,37009 


1,5321 0,38026 | 
1,5432 0,39058 
1,5543 0,40104 
1,5652 0,41166 
1,5760 0,42242 


1,5867 0,43333 
1,5973 0,44439 
1,6077 0,45560 
1,6180 0,46695 
1,6282 0,47845 


1,6383 0,49008 
1,6483 0,50187 
1,6581 0,51379 
1,6678 0,52586 
1,6773 0,53806 


1,6868 0,55041 
1,6961 0,56289 
1,7053 0,57551 
1,7143 0,58827 
1,7233 0,60116 


1,7321 0,61418 
1,7407 0,62734 
1,7492 0,64063 
1,7576 0,65404 
1,7659 0,66759 


1,7740 0,68125 
1,7820 0,69505 
1,7899 0,70897 
1,7976 0,72301 
1,8052 0,73716 


1,8126 0,75144 
1,8199 0,76584 
1,8271 0,78034 
1,8341 0,79497 
1,8410 0,80970 


1,8478 0,82454 
1,8544 0,83949 
1,8608 0,85455 
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Стрелка Л 


Обьяснения к таблицам 1.1.1.13, 
1.1.1.14 и 1.1.1.15. | 

Таблицы 1.1.1.13 и 1.1.1.14 дают значения 
длины окружности и плошади круга диаметра а, 
лежащего между 4 = 1,00 и 4 = 10,0, с четырьмя 
значашими цифрами. Если диаметр круга лежит вне 
этих границ, то плошадь или длина окружности 
определяется для диаметра 10% или 107%4. Най- 
денное число затем умножается в случае длины 
окружности соответственно на 10“ или 107% ав 
случае площади круга — на 102 или 1072“, Если 
число значащих цифр у 4 больше трех, необходимо 
прибегнуть к интерполяции. 

Примеры. 1) Для 4 = 69,3 длина окружности равна 
217,7, а площадь круга 3772. 2) Для 4 = 0,693 длина окруж- 
ности равна 2,177, а площадь круга 0,3772. 


Продо іжение 


Плошадь 
сег мента 


Длина 
хорды а 


0,85455 
0,86971 
0,88497 


0,90034 
0,91580 
0,93135 
0,94700 
0,96274 


0,97858 
0,99449 
1,01050 
1,02658 
1,04275 


1,05900 
1,07532 
1,09171 
1,10818 
1,12472 


1,14132 
1,15799 
1.17472 
1,19151 
1,20835 


1.22525 
1,24221 
1,25921 
1,27626 
1,29335 


1,31049 
1,32766 
1,34487 
1,36212 
1,37940 


1,39671 
1,41404 
1,43140 
1,44878 
1,46617 


1,48359 
1,50101 
1,51845 
1,53589 
1,55334 


1,57080 





В таблицах 1.1.1.15 даны элементы сегмента 
круга (рис. 1.1). Таблица 1.1.1.15.1 относится к сег- 
ментам кругов любых радиу- 

4 
ном подъеме (отношении Е ғыз 
стрелки к хорде) длина хор- 


сов с длиной хорды, равной 

единице. Если при задан- 

ды равна а, то приведенное “ жә. 7 
ае 


в таблице значение длины ~ У Р 
дуги должно быть умножено 
на а, а площадь сегмента — Рис 11 


на а?. 

Таблица 1.1.1.15.2 содержит данные, относя- 
шиеся к любым сегментам одной и той же окруж- 
ности радиуса, равного единице. Если длина 
радиуса равна ғ, то табличные значения /, й и а 
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должны быть умножены на ғ, а плошадь сегмента — 
на "2. Если задаются длина дуги | (или хорда а) 
и стрелка ћ, то радиус сегмента ғ равен отноше- 
нию 1 (или а) к табличному значению длины дуги 
(или хорды), соответствуюшему данному значению 
Ий (или а/ћ). 


Пример. Если длина хорды кругового сегмента а = 
= 40 см, а стрелка ћ = 6 см, то для нахождения длины дуги 
| вычисляем величину ћ/а = 0,15 и умножаем соответствую- 
шее табличное значение 1 (таблица 1.1.1.15.1) на 40: 
| = 40. 1,0590 = 42,26 см. Радиус сегмента г и центральный 
угол 4 определяются с помошью таблицы 1.1.1.15.2. Для 
ајћ = 6,67 табличное значение для а равно 1,1010 и а = 66,8 
(линейная интерполяция). Отсюда следует, что г = 40: 1,1010 = 
= 36,33 см. Теперь можно определить длину дуги | с по- 
мощью таблицы 1.1.1.15.2: І = 36,33. 1,1661 = 42,36 см. 


Примеры использования таблицы 1.1.1.16. 


1) 52° 37' 23" 2) 5,645 рад 
50° = 0,872665 5,235988 = 300° 
2° = 0.034907 0.409012 
30' = 0,008727 0401426 = 23° 
7 == 0,002036 __-__-_ 
20" = 0,000097 0,007586 
3" = 0,000015 0,005818 = 20 
0,918447 0,001768 
52937 23" = 0,91845 рад 0,001745 = 6 
0,000023 = 5" 


5,645 рад = 323 26' 5" 

Радиан - это плоский угол, для которого 

соответствуюшая длина дуги равна радиусу 

(обозначение: рад). Дуга, длина которой равна 
радиусу, имеет градусную меру 57717'44,8". 


1.1.1.16. Перевод градусной меры в радианную. (Длина дуги окружности раднуса 1) 





0,017453 
0,034907 
0,052360 
0,069813 
0,087266 
0,104720 
0,122173 
0,139626 
0,157080 
0,174533 
0,191986 
0,209440 
0,226893 
0,244346 
0,261799 
0,279253 
0,296706 
0,314159 
0,331613 
0,349066 


0,366519 
0,383972 
0,401426 
0,418879 
0,436332 
0,453786 
0,471239 
0,488692 
0,506145 
0,523599 
0,541052 
0,558505 
0,575959 
0,593412 
0,610865 
0,628319 
0,645772 
0,663225 
0,680678 
0,698 132 


0,785398 
0,872665 
0,959931 
1,047198 
1,134464 
1,221730 
1,308997 
1,396263 
1,483530 
1,570796 
1,745329 
2,094395 
2,617994 
3,141593 
3,490659 
4,363323 
4,712389 
5,235988 
6,283185 
6,981317 


0,000291 
0,000582 
0,000873 
0,001164 
0,001454 
0,001745 
0,002036 
0,002327 
0,002618 
0,002909 
0,005818 
0,008727 
0,011636 
0,014544 


0,000039 
0,000044 
0,000048 
0,000097 
0,000145 
0,000194 
0,000242 
0,000005 
0,000010 
0,000015 
0,000019 
0,000024 
0,000029 
0,000034 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


оо оч Фл ь о м -- 
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і 
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Всем значениям К, заключенным между смеж- Примеры. 1) Для К = 0,8 находим К, = 0,040 (так же 
ными числами столбца К (как правого, так и каки для всех других К, заключенных между 0,797 и 0,804 
левого), соответствует одно и то же значение Кі, ИЛИ между 0,196 и 0,203). 
помещенное между этими смежными значениями 2) Для К = 0,3 (или для К = 0,7) К, = 0,052. 

к. «Критическим» (табличным) значениям К соот- 
ветствует вышележащее К,. 


1.1.2. ТАБЛИЦЫ СПЕЦИАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 


1.1.2.1. Гамма-функция. 



















































































































































\ Г(х) 
1.00000 0.90640 1,50 0,88623 0,9 1906 
0,99433 0,90440 51 0,88659 0,92137 
0,98884 0,90250 52 0,88704 0,92376 
0,98355 0,90072 53 0,88757 0,92623 
0,97844 0,89904 54 0,88818 0,92877 
0,97350 0.89747 1,55 0,88887 0,93138 
0,96874 0,89600 56 0,88964 0,93408 
0,96415 0,89464 57 0,89049 0,9368 5 
0,95973 0,89338 58 0.89142 0,93969 
0,95546 0,89222 59 0,89243 0,94261 
0,95135 0,89115 1,60 0,89352 0,9456 ! 
0,94740 0,89018 61 0.89468 0.94869 
0.94359 0.88931 62 0,89592 0.95184 
0.93993 0,88854 63 0,89724 0,95507 
0,93642 0,88785 64 0,89864 0.95838 
0,93304 0,88726 1,65 0,90012 0,96177 
0,92980 0,88676 66 0,90167 0,96523 
0,92670 0,88636 67 0,90330 0,96877 
0,92373 0,88604 68 0,90500 0,97240 
0,92089 0,88581 69 0,90678 0,97610 
0,91817 0,88566 1,70 0,90864 0,97988 
0,91558 0,88560 71 0,91057 0,98374 
0,91311 0,88563 72 0,91258 0,98768 
0,91075 0,88575 73 0,91467 0,99171 
0,908 52 0,88595 74 0,91683 0,9958] 
0,90640 0.88623 1.75 0,9 1906 1,00000 
Значения гамма-функции для х < 1(х ж0, —1, Примеры. 1) Г(0,7) = Г(1,7)/0,7 = 0,90864/0,7 = 1,2981. 
—2, ...) и для х» 2, могут быть вычислены при 2) Г(3,5) = 2,5. Г(2,5) = 2,5. 1,5. Г(1,5) = 2,5. 1,5 0,88623 = 
помоши формул = 3,32336. 


Г (х) = Г 


те, Г (х) «(х-- ПГ(х - 1). 
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1.1.2.2. Бесселевы (цилиндрические) функции. 


| й 9% 


0,0 + 1,0000 + 0,0000 - ос - о х х, 

0,1 0,9975 0,0499 - 1,5342 — 6,4590 2,4271 9,8538 
0,2 0,9900 0,0995 1,0811 3,3238 1,7527 4,7760 
0,3 0,9776 0,1483 0,8073 2,2931 1,3725 3,0560 
0,4 0,9604 0,1960 0,6060 1,7809 1,1145 2,1844 
0,5 --0,9385 --0,2423 — 0,4445 — 1,4715 0,9244 1,6564 
0,6 0,9120 0,2867 0,3085 1,2604 0,7775 1,3028 
0,7 0,8812 0,3290 0,1907 1,1032 0,6605 1,0503 
0,8 0,8463 0,3688 — 0,0868 0,9781 0,5653 0,8618 
0,9 0,8075 0,4059 -- 0,0056 0,8731 0,4867 0,7165 
1,0 --0,7652 + 0,4401 + 0,0883 -0,7812 0,4210 0,6019 
1,1 0,7196 0,4709 0,1622 0,698 1 0,3656 0,5098 
1,2 0,6711 0,4983 0,2281 0,6211 0,3185 0,4346 
1,3 0,6201 0,5220 0,2865 0,5485 0,2782 0,3725 
1,4 0,5669 0,5419 0,3379 0,4791 0,2437 0,3208 


1,5 +0,5118 +0,5579 +0,3824 -0,4123 0,2138 0,2774 
1,6 0,4554 0,5699 0,4204 0,3476 0,1880 0,2406 
1,7 0,3980 0,5778 0,4520 0,2847 0,1655 0,2094 
1,8 0,3400 0,5815 0,4774 0,2237 0,1459 0,1826 
1,9 0,2818 0,5812 0,4968 0,1644 0,1288 0,1597 
2,0 +0,2239 +0,5767 +0,5104 -0,1070 0,1139 0,1399 
2,1 0,1666 0,5683 0,5183 - 0,0517 0,1008 0,1227 
2,2 0,1104 0,5560 0,5208 +0,0015 0,08927 0,1079 
2,3 0,0555 0,5399 0,5181 0,0523 0,07914 0,09498 
2,4 0,0025 0,5202 0,5104 0,1005 0,07022 0,08372 
2,5 — 0,0484 +0,4971 +0,4981 +0,1459 0,06235 0,07389 
2,6 0,0968 0,4708 0,4813 0,1884 0,05540 0,06528 
2,7 0,1424 0,4416 0,4605 0,2276 0,04926 0,05774 
2,8 0,1850 0,4097 0,4359 0,2635 0,04382 0,05111 
2,9 0,2243 0,3754 0,4079 0,2959 0,03901 0,04529 


3,0 -- 0,2601 +0,3391 +0,3769 +0,3247 0,03474 0,04016 
3,1 0,2921 0,3009 0,3431 0,3496 0,03095 0,03563 
3,2 0,3202 0,2613 0,3070 0,3707 0,02759 0,03164 
3,3 0,3443 0,2207 0,2691 0,3879 0,02461 0,02812 
3,4 0,3643 0,1792 0,2296 0,4010 0,02196 0,02500 


3,5 - 0,3801 +0,1374 +0,1890 +0,4102 0,01960 0,02224 
3,6 0,3918 0,0955 0,1477 0,4154 0,01750 0,01979 
3,7 0,3992 0,0538 0,1061 0,4167 0,01563 0,01763 
3,8 0,4026 +0,0128 0,0645 0,4141 0,01397 0,01571 
3,9 0,4018 - 0,0272 +0,0234 0,4078 0,01248 0,01400 
4,0 — 0,3971 - 0,0660 — 0,0169 + 0,3979 0,01116 0,01248 
4,1 0,3887 0,1033 0,0561 0,3846 0.009980 0,01114 
4,2 0.3766 0,1386 0.0938 0,3680 0,008927 0,009938 
4,3 0,3610 0,1719 0,1296 0,3484 0,007988 0,008872 


4,4 0,3423 


4,5 — 0,3205 
4,6 ’ 0,2961 
4,7 0.2693 
4,8 0,2404 
4,9 0,2097 


3 ин Бронштейн, К А Семендяев 


0,2028 


— 0,2311 
0,2566 
0,2791 
0,2985 
0,3147 


0,1633 


—0,1947 
0,2235 
0,2494 
0,2723 
0,2921 


0,3260 


+0,3010 
0,2737 
0,2445 
0,2136 
0,1812 


0,007149 


0,006400 
0,005730 
0,005132 
0,004597 
0,0041119 


0.007923 


0.007078 
0,006325 
0.005654 
0,005055 
0.004521 
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- 0,1776 
0,1443 
0,1103 
0,0758 
0,0412 


- 0,0068 
+ 0,0270 
0,0599 
0,0917 
0,1220 


+ 0,1506 
0,1773 
0,2017 
0,2238 
0,2433 


+ 0,2601 
0,2740 
0,2851 
0,2931 
0,2981 


+ 0,3001 
0,2991 
0,2951 
0,2882 
0,2786 


+ 0,2663 
0,2516 
0,2346 
0,2154 
0,1944 


+0,1717 
0,1475 
0,1222 
0,0960 
0,0692 


+0,0419 
+ 0,0146 
— 0,0125 
0,0392 
0,0653 


- 0,0903 
0,1142 
0,1367 
0,1577 
0,1768 


— 0,1939 
0,2090 
0,2218 
0,2323 
0,2403 


- 0,2459 


— 0,3276 
0,3371 
0,3432 
0,3460 
0,3453 


— 0,3414 
0,3343 
0,3241 
0,3110 
0,2951 


— 0,2767 
0,2559 
0,2329 
0,2081 
0,1816 


— 0,1538 
0,1250 
0,0953 
0,0652 
0,0349 


- 0,0047 
+ 0.0252 
0.0543 
0,0826 
0,1096 


+ 0,1352 
0,1592 
0,1813 
0,2014 
0.2192 


+ 0,2346 
0,2476 
0,2580 
0,2657 
0,2708 


+0,2731 
0,2728 
0,2697 
0,2641 
0,2559 


+ 0,2453 
0,2324 
0,2174 
0,2004 
0,1816 


+0,1613 
0,1395 
0,1166 
0,0928 
0,0684 


+0,0435 


-0,3085 
0,3216 
0,3313 
0,3374 
0,3402 


-0,3395 
0,3354 
0,3282 
0,3177 
0,3044 


-0,2882 
0,2694 
0,2483 
0,2251 
0,1999 


— 0,1732 
0,1452 
0,1162 
0,0864 
0,0563 


- 0,0259 
+ 0,0042 
0,0339 
0,0628 
0,0907 


+0,1173 
0,1424 
0,1658 
0,1872 
0,2065 


+0,2235 
0,2381 
0,2501 
0,2595 
0,2662 


+0,2702 
0,2715 
0,2700 
0,2659 
0,2592 


+0,2499 
0,2383 
0,2245 
0,2086 
0,1907 


+0,1712 
0,1502 
0,1279 
0,1045 
0,0804 


+0,0557 
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+0,1479 
0,1137 
0,0792 
0,0445 
+0,0101 


— 0,0238 
0,0568 
0,0887 
0,1192 
0,1481 


— 0,1750 
0,1998 
0,2223 
0,2422 
0,2596 


— 0,2741 
0,2857 
0,2945 
0.3002 
0,3029 


- 0,3027 
0,2995 
0,2934 
0,2846 
0,2731 


— 0,2591 
0,2428 
0,2243 
0,2039 
0,1817 


-0,1581 
0,1331 
0,1072 
0,0806 
0,0535 


-0,0262 
+0,0011 
0,0280 
0,0544 
0,0799 


+0,1043 
0,1275 
0.1491 
0,1691 
0,1871 


+ 0,2032 
0,2171 
0,2287 
0,2379 
0,2447 


+0,2490 


10(х) 


27,24 
29,79 
32,58 
35,65 
39.01 


42,69 
46,74 
51,17 
56,04 
61,38 


67,23 
73.66 
80,72 
88,46 
96,96 


106,3 
116,5 
127,8 
140,1 
153,7 


168,6 
185,0 
202,9 
222,7 
244,3 


268,2 
294,3 
323,1 
354,7 
389,4 


427,6 
469,5 
515,6 
566,3 
621,9 


683,2 
750,5 
824,4 
905,8 
995,2 


1094 
1202 
1321 
1451 
1595 


1753 
1927 
2119 
2329 
2561 


2816 


Продолжение 


24,34 
26,68 
29,25 
32,08 
35,18 


38,59 
42,33 
46,44 
50,95 
55,90 


61,34 
67,32 
73,89 
81,10 
89,03 


97.74 
107,3 
117,8 
129,4 
142,1 


156,0 
171,4 
188,3 
206,8 
227,2 


249,6 
274,2 
301,3 
331,1 
363,9 


399,9 
439,5 
483,0 
531,0 
583,7 


641,6 
705,4 
775,5 
852,7 
937,5 


1031 
1134 
1247 
1371 
1508 


1658 
1824 
2006 
2207 
2428 


2671 


0,00 


3691 
3308 
2966 
2659 
2385 


2139 
1918 
1721 
1544 
1386 


1244 
1117 
1003 
09001 
08083 


07259 
06520 
05857 
05262 
04728 


04248 
03817 
03431 
03084 
02772 


02492 
02240 
02014 
01811 
01629 


01465 
01317 
01185 
01066 
009588 


008626 
007761 
006983 
006283 
005654 


005088 
004579 
004121 
003710 
003339 


003006 
002706 
002436 
002 193 
001975 


001778 


0,00 


4045 
3619 
3239 
2900 
2597 


2326 
2083 
1866 
1673 
1499 


1344 
1205 
1081 
09691 
08693 


07799 
06998 
06280 
05636 
05059 


04542 
04078 
03662 
03288 
02953 


02653 
02383 
02141 
01924 
01729 


01554 
01396 
01255 
01128 
01014 


009120 
008200 
007374 
006631 
005964 


005364 
004825 
004340 
003904 
003512 


003160 
002843 
002559 
002302 
002072 


001865 
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1.1.2.3. Полиномы Лежандра (шаровые функцин). 


0,0000 - 0,3125 0,0000 
0,0927 — 0,2962 — 0,1069 
0,1788 --0,2488 - 0,1995 
0,2523 — 0,1746 — 0,2649 
0,3075 - 0,0806 - 0,2935 


0,3397 + 0,0243 — 0,2799 
0,3454 0,1292 — 0,2241 
0,3225 0,2225 — 0,1318 
0,2706 0,2926 — 0,0146 
0,1917 0,3290 +0,1106 


+0.0898 0,3232 0,2231 
— 0,0282 0,2708 0,3007 
– 0,1526 0,1721 0,3226 
— 0,2705 +0.0347 0,2737 
— 0,3652 — 0,1253 +0,1502 


— 0.4164 — 0.2808 — 0,0342 
— 0.3995 — 0.3918 — 0,2397 
— 0.2857 - 0,4030 - 0,3913 
— 0,0411 -0,2412 — 0,3678 
--0,3727 +0,1875 +0,0112 


1,0000 1,0000 1,0000 





1 

2 
1 

Рз (х) = 5 (х? - Зх), 


Ро(х) = 1, Р, (х) = х, Р, (х) = — (3х? – 1), 


1 
Р, (х) = - (35х* - 30х2 + 3), 
| 
Р, (х) = т (63х" - 70х? + 15х), 


1 
Ре (х) = ас (23139 — 315х* + 105х - 5) 


1 
Р, (х) = 16: (429х” — 693х3 + 315х3 — 35х). 


1.1.2.4. Эллиптические интегралы. 


}.1.2.4.1. Эллиптические интегралы 1-го рода: Е(К, Фф), К = 548. 





3* 
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1.1.2.4.2. Эллиптические интегралы 2-го рода: Е(К, Фф), К = зта. 

















0,0000 
0,1743 
0,3473 
0,5179 
0,6851 


0,8483 
1,0076 
1,1632 
1,3161 
1,4675 








0 1,5708 1,5708 

1 1,5709 1,5707 

2 1.5713 1.5703 

3 1,5719 1,5697 

4 1,5727 1.5689 

5 1,5738 1,5678 

6 1,5751 1,5665 

7 1,5767 1,5649 

8 1,5785 1,5632 

9 1,5805 1,5611 

10 1,5828 1,5589 

П 1.5854 1.5564 

12 1.5882 1,5537 

13 1,5913 1,5507 

14 1,5946 1,5476 

15 1,5981 1,5442 

16 1,6020 1.5405 

17 1,6061 1,5367 

18 1.6105 1,5326 

19 1.6151 1,5283 
20 1,6200 1,5238 

21 1.6252 1,5191 

22 1.6307 1,5141 

23 1,6365 1,5090 

24 1,6426 1,5037 

25 1,6490 1,4981 

26 1,6557 1,4924 

27 1,6627 1,4864 

28 1.6701 1,4803 

29 1,6777 1,4740 

30 1,6858 1,4675 

Ф зіп Фф ып Фф 5 
аф а: і – шаа 
Е(К, Фф) = | --- ----- == Је | 2 т? у фу = Лу 
(6 9 ИТ — К? зп? у шин к ИРУ 


1 


К-Е 22 
(% 5). ) үг-ээ 2 зіп ту | Ју:- — 12 ү1-122 — К21? 


л/2 


= в(к 2)” шимж | г 





~ 





0,9048 37 
0,090484 
0,004524 
0,000151 


0,000004 


0,406570 
0,365913 
0,164661 
0,049398 
0,011115 
0,002001 
0,000300 
0,000039 


0,000004 


0,818731 
0,163746 
0,016375 
0,001092 
0,000055 


0,000002 


0,367879 
0,367879 
0,183940 
0,061313 
0,015328 
0,003066 
0,000511 
0,000073 
0,000009 


0,000001 


РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПУАССОНА 


1.1.2.5. Распределение Пуассона. 


| ~ | | » | “| | „| ем 


0,740818 
0,222245 
0,033337 
0,003334 
0,000250 
0,000015 


0,000001 


0,223130 
0,334695 
0,251021 
0,125510 
0,047067 
0,014120 
0,003530 
0,000756 


0,000142 


0,000024 


0,000004 


0,670320 
0,268128 
0,053626 
0,007150 
0,000715 
0,000057 


0,000004 


0,135335 
0,270671 
0,270671 
0,180447 
0,090224 
0,036089 
0,012030 
0,003437 
0,000859 
0,000191 
0,000038 
0,000007 


0,000001 


0,606531 
0,303265 
0,075816 
0,012636 
0,001580 
0,000158 
0,000013 


0,000001 


0,082085 
0,205212 
0,256516 
0,213763 
0,133602 
0,066801 
0,027834 
0,009941 
0,003106 
0,000863 
0,000216 
0,000049 
0,000010 


0,000002 


0,5488 12 
0,329287 
0,098786 
0,019757 


0,002964 


0,000356 


0,000036 


0,000003 


0,049787 
0,149361 
0,224042 
0,224042 
0,168031 
0,100819 
0,050409 
0,021604 
0,008102 
0,002701 
0,000810 
0,000221 
0,000055 
0,000013 
0,000003 


0,000001 


0,496585 
0,347610 
0,121663 
0,028388 
0,004968 
0,000696 
0,000081 
0,000008 


0,000001 


0,030197 
0,105691 
0,184959 
0,215785 
0,188812 
0,132169 
0,077098 
0,038549 
0,016865 
0,006559 
0,002296 
0.000730 
0.000213 
0,000057 
0,000014 
0,000003 


0,000001 


0,449329 
0,359463 
0,143785 
0,038343 
0,007669 
0,001227 
0,000164 
0,000019 


0,000002 


0,018316 
0,073263 
0,146525 
0,195367 
0,195367 
0,156293 
0,104196 
0,059540 
0,029770 
0,013231 
0,005292 
0,001925 
0,000642 
0,000197 
0,000056 
0,0000 15 
0,000004 


0,000001 
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0,011109 
0,049990 
0,112479 
0,168718 
0,189808 
0,170827 
0,128120 
0,082363 
0,046329 
0,023165 
0,010424 
0,004264 
0,001599 
0,000554 
0,000178 
0,000053 
0,0000 15 
0,000004 


0,000001 


0,006738 
0,033690 
0,084224 
0,140374 
0,175467 
0,175467 
0,146223 


0,104445 


0,065278 


0,036266 
0,018133 
0,008242 
0,003434 
0,001321 
0,000472 
0,000157 
0,000049 
0,000014 
0,000004 


0,000001 


0,002479 
0,014873 
0,044618 
0,089235 
0,133853 
0,160623 
0,160623 
0,137677 
0,103258 
0,068838 
0,041303 
0,022529 
0,011264 
0,005199 
0,002228 
0,000891 
0,000334 
0,000118 
0,000039 
0,000012 
0,000004 


0,000001 


0,000912 
0,006383 
0,022341 
0,052129 
0,091226 
0,127717 
0,149003 
0,149003 
0,130377 
0,101405 
0,070983 
0,045171 
0,026350 
0,014188 
0,007094 
0,003311 
0,001448 
0,000596 
0,000232 
0,000085 
0,000030 
0,000010 
0,000003 


0,000001 


0,000335 
0,002684 
0,010735 
0,028626 
0,057252 
0,091604 
0,122138 
0,139587 
0,139587 
0,124077 
0,099262 
0,072190 
0,048127 
0,029616 
0,016924 
0,009026 
0,004513 
0,002124 
0,000944 
0,000397 
0,000159 
0,00006 1 
0,000022 
0,000008 
0,000003 


0,00000 1 





0,000123 
0,001111 
0,004998 
0,014994 
0,033737 
0,060727 
0,09 1090 
0,117116 
0,131756 
0,131756 
0,118580 
0,097020 
0,072765 
0,050376 
0,032384 
0,019431 
0,010930 
0,005786 
0,002893 
0,001370 
0,000617 
0,000264 
0,000108 
0,000042 
0,000016 
0,000006 
0,000002 


0,00000 1 


0,000045 
0,000454 
0,002270 
0,007867 
0,018917 
0,037833 
0,063055 
0,090079 
0,112599 
0,125110 
0,125110 
0,113736 
0,094780 
0,072908 
0,052077 
0,034718 
0,021699 
0,012764 
0,007091 
0,003732 
0,001866 
0,000889 
0,000404 
0,000176 
0,000073 
0,000029 
0,000011 
0,000004 
0,000001 


0,000001 
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1.1.2.6. Нормальное распределение. 
1.1.2.1. Плотность распределения вероятности ф(х) 


= -- у нормированного И центрированного 


нормального распределения. 





Замечание. Например, 398974 означает 3989-10-4. 
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х х 


1 
1.1.2.6.2. Функция распределения 00) = |604 жесе нормированного 
21 


0 0 
и центрированного нормального распределения. 


2,8) 
0 т 
Рис 13 

0.0 0,0 000 040 080 120 160 199 239 279 319 359 
0,1 398 438 478 517 557 596 636 675 714 753 
0,2 793 832 871 910 948 987 0,1 026 064 103 141 
0,3 0,1 179 217 255 293 331 368 406 443 480 517 
0,4 554 591 628 664 700 736 772 808 844 879 
0,5 915 950 985 0,2 019 054 088 123 157 190 224 
0,6 0,2 257 291 324 357 389 422 454 486 517 549 
0,7 580 611 642 673 708 734 764 794 823 852 
0,8 881 910 939 967 995 0,3 023 051 078 106 133 
0,9 0,3 159 186 212 238 264 289 315 340 365 389 
1,0 413 437 461 485 508 531 554 577 599 621 
1,1 643 655 686 708 729 749 170 790 810 830 
1,2 849 869 888 907 925 944 962 980 997 0,4 015 
1,3 0,4 032 049 066 082 099 115 121 147 162 177 
1,4 192 207 222 236 251 265 279 292 306 319 
1,5 332 345 357 270 382 394 406 418 429 441 
1,6 452 463 474 484 495 505 515 525 535 545 
1,7 554 564 573 582 591 599 608 616 625 633 
1,8 641 649 656 664 671 678 686 693 699 706 
1,9 713 719 726 732 738 744 750 756 761 767 
2,0 772 778 783 788 793 798 803 808 812 817 
2,1 821 826 830 834 838 842 846 850 854 857 
22% 860 864 867 871 874 877 850 883 886 889 
2) 966 474 906 263 545 755 894 962 962 893 
23 892 895 898 900 903 906 908 911 913 915 
1 759 559 296 969 581 133 625 060 437 758 


%) Начиная с эгого места, значение Ф,(х) приведено с семью знаками после запятой. Например, запись 


89 
2,3 7 “ означает Фо (2,30) = 0,4892759. 
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926 928 930 932 93 936 
564 572 531 443 309 128 
944 946 947 949 950 952 
574 139 664 151 600 012 
958 959 960 962 963 964 
547 754 930 074 189 274 
969 970 971 971 972 973 
280 202 099 972 821 646 
977 978 978 979 980 980 
443 140 818 476 116 738 
983 984 984 985 985 986 
589 ІП 618 110 588 051 
988 988 988 989 989 989 
171 558 933 297 650 992 
991 991 992 992 992 992 
553 836 12 378 636 886 
994 994 994 994 994 994 
024 230 429 523 810 991 
995 995 996 996 996 996 
811 ` 959 103 242 376 505 
997 997 997 997 997 997 
091 197 299 398 493 585 
997 998 998 998 998 998 
999 074 146 215 282 347 
998 998 998 998 998 998 
637 689 739 787 834 879 
999 999 999 999 999 999 
080 116 150 184 216 247 
999 999 999 999 999 999 
385 409 433 456 478 499 
999 999 999 999 999 999 
593 609 625 641 655 670 
999 999 999 999 999 999 
733 744 755 765 775 784 
999 999 999 999 999 999 
826 834 841 · 848 854 861 
999 999 999 999 999 999 
888 893 898 902 907 911 
999 999 999 999 999 999 
929 932 935 938 941 943 
999 999 999 999 999 999 
955 957 959 961 963 964 
999 999 999 999 999 999 


972 973 974 976 977 978 
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1.1.2.7. х2-распределение. 
В таблице приведены значения (в процентах) квантилей х2 (т) в зависимости от числа степеней 
свободы т и вероятности а. 









ж” 
Фо. 


Ф 





2,522,252, 


2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 





0,20 


0,10 


0,05 


0,02 
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0,005 


0,002 





0,001 


10,8 
13,8 
16,3 
18,5 
20,5 
22,5 
24,3 
26,1 
27,9 


29,6 
31,3 
32,9 
34,5 
36,1 
37,7 
39,3 
40,8 
42,3 
43,8 


45,3 
46,8 
48,3 
49,7 
51,2 
52,6 

54,1 
55,5 
56,9 
58,3 


59,7 


75 





Продолженце 


| 


до ғә 
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1.1.2.8. г-распределение Стьюдента. 
В таблице приведены значения (в процентах) квантилей 1,, в зависимости от числа степеней 
свободы т и вероятности а. 
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1.1.2.9. 7-распределение (см. 5.2.1.3). 


4,3297 | 4,3379 


1,0048 | 0,9864 
0,9459 | 0,9259 
0,9006 | 0,8791 


2 2,2991 | 2,2992 
3. 1.6703 | 1,6645 
4 1,371 | 1,3609 
5 1,1974 | 1,1838 
6 1,0843 | 1,0680 
1 
8 
9 


0.8646 | 0,8419 
0.8354 | 0,8116 
0,8111 | 0,7864 
0,7907 | 0,7652 
0,7732 | 0,7471 
0,7582 | 0,7314 
0,7450 | 0,7177 
0,7335 | 0,7057 
0,7232 | 0,6950 
0,7140 | 0,6854 


0,7058 | 0,6768 
0,6984 | 0,6690 
0,6916 | 0,6620 
0,6855 | 0,6555 
0,6799 | 0,6496 
0,6747 | 0,6442 
0,6699 | 0,6392 
0,6655 0,6346 
0,6614 | 0,6303 
0,6576 | 0,6263 
0,6540 0,6226 


0,6283 | 0,5956 


0,6028 0,5687 


0,5774 | 0,5419 


0,5522 0,5152 
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1.1.2.10. Е-распределение (распределение 22)7). 





т; 
|_· | 2 | з» | 4 | 581 6 | _ 5 | », | о | п |» 
1 161 200 216 225 230 234 | 237 239 241 242 | 243 244 
4052 4999 5403 5625 5764 5859 5928 5981 6022 6056 6082 6106 


2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,39 19,40 19,41 
98,50 99,00 99,17 99,25 99,30 99,33 99,36 99,37 99,39 99,40 99,41 99,42 


3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79 8,76 8,74 
34,12 30,82 29,46 28,71 28,24 27,91 27,67 27,49 27,34 27,23 27,13 27,05 


4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96 5,94 5,91 
21,20 18,00 16,69 15,98 15,52 15,21 14,98 14,80 14,66 14,55 14,45 14,37 


5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74 4,70 4,68 
16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16 10,05 9,9% 9,89 

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06 4,03 4,00 
13,74 10,92 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87 7,79 7,72 

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64 3,60 3,57 
12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 7,00 6,84 6,72 6,62 6,54 6,47 

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35 3,31 3,28 
11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 5,81 5,73 5,67 

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14 3,10 3,07 
10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35 5,26 5,18 5,11 

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98 2.94 2,91 
10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,85 4,77 4,71 

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85 2,82 2,79 
9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,68 4,54 4,46 4,40 

12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75 2,72 2,69 
9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30 4,22 4,16 

13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67 2,63 2,60 
9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10 4,02 3,96 

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60 2,57 2,53 
8,86 6,51 5,56 5,04 4,70 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94 3,86 3,80 

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54 2,51 2,48 
8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80 3,78 3,67 

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49 2,46 2,42 
8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69 3,62 3,55 

17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45 2,41 2,38 
8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59 3,52 3,46 

*) В таблице даны значения квантилей 07 (т), то) для “= 0,05 (светлый шрифт) и для а= 0,01 (полужирный 


шрифт) в зависимости от числа степеней свободы т) и т, (т! - число степеней свободы для большей дисперсии, 
т, - число степеней свободы для меньшей дисперсии). 
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Продолжение 


ы И 
рар р арар ра", 


245 
6143 


19,42 
99,43 


8,71 
26,92 


5,87 
14,25 


4,64 
9,77 


3,96 
7.60 


3,53 
6,36 


3,24 
5,56 


3,03 
5,00 


2,86 
4,60 


2,74 
4,29 


2,64 
4,05 


2,55 
3,86 


2,48 
3,70 


2,42 
3,56 


2,37 
3,45 


2,33 
3,35 





252 
6302 


19,48 
99,48 


8,58 
26,35 


5,70 
13,69 


4,44 
9,24 


3,75 
7,09 


3,32 
5,86 


3,02 
5,07 


2,80 
4,52 


2,64 
4,12 


2,51 
3,81 


2,40 
3,57 


2,31 
3,38 


2,24 
3,22 


2,18 
3,08 


2,12 
2,97 


2,08 
2,87 


253 


6323 


19,48 
99,48 


8,57 
26,27 


5,68 
13,61 


4,42 
9,17 


3,72 
7,02 


3,29 
5,78 


3,00 
5,00 


2,77 
4,45 


2,61 
4,05 


2,47 
3,74 


2,36 
3,49 


2,28 
3,30 


2,21 
3,14 


2,15 
3,00 


2,09 
2,86 


2,04 
2,79 


253 
6334 


19,49 
99,49 


8,55 
26,23 


5,66 
13,57 


4,41 
9,13 


3,71 
6,99 


3,27 
5,75 


2,97 
4,96 


2,76 
4,42 


2,59 
4,01 


2,46 
3,71 


2,35 
3,47 


2,26 
3,27 


2,19 
зи 


2,12 
2,98 


2,07 
2,86 


2,02 
2,76 


254 
6352 


19,49 
99,49 


8,54 
26,18 


5,65 
13,52 


4,39 
9,08 


3,69 
6,93 


3,25 
5,70 


2,95 
4,91 


2,73 
4,36 


2,56 
3,% 


2,43 
3,66 


2,32 
3,41 


2,23 
3,22 


2,16 
3,06 


2,10 
2,92 


2,04 
2,81 


1,99 
2,71 
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343 3,37 
2,34 2.31 
3,36 3,30 
2,21 2,28 
3,9 3,23 
228 2,25 
3,24 3,17 
2.26 2,23 
3,18 3,12 
2,24 2.20 
3,14 3,07 
2.22 2,18 
3,09 3,03 
2.20 2,16 
3.06 2,99 
2,18 2,15 
3,02 2,96 
2,16 2,13 
2,99 2,83 
2,15 2,12 
2,96 2,90 
2,14 2,10 
2,93 2,87 
2,13 2,09 
2,90 2,84 
2,10 2,07 
2,86 2,80 
2,08 2,05 
2,82 2,76 
2,07 2,03 
2,79 2,72 
2,05 2,02 
2,75 2,69 
2,04 2,00 
2,73 2,66 
2,03 1,99 
2,70 2,64 
2,01 1,98 
2,68 2,62 
2,00 1,97 


2,29 
3,27 


2,26 
3,19 


2,22 
3,13 


2,20 
3,07 


2,17 
3,02 


2,15 
2,97 


2,13 
2,93 


2,11 
2,89 


2,10 
2,86 


2,08 
2,82 


2,06 
2,80 


2,05 
2,77 


2,04 
2,74 


2,01 
2,70 


1,99 
2,66 


1,98 
2,62 


1,96 
2,59 


1,95 


2,56 · 


1,93 
2,54 


1,92 
2,52 


1,91 
2,50 
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Продолжение 


21 


22 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


30 


32 


34 


36 


38 


40 


42 


46 
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Продолжение 
т, 
14 20 24 30 40 50 75 200 500 

1,90 1,86 1,79 1,75 1,70 1,64 1,61 1,56 1,54 1,49 1.47 1,45 
48 

2,48 2,28 2,20 2,12 2,08 1,97 1,88 1,84 1,78 1,73 1,70 

1,78 1,74 1,69 1,63 1,60 1,55 1,52 1,48 1,46 1,44 
50 

2,26 2,18 2,10 2,00 1,95 1,86 1,82 1,76 1,71 1,68 

1,76 1,72 1,67 1,61 1,58 1,52 1,50 1,46 1,43 1,41 
55 

2,23 2,15 2,06 1,96 1,91 1,82 1,78 1,71 1,67 1,64 

1,75 1,70 1,65 1,58 1,56 1,50 1,48 1,44 1,41 1,39 
60 

2,20 2,12 2,03 1,94 1,88 1,79 1,75 1,68 1,63 1,60 

1,73 1,69 1,63 1,58 1,54 1,49 1,46 1,42 1,39 1,37 
65 

2,18 2,09 2,00 1,90 1,85 1,76 1,72 1,65 1,60 1,56 

1,72 1,67 1,62 1,57 1,53 1,47 1,45 1,40 1,37 1,35 
70 

2,15 2,07 1,98 1,88 1,83 1,74 1,70 1,62 1,57 1,53 

1,70 1,65 1,60 1,54 1,51 1,45 1,43 1,38 1,35 1,32 
80 

2,12 2,03 1,94 1,85 1,79 1,70 1,66 1,58 1,53 1,49 

1,68 1,63 1,57 1,52 1,48 1,42 1,39 1,34 1,31 1,28 
100 

2,06 1,98 1,89 1,79 1,73 1,64 1,60 1,52 1,47 1,43 

1,65 1,60 1,55 1,49 1,45 1,39 1,36 1,31 1,27 1,25 
125 

2,03 1,94 1,85 1,75 1,69 1,59 1,55 1,47 1,41 1,37 

1,64 1,59 1,53 1,48 1,44 1,37 1,34 1,29 1,25 1,22 
150 

2,00 1,91 1,83 1,72 1,66 1,56 1,52 1,43 1,38 1,33 

1,62 1,57 1,52 1,46 1,41 1,35 1,32 1,26 1,22 1,19 
200 

1,97 1,88 1,79 1,69 1,63 1,53 1,48 1,39 1,33 1,28 

1,60 1,54 1,49 1,42 1,38 1,32 1,28 1,22 1,16 1,13 
400 

1,92 1,84 1,74 1,64 1,57 1,47 1,42 1,32 1,24 1,19 

1,58 1,53 1,47 1,41 1,36 1,30 1,26 1,19 1,13 1,08 
1000 

1,89 1,81 1,71 1,61 1,54 1,44 1,38 1,28 1,19 11 

1,57 1,52 1,46 1,39 1,35 1,28 1,24 1,17 1,11 1,00 

ОО 


1,88 1,79 1,70 1,59 1,52 1,41 1,36 1,25 1,15 1,00 
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1.1.2.11. Критические числа для испытания Уилкоксона (см. 5.2.3.5). 


а = 0,05 


__- | - | „ | 7 | « | • | ој и оем 


о о ммс мл Б о ғә 


мы 3 та А ~ се ~ 


9 
8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
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1.1.2.12. Х-распределение Колмогорова — Смирнова (см. 5.2.3.8). 


0,0000 0,2236 0,7300 0,9449 0,9929 | 0,9993 


0,0001 0,2396 0,7406 0,9478 0,9934 | 0,9994 


0,0002. 0,2558 0,7508 0,9505 0,9938 | 0,9994 


0,0003 0,2722 0,7608 0,9531 0,9942 0,9995 


0,0005 0,2888 0,7704 0,9556 0,9946 0,9995 


0,0008 0,3055 0,7798 0,9580 0,9950 | 0,9996 


0,0013 0,3223 0,7889 0,9603 0,9953 | 0,9996 


0,0019 0,3391 0,7976 0,9625 0,9956 | 0,9996 


0,0028 0,3560 


0,8061 


0,9646 0,9959 | 0,9996 


0,0040 0,3728 0,8143 0,9665 0,9962 0,9997 


0,0055 0,3896 0,8223 0,9684 0,9965 | 0,9997 


0,0074 0,4064 0,8299 0,9702 0,9967 | 0,9997 


0,0097 0,4230 0,8374 0,9718 0,9969 | 0,9997 


0,0126 0,4395 0,8445 0,9734 0,9971 | 0,9998 


0,0160 0,4559 0,8514 0,9750 0,9973 | 0,9998 


0,0200 0,4720 0,8580 0,9764 0,9975 | 2, 0,9998 


0,0247 0,4880 0,8644 0,9778 0,9977 | 0,9998 


0,0300 0,5038 0,8706 0,9791 0,9979 | 0,9998 


0,0361 0,5194 0,8765 0,9803 0,980 | 0,9999 


0,0428 0,5347 0,8823 0,9815 0,9981 | 0,9999 


0,0503 0,5497 0,8877 0,9826 0,9983 | 0,9999 


0,0585 0,5645 0,8930 0,9836 0,9984 | 0,9999 


0,0675 0,5791 0,8981 0,9846 0,9985 | 0,9999 


0,0772. 0,5933 0,9030 0,9855 0,9986 | 0,9999 


0,0876 0,6073 0,9076 0,9864 0,9987 0,9999 


0,0987 0,6209 0,9121 0,9873 0,9988 | 0,9999 


0,1104 0,6343 0,9164 0,9880 0,9989 | 0,9999 


0,1228 0,6473 0,9206 0,9888 0,9990 | 0,9999 


0,1357 0,6601 0,9245 0,9895 0,9991 | 0,9999 


0,1492 0,6725 0,9283 


0,9902 0,9991 | 0,9999 


0,1632 0,6846 


0,9319 0,9908 0,9992 | 0,9999 


0,1778 0,6964 0,9354 0,9914 0,9993 | 1,0000 


0,1927 0,7079 0,9387 0,9919 


0,2080 0,7191 0,9418 0,9924 
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1.1.3. ИНТЕГРАЛЫ И СУММЫ РЯДОВ 


1.1.3.1. Таблица сумм некоторых числовых рядов 








1 1 1 1 1 1 1 1 1 
1) Жалы + ТИЈ = 6. 2) 94 1) =! таш а == 
п-0 п= 0 
11 1 1 І 
3 – 1“: — =1—— + — –- — - — =1+—+—+— = 2 
ЭХ ) 5+3 ш2 97 ааа 
п= 1 п= 0 
1 111 2 1 11 1 1 п 
-- = --- -- ----- =-— 6 1» = —- --- — — -- -- = = 
9) Уэї-э" ла 77396007 35-79 4 
п= 0 п= 0 
7) 1 + + =1 
д" ("+1 1.2 2-3 34 
8) 1 Л 1 Л 1 Л Ни! 
800897 1.3 3.5 5-7 2022 
9) 1 _ 1 1 Л ! 63 
(п-и) 1 зза зу 
10 1 1 + 1 + 21 т 
атр" 7.9 11-13 208 
11 І + | -1 
) първа” 1.2.3 2.3.4 74 
12) + ! +... = 1 
п + 1).. аи 1.2...1 2:3..(1+1 7 14-14-11 
пана - 1 14 = 1- 5+ п. 
3) ) 1+ а ра 6 9 / (0) 327 42 12” 
п=1 п= 
у 1 во У + + =. 
ТЭХ: тениса 19 Ди Е зя 90” 
п=1 1 
Ч 1 1 74 | 1 1 дз 
п-1 - --- — = ----- -----сш ---- ----- ... == ----, 
17) у —=1 24 + 34 = 50: 18) 9 ла 1+ за + 54 + 6 
п= 1 
Числа Бернулли В, 
1 1 п2"226-! 
19) уа өзе + за + де тээл ЕЕ?! ТЕ 
Ч я 1 1 1 (22:71 ОВ 
20) – 1)“ ЕЕ е зж 408 +: (25)! к 
і _ ла(2:—1) 
2.(20! 5 


1 1 
2) Шин зи + ух += 
=1 
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Таблица первых чисел Бернулли 





3617 43 867 174611 854513 
510 798 330 138 


» юм 1 1 1 1 12*+1 
) (-1) Сп— 1)28+1 7 1- 328+1 + 628417 42841 +... = 228%2 (25)! Ер. 
п= 1 


Числа Эйлера Е, 


Таблица первых чисел Эйлера 


1.1.3.2. Таблица разложения элементарных функций в степенные ряды. 









199 360 981 


Функция и область 
Разложение в ряд 


СХОДИМОСТИ 





Биномиальный ряд 
(а + х)" х у" 
(х|<а при т> 0) | преобразованием к виду а" ( + = сводится к нижеследующим рядам. 
|х| <аиа+ хж0 
при 0>т>-і, 
іхісаприт<-і1 Биномиальные ряды с положительным показателем 


со 























(1+ х)" пр _ _ Пт 
(т > 0) *) 1+ И ИО рат О аа т ОЭ ав. 
(х|<1 : ! ! 
п= 1 

+ 1/4 
Бъд 1132, 137 а 13-701 а 

3 тата в” = 4.8.12 4.8.12.16 > > 
(1+ х)у3 

1 1.2 1.2.5 1.2.5.8 

<! Бий 2 2 3 — 4 
(х1<1) 3-36” 56957369055 
(1+ х)? 1141 1-1-3 1.1.3.5 

< 1+—х– 2 з ГО а. 
(х1 < 1) | 17 ДР = 2467 2.466 5 
(1 + хуу2 3 3.1 , 3:1.1 3.1.1.3 

1+— т 3 4- 
(х|<1) Жэ) ХР 747 # 204.6“ 34.68“ + 
(1 ху? 15,5 За, 5-3-1 3 531 
(х|<1) = 72 2.42 = 2.4.6 2.4.6.8 * 
Биномиальные ряды с отрицательным показателем 

(1 х)" - | - 
(|х|<1 при т> 1; + У сну тт) тн с), іа "ЛЭ ар ИВ ор 


Їх| <1и 14+х#0 

при 0 <т< 1) 

(171 1+ 
(х|<1и1 + хж 0) 


1 1-5 22 1:5:9 3, 1.5.9.13 а 
4 4.8 14.8.12 4.8. 12.16 + 











| 1.4 1.4.7 1.4.7.10 
-1/3 — 1. 2 3 4 — 
(1+) 1% ХА +369” + 3-6-9-127 
(хісінізхж0) 
1 1-3 1-3-5 1-3-5-7 
-1/2 – 2 — 3 4 — 
(+ + у х + 97416 7 2.468 


(хі<1и1+х9 0) 


*) При т натуральном разложение содержит т + 1 членов. 
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АЈНА ы _______ 























Продолжение 
Функция и область Р 
сходимости азложение в ряд 
(1+х)! 1 +х+х2 рх? +х а... 
Цх< 1) 
3 3.5 3.5.7 3.5.7.9 
у= 3/2 1 =.) 2 21371 уз 21377:9 а 
(1+ х) ++ 27437 # 7476 + 20464“ +. 
(х|<1) 
(1! +х)72 1 + 2х + 3х? + 4х3 + 5х* +... 
(х|<1) 
5 5.7 5.7.9 5.7.9.11 
д- 5/2 1 = 2-1. 3 - ___- __-_ (44 
(1 + х) ах + 37416 +75747618709 
(1х1< 1) 
1 
(1 + х)73 15 ту. 3х 43. 4х' +4. 5х 5. 6х4 +... 
(х|<1) 
1 
(1--х):4 ЇЕ тата 2:34 43-4. 5 +4.5. 645.6. 7х4 +..) 
(х|< 1) 
1 
(1 + х)77 151452327 (2'3:4.5х #3:4.5.6х" +4.5.6. 7% 45.6.7.8% +...) 
(х|<1) 
Тригонометрические функции 
: 2п-1 3 5 
біп х тие _Хх хоч 
(х| < оо) О асг эг 58007 
ПЕ! 
біп (х + а) х" эт (а + п/2) _. х? та | х? соба х*ѕіпа 
(х| < оо) |) Шинэ паж х созат о 777 
п-0 
сов х х?" х? х хб 
(|х|< о) у су 0817-2287 477 671 
п= 0 
А "с 2 3 «~ 4 
сов (х + а) ЈЕ оз (а + их) = сова — х па — Х соға х чпа х сова _ 
(х|< о) п. 2! 3! 4! 
п-0 
2?" (22" – 1) В 1 2 17 
(р х РОВ рт 3, 2 5 1 62 > 
(| < лу) (От)! 355155 531535 + он 
п= 1 
сір х 4. 2" Ви узана 2 1 – {2 ху 2 + +... 
(0 < |х| Сп) х (2п)! х 3 45 945 4725 
п= 1 
Е, 1 5 61 277 
вес х 1+ -----Х2" = 1 43-22 21004 6 е 8 
(х| < 1/2) Ж “72550745 + 705 + 9064 7 +... 
ПЕ! 
1 2 (22"-1 — |) 1 1 7 31 
созес Х —+ у о Вх" — + — —--х3 + —_-____у5 _ 127 _ 7 
(0<|х|<л) х (Оп)! х 7677 360 ~ + 15120 х + 604800 х + 
п=1 
Показательные функции 
е“ х" Е х х2 х»! 
(1х| < оо) РТ =1+ үл эг+згъ 
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Продолжение 


Функция и область 
сходимости 


Разложение в ряд 


хша (хіпа”  (хшща) 
пя + 


Хо х " 22 В,х? Вох“ Вах 
өті 1 1237-20-47 6. 
(|х|< 2л) 


Логарифмические функции 


Ч (х 2 1)2"+ 1 Ш х-1 “(х 2 1): “(х 2 1) 
ан јен -Ц ҮЗ сэр РЕЧТИ 
п= 0 


тх Е 21" _ 2р2 6-10 (х= 1) (х – ђе 


елі е- 0 (х-1 


957 — + "9 +... 


Іа х 47 
(х > 1/2) х 


іп (1 + х) 
(-1«х«1) 


іп (1- х) 
(-1«х«1) 


а У = 2АННЫх 
1-х 


(1х1 < 1) 


(х|> 1) 


х+1 1 
Іа — = 2 Агсіһх 271+ 33 + 55 + я +...) 


Іп | 5ш х | 
(0«1х|«л) 


ІП сов х 22"-1 (021) В,х?" 17х8 
|х|< т/2) В! о 45 599 7 


со 


Іа {сех | 22" (22771 2 1) В, Я 1 : 7 
(0 < |х| <л/2) п У би 027 = || + х + 507 


Обратные тригонометрические функции 


агсѕіп х 3.5.. (2п—1)х7"“! Юн + _1. 3х? 1 5х7 


.3. 
(х1<1) 4.6...Отбп+) > 33:43 2-4-6-7 77 


1.3.5.. (сп—1)х271 


агссов х —__ а 
2.4.6... 209 (Оп + 1) 


(хр 1) 
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Продолжение 


Функция и область 


Разложение в ряд 
сходимости 


















х2"+1 х? х5 х? 
агсї8 х -1 Ех +... 
Е Х Ут 5+ 
п= 0 
т 1 т 1 1 1 1 
агсір х + — + о ж 
(х|>1) 2 2, | бит оз фа 77-02) 
агссір х 12 үү х2"+1 КЕИ хі хз Е х? 
(х|<1) ЗЭХ "х 2 о. 
п= 0 
Гиперболические функции 
(х| < со) 0п=-1)1 | 3714 7" 
п-1 
һ Уаш 22-53. 
с! х ———— = = + ++. 
< оо) (От)! 2! 
п= 0 
— 1191 7)2п (уу2п _ 
ти мт и ОИ 
(х| < 1/2) (2п)! 3 15 315 2835 
п=1 
1 (–1у'7122" – 1 х х? 2х5 х! 
-- 1-22-2 ВВ х2"-1—_—_-+ р —__- _-__ 
Я сл х +» Ст ~ х 45 945 4708" 
п= 1 
(17-22 Гб 61 6 1385 + 
зећх 1+ "рај ЕХ =1- рх + 4х та“ + 81 х“ – 


Цх|< п/2) 


х 7хз 31х5 


1 2(—1)" (27 – 1) 21-1 _ 
със х 193, Вх = 6+ 3607 151200 


1 
(0<|х|<т) х (2п)! х 





пті 






Обратные гиперболические функции 


) 20-І) ша 1-4 1:30. 
Агвһ х х + их 


1:3:5...0п-1) 1 |. І г. 
Ағсһ х?) Пин 2.4-6...2л-2л ЕШ 7 2-4-455 


(х > 1) 














5 
Апһх ХХ ахла 42 4... 
БП деті х + + +. 







Агсіһ х 1 - 1. Е аи 
г Оп+)х Г х. 3х3 5х5 7х7 С” 


(іх|>1) 






ж) Первый член берется со знаком + при х> | и со знаком - при х < -1. 
**) Функция двузначная (см. 1.2.2.3) 





ТАБЛИЦА НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 


1.1.3.3. Таблица неопределенных интегралов. 

Общие указания. 1. Постоянная интегриро- 
вания опущена всюду, за исключением случаев, 
когда интеграл может быть представлен в различ- 
ных формах с различными произвольными по- 
стоянными. 

2. Во всех формулах, где в состав первообраз- 
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ной функции входит выражение, содержащее 
Іп /(х), его следует понимать как ш|/(х)|; знак 
абсолютной величины везде для простоты опущен. 

3. В тех случаях, когда первообразная функция 
представлена в виде степенного ряда, ее нельзя 
выразить через конечное число элементарных функ- 
ций. 


1.1.3.3.1. Интегралы от рациональных функций. 
Интегралы, содержащие ах + Б. 
Обозначение: Х = ах + б. 


1 ах 1 
Х"ах = ————— Х"*! – 1; = -- — = |а Х. 
9 | х а(п + 1) (пж 1; при п 1 см. № 2). 2) | Хо" 
1 ђ 
(хе ХХ"? 6 "А! -1,-2: --1,-2 . №№ . 
» | хта а? (и + 2) ит (п ж при п см. №№ 5 и 6) 
1 


(применяется при т < п или при т целом ип : дробном, в этих случаях (Х - Б)" раскрывается по формуле 








бинома Ньютона (см. 2.2.2.1); пя —1, —2, , м” 
хах х хах хах _ 1 Ь 
5 - х2. Х. 6 = З ах. 7 = - — + —= |. 
[2 п ЕЗ ах п |е а? = х т) 
8) шэн + (п 1,2 
са? тэврэн (1-2) Х772 мэн г) ия 1, 2) 


























И 1/1 х? ах 1 р? 

9 қып у - 2 – | (у _ Ши 

|! Хх ЗЕ 25Х -5 пх) о | үс АХ 26 їл Х ғ) 
х? ах 1 25 ф2 | 

1 = — (1 2 6) 

| ХЗ (ах + Х т) 

12) хах 1 -1 Л 2ђ 52 123 
Жи (пођж | 7729 
хз ах 17 ХЗ ЗЬХ? 

1 = ---| --- 2 __ БЗ | 

» | = 45 + 352Х пх) 
хэ ах 1(/ Х2 Ы? хах 1 352 Ы? 

14 ---|3-- 2 20 = (х – 242 

| Е: = >— – ЗЬХ + ЗХ + Э 9 | 13 (х т Х — = 22) 
х3 ах 1 Зр ЗЬ? 2 

16 = - Ш 

| х (и о: + т) 

17) хах _ 1 -1 Л 35 352 ыз 1234 
хо а | (п 4) хт жэл (7-2) Х7:5 + по пж | 75539 
4х Х Х ах 

18) | 2-----ш —. 19 а 24 

) Х : МЕЗ = Хх = п-1 














(2% Га, Хо ХХ? 
—— — п-- 
хх рэ 4 х х 2х2 
ах 1 : азх Х? Зах 
27) ЕЕЕ ЭЕ Іп — + х + 2х2 — х. 
ах 1 Х 4ах ах? х? 4аХ 
28 = – | ба а — 212 
(Ба 55 | п х 2Х570215) х | 
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п+1 
ах 1 (-а)ж? ах?  (п+1јах | п(п+ Ша? Х 
29) |---__ _ ___- Ус, ЭХ Я 1 ээ, 
| == » пы (2)ХЄ3 22 хоро, | 223 
і=3 
т+п 2 





ах 1 Х"и (а) 
30) ЕЕ ший гн » па (Ри ог 


:=0 
если знаменателђ члена под знаком У обращается в нуль, то такой член заменяется следующим: 
Х 
-1 -1 
Сикл-2(-4) Іп ~ | 


Обозначение: А = ђ] — ад. 




































































ах + Б ах 1, /х+9 
31 4х = —+ 3 — = —— А ж 0). 
| Х 7 я Іа (/х + 9). Э | гуйх (Ух + а) ТА ох ЕБ (370) 
х ах ЕЕ: 
— 1 Ь - 51 А . 
зо) | )(/х + а) -4Е п(ах 4-0) ах +) | (А # 0) 
1 1 ТЈ, јх+а 
34 ~ ____ ____-+ 31 | 
ди 2(/х + д) -а( ағ”? жез) (А # 0) 
хах ђ а а+х 
35 = ___-_____ лын | 
17:2:225 ва (а бо (4-5 Бах 67) 
юу Ы? а? р2 — Зађ 
36 = + -----іп(ь Ы). 
үргэн Бао о ај (а + х) + (6а)? п(ђ + х) (а Б) 
-1 1 1 2 а+х 
37 я н ьи СТЕ 7 
12428 (Б + х)? (ан је ње ах 0) 
хах | а ђ а + а + х 
- 2\20 | ђ), 
65 2 (6 + х)? А САЛТЫ ЫЛ. (9) 
30 х 4х 2-1 а? + р? + Зађ т 4 +» а #5) 
) (а + х)2 (в +х) (а-Ыағх Б+х (а-4у %5-х | 
Интегралы, содержащие ах? + х + с. 
Обозначения: Х = ах? + вх + с, А = 4ас — 52. 
ах + Б 
учев 7 (для А > 0), 
40 ах үл 2 
х 2 шалан 21 ‚2х6 -У-А 
А А" ------------- (для А < 0). 
И – УДА ШЕТТЕН А 
ах Шин 2а | ах 
ах ТО 4 28 | = (см. № 40). 
41) за АХ + А | у (см ) 
ах  2ах-5 1 За ба? [ах 
«Хх жың | — (см. № 40). 
43 | хэ А (за + ах) + А? | х (м ) 
Ях 2ах + Ь (2п — 3)2а ах х ах 1 ђ [ах 
х Я 2244 = ах — |“ см № 40). 
ДЕ (п— ПАХ" ҮГ (а-1)А ЕЕ ЗЕ за А за |х (М ) 
хах | ӛхж2с хах Ьх + 2с Ь(2п — 3) ах 
- – 5 | (ом. № 40). 4 Е 25-12) ах 
| Х? 317 (ем. } ө | 22 (и – АХ"! (п-ЦА) Хе! 
хах х Ш 2-2ас | ах 
47 = — – |а Х К --т-э--| тг . № 40). 
| Х а 220807 = [5 (ом ) 
24 5-2 Ёс 2 4 
аву | 245 (0 дас) х ре | 26 | йх см. № 40) 
Х алх А) Х 





х24х -Х с ах (п— 2)Ь | хах 
49) | 2 2 __„ Е | мор · № 43, 46) 
| хо (2л Зах"! * пра 6 2-1 х (6м 
50) 152 Ш х"! (т – 1) с х"-24х (п- т)» === 





Хх" (сп—т-— ах"! + (п т Па Х" (п-т- Ша Х" 


(т = 2п — 1; при т = 2п – 1 см. № 51). 


51 х?"- хта Е хат” Зах _ с х Зах _ђ | х2"? ах 
) ши Х"- 1 Х" а Х" : 








ТАБЛИЦА НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 


ах 1. х? Ь [ах 
а —' — 

22) Е 22 Х 21 х м 
ах 1 

53) | 7 2е(п— 1) Хт ара 
А > Х 1 Б? 


1 
а ја хи" (тобоже 


‚ № 40). 


ЧЕ 


(т- 1)с 


(/х + 9)? 


1 
59) | = 2675 - 5] + ага) № Х 


Интегралы, содержащие а? + х. 





1” 


ах 
- 4) | Ба (см. Хо 40). 


(сп + т- Ма 


__4х __ 
х" 2" 


2да — Бү 


тел | 
(т-1)с 


Ї 2(с/? — дЬ/ + да) 


Х 


Обозначения: 
агсір — дла знака +, 
| а+х 
Х =а? +х?, Үш 4 Агіһ — =—Ш для знака — при |х| < а, 
2 а-х 
1 + а 
Агсіћ — = 5! для знака — при |х|> а. 


В случае двойного знака в формуле верхний знак относится к Х = а? + х? 









































т [тя Е = 3058" » |4 та ње 

ө [ет - зук а 4 Ди ах. өз) | 545 = 7 та 

в) |546 = + Вэ во | 54 = угур 0080) 

65) Е = хат. 66) (5% = + зүЁ = У 

67) № ив! ёо зах + 7, г 68) |а иж + 2 хо 49 

69) ЇЕ: = + сн а ах 70) Е а + ах. ДЕ ах _ = шэг 
т | ан - а (п > 1). п) | сөгіп хо 
Еа и 2. ШЕ хүл а 

76) ЭН а а! т | Хак хо + 2% + лд 

» | да ши я, + 2а + а + 571 79) | ши а + 32 25 

50) К та + хах + сва 24 80 Е: Ш зет з акт 23 


Интегралы, содержащие а? + х". 
Обозначение: Х = а? + х?; 
а нижний -к Х =а? — х?. 











83) ах =+— П (а + х)? агсі 
ба? а? тах-х2 а? я в а та 
хах 1, а? фах + х? 1 
85 = ја аа 
) Е (а + х)? а уз 5 Үүл 


хах | х ах 
— | ——— 5). 87 
ДЕЛ - +1, „| 5 (см. № 85). ЇЕ 




















х? ах 1 


= + —шХ. 
203 











ах 
хет” 1 үл 


(ж (см. № 40). 


‚ а нижний -к Х = а? 


Х 
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в случае двойного знака в формуле верхний знак относится к Х = а? + х?, 


ах х 2 ах 
= ——= + т-х-| — . № 83). 
54) [% зазх * = (см 
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== А —./—— 


























х? ах 1 х! ах ах 
88) |5 + та 89) | х = + х + “| тү (см. Хо 83). 
х3 ах х 1 (ах х? 
90 = + —— + — | — М 83). 91 = 1 —. 
|е Е ) "а за "Сх 
дх 1 1 х! ах 1 1 | хах 
92 5 | Ба 93 -а-І -- . № 85). 
) | — зазх 1 Зд " ) 125 “аха | хо Ом ) 
1 4 х ах 
94) | үт” = 55 5х = 326 ме | (см. Хо 85). 
а ах 
оса, зе + Ме (см. № 83). 
5 ах 
9 — г -— . № 83). 
Еа хх? 2452 + 31 + 346 == х м 
Интегралы, мі ше а“ + х“. 
97) х | х +аху2 + а? Л 1 ага 225 12 
—— = Пп ————————=——————— — —_д 
а“ + х 43/2 х-ахү2 ға: 20ү2 а? — х? 
хах 1 х? 
98 = ----агсір —— 
Е ұх 242 18 а 
9 а х? ах 1 х? + аху2 + а? Л 1 агсї8 ах ү2 
= – п а И 
а“ + х^ 4а /2 х? — ах у/2 + а? 2а /2 а? – х? 


х ах 1 
100 = — ш (а“ + х“). 
| а“ + х* 4 ) 
Интеграли, содержащие а“ - х“. 


дх 1 а + х 1 х х ах | а? + х? 














а& – х 4а а-х 2а а? а? — ҳ? 
х24х 1 а + х 1 х х! ах 1 
= ——— — ---- --, -------- = — — ] 4 _ 4). 
103) Е па іп 227 324 агсїр я 104) 1-5, 4 п(а“ — х“) 


Некоторые случаи разложенил дроби на элементарные. 





! Е __9— 
105) (а + Бх) (Г + ах) ЕГІСТІ. =) 
1 А В С 











106) -------------- 
) слабата ха хеб хъс 
1 1 
А А (Б-а)(с а) (а-5)с-5)  (а-0(5-0) 
1 А В С р 
107) м -+ —— 
атас ха хав хүс хї4 
1 
где А- ——___--_____В- ______-|______ игд 


(6 – аје– ајд – а (а 8)(с – (4 Б) 
1 Е 1 Ь 9 
108) (ақы (Га яда ха _ ті) 


1.1.3.3.2. Интегралы от иррациональных функций. 


Интегралы, содержащие Их и а? + Ь2х. 
Обозначения: 





Бүх 
а 


агсір для знака +, 
Х=а +Ьх, 1 а+ђух 

— 11 ------- ДЛЯ знака —. 

2 а–ђух 


В случае двойного знака в формуле верхний знак относится к Х = а? + Ь2х, а нижний -<к Х = а? — ђ2х. 


| Бх. 20 узах _ „2 У мух , у 


рт’ Х Зы УР 
































Бе 
~ 
| 
+ 
Су 
~ 
Бе 
| 
Е] 
Су 
о 


ТАБЛИЦА НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 


113) [55 =“ 19 |575 и 
Х | әу аз 
а ЗЬ? ух Зр 
г. ге К ЩЕ сув” ку? үх у 





Другие интегралы, содержащие Их. 


17 уха 1 х +а 2х + а? 1 а|/2х 

- п агс18-5--- 

а“ + х? “ау” х – ау2х + а? ау? вх 
нө [а 1 54/2 жа 1 ау 2х 
пП--------- аге -з-- 
(а“ + х?) 7 2а 1728 х-а/2х+а? а у2 а!-х 








уха Р, ажүх 1 үх ах г ажүх 1 
Я = № 2-үх -- агоів -- 20 | е за 


Интегралы, содержащие Иах + 6. 
Обозначение: Х = ах + Б. 











2 (Зах — 25) у Х? 
121) (уха-; 123 2) | УХ ах = 20а ША 
2 
123) ен 21527: - арх + 80)у х? ИК 129 Ми: 
- ЯЛА қам) Х 
а» | ар _ 2(ах -29) (ах — 25) уу 126) Їл х? 4х _ ше. үх 
х Г ух уь 
АПВ = ши” для 6 > 0, 
о | ах _ -% И» ух + үх-у» 
хрх 
2 ух для Б < 0. 


"ее ИХ (см. № 127). 





ух а ах 
- -- — , № 127). 
129) Іт 7%) хрх (см ) 


130) р. – = Нах м. № 127). 


Е 4х =), 2үх% 
- 5 (и — 1) 6“: (21-2) хрх 92 үх ах = 5а | 


Х”-7вүх?) зө | 21/Х34х = (уе. әу куу 


ХЭ 21/Х3 2 4 
135) Е 4х = И пин (см. № 127). 
х 3 хух 


хах 2. В хмх _ 2 ух 2003 
138) | “= ++ | (см. № 12 
“уж” 123 кух ом 26127, 
ах | За За +п2 1. _ 
24хо 22 _За_ қ 140) | ХЕ ах = 
139) |Б - у ух” 253 суу (см. М 127) | х 


Бх 
2 (ха п)/2 то) 
ын тттэт 0000 НД р 41 

















133 ХЗах = 
ІК ах КИ 











2х(2+")/2 
а(2 + п) 





141) | ужету - 





а 4 + 2 +1п 
білу? арх Еп? рахо+пу2 
142) | х2х ЕР ах = 2 хх налсан! 
а бїп 4+1 : Жи 








ау [ах _ 2х хета | 2 1| Фо 
3) х Бал х 4% 144) дөт Ш (п = 2) БХ 202 ТУ | ухе 2027 


ТАБЛИЦЫ 


1 па ах 
19 | дүнг 7 7 лене”) ұғ 


Интегралы, содержашие (ах -Би ү Їх + 9. 
Обозначения: Х = ах + Б, У = јх +9, А = БГ – ад. 











2 агсі ү- Ж 
146) | ах _ У –ај в аҮ шин 
ХҮ лм ЕТ т (Хау + УЈХ) дла ај > 0. 











хах _ УХУ ад + 5] | ах а | сү, _ 4 __ үх 
49 [= 27024 тү (ем № 146), 148) У ау? 


для Ар < 0, 





4432 аш 213. 

по | 4х У-АЈ У-АЈ 
уух 1 Хх – үу 
21а для АЈ> 0. 
Им ух + уду 
2 

150) (ух Рах = а ХҮ- ду т (см. № 146). 
151) Ї| їв-4 ХҮ- 2. лт (см. № 146). 


Хах 2үХ А 
152) уха _ зүх , юэ юэ (см. № 149). 


153) сн аи ху" та | Р) 
а-а та ет (1-3) егі 
155) |Ихучак- ди + м 7%) (см. № 153). 
ө [А рова үет | уус) 


Инпегралы, содержашие Иа? — х2, 
Обозначение: Х = а? — х?. 















































1 
157) [уха - (хх + а? атсѕіп х) 158) | хух = -тух 
2 Их хз 
159) (гуха- = ух? + с (ИХ + аатай >. 160) Гоу 3үХах- - 
а 
Хах  а+ух Х ах Х 
ву | ҮС“ утта үх 162) үх, = – УХ дэн = 
Х ах Х а 
163) --+ - үх + 1 2 +ух - 164) = агеви >. 165) | - х 
х 2х 2а х 7 
х? ах х а? х хїах үх! 
—=== – ИХ + —агсяп —. 16 — = -а ИХ. 
1 > ИХ + 2 агезп — НТ я а? /Х 
ах 1 а+ух ах үх 
168) |------і 169) | = – — 
ух а х Х ах 
Х 1 а+ /Х 
а? х 203" хоо 








2 
3 1 а. Зах 3а“ „ох 5 1 < 
171) Ей ах = - (ХИХ + - Их + = -агеіп —). 172 |хүХ“дх- – + ИХ". 
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х/х ахүх? үахүх х 
са) |» үх ята 24 16 ——+ а аса 2. 





























2 Хх? 2ү ухза ИХ? үх 
174) [ах = УХ _ шан 175) 65 нах - аз ща. на 
у 34 у х? 3 ух 2 
176) | ын “-- Тт = агент = 
ИХ? ах у х? зүх За а+ух | ах Ш х 17 (5 - 1 
177) | 33 -- ууу 7 + 10 —- 178) саита 9) 57: ЭГ 
24х х? ах а? 
180) Б = _Х___ агсѕіп 2. 181) 15 = ИХ + — 
у х? үх а үх 








1 а+ух | ах 1 ( үх х ) 
П —————— 183) тя «| — . 
Х х х? у Х? а 


ах зо 3 а+ух 
184) [те - ~ пр 2, 
хүүх 2а2х И “Ух 2а х 


Интегралы, содержащие ух + а?. 
Обозначение: Х = х? + а2. 


185) [ухах - (х0 + 2 ан 7) + с- 5 ИХ + а?1п(х + Их) + С. 
186) [Уа = тух 


187) а УЗ (ху алза х.) + сту – у ана +/Ж 1 + с. 
5 2 3 
188) [Руха = Ша –- ух? 189) ауан ОС 




















3 
ха Х Х 
190) уха ИХ л> Къса Укус. 
Ихах Их 1 ах ах 
9) | = - ғ а юэ Ана + с-т (х + УХ) + С. 





хах х?4х х а? х х а 
өэ | тих 194) | зух Анаа се УХ орус, 





хах ух, ад 1) ажүх 
195) = ---а ИХ. 196) дат. х 
ах | а + УХ 
р 23 - ух + 223 х 














199) јуха (хуз + еу 
РИ + кух + пењу | + с. 
200) [Уа = + хе 
Х? 2 ХЗ 4 Х 
201) гука ЧЕ зу өхүх 


6 
— — с Агв + С = 

















24 16 16 
хүх! ахүх! ахүхХ аб 
= а -- үх, (+ ИХ) + Си 








3 
202) | ЗИ хз ах = ух сух. 203) | = ҮҮ! зу аы «ух 


4 И Н. Бронштейн, К. А. Семендяев 
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3 ХЗ 2 
жо [4 - ЕМИ Муха аа? + С = – 7-х +) + с. 

















1 а + УХ 

















И нтегралы, содержашие ух - а2. 
Обозначение: Х = х? ~ а? 


213) [уа (ИХ – гака =) + с- 3 БИХ а(х + 20] + с. 
214) [уха луд. 


215) (еуха-%у ХЗ (ух алх) +С = 2/ + [ИХ ав (х+ ИХ] нь 
ИХ? 2 
216) [ухах = 5 + гүх (уха сүх 


- 217) 
| Хах ИХ 
| кг “хо 


Хах Х 1 а 
ух УХ а, 29 | бете Ж есіне еу +, 





а 
Их — аагссо8--. 
х 


Х 
218) ат ИА ери, 








219) 2х: 2а 


х х2ах х а? х х а? 
221) ГРЫ: ээ | у + Ато УХ + = пе ИХ) + си 














хах Үү : ах 
223) | Ух = 57+ а | Х. 224) | Б үх = —-агосоѕ — 
229 | 4х = үх 226) Р ах Х —+ д- —агссо$ а 
х үх а Үү х 7 20530024 х 


Х 
3 1 4 Зах За“ 
227 |Ухах--(хуХх ---УХ» Аге = +С = 
1 5 За?х 
- |х ИХ Оук + ы (х+ УХ) | + С. 


228) [уха ух 
5 2 ХЗ 4 
229) [уза хүс + = “УХ а хүх | 


24 16 + 16 


Х5 4 
уж ут ГЭРЭЭР 


үх Хх? УХ үх Зах үх? 
230) (е үх Зах = —. 231) Ее х 7-а ИХ + а? агосов —=. 
у х?а ег үх? 2 
232) | эх За“ 3х - %. ш (х+ИХ) + С. 


























-- 2 Х – 22 Аг = -- + == 
+ 5 +С + ИХ 


ТАБЛИЦА НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 


ХЗ ах Их? зүх з йх х 
233) ШЕ = — 25 + -277 за госов 5, 234) | ле“ - Ух’ 








235 19% хах ғ 236) үг - т +65 - те ИХ) + С, 
237) | ғы 754 Е - --вух- 2агосов =. 

239) Е ан - 3 2 ж) ој 272 пут” 274 у а ағагосов - 
И нтегралы, содержащие (ах! + бх + с с. 4а 


Обозначения: Х = ах? + Бх + с, А = 4ас – Б?, к= а 


1 
уд "ах + 2ах+ В + С для а> 0, 
а 





| Ага 20519 үс, для а>0, А>0, 
241) | = үл үл 
их |1 
О для а> 0, А = 0, 
2 
- эрээн 72 для а < 0, А < 0. 
дх 2 (ах + Б) | дх 2 (ах + Б) Бүү ) 
242 = ——_— 243) | = = — + 2К 
ДЕ лүх хүүх злүх 


2(2ах + Б) ФК (п – 1) ах 
244) ЕУ. (Он ђАХ 02 + онр | хэт 


(ах +ђүух 1 (ах 
245) | = АРА, я "312 (см. № 241). 


246) | хүхах- ЕЛЕС я) + $ пе | ме (см. № 241). 


2ах + Бух 5х 15 5 | ах 
247) | ху ах А (ха + Ар > | Э (м № 241) 
) | х 124 Марта “ЭН 16 ух ©“ 


_ (ах + Б) хе" + 192 2п + 1 _ 
248) (ХО = ХӨл-1У/2 4х. 
| 44(1-1) (| 2К(п41) х 
хіх ҮҮХ Б | х | х ах 2 (Бх + 2с) 
249 = ------ -- см. № 241). 250 = — . 
| Х а 2а Их ( хүх дух 
__х4х _ 1 Ь ах 
х? ах х 35 352 шэн 
- ИХ 
252) Ї 3 на + име ји (см. Мо 241). 
2 — 
253) ЕЕ х? ах _ (2 дас) х + 256 | “Га (см. № 241). 
аА 7 Х 1 


Х 
254) Гуты. ча Бах 48) г _ ал > (см. № 241). 


8а2 дак 





х2үх 
255) |жуха- ух - > хухах (см. № 246). 


а 
хүлээ Ь 
(2п + 3ја 2а 


у Хүх – 4 
257) |е ИХ ах = (х - 23 12 Эс га јух ах (см. № 245). 
а 


4% 


256) [ахти ах = МИ ах (см. № 248). 





99 


100 ТАБЛИЦЫ 





2усх 
- ум (= Исх нь] + дия с > 0, 
с 
1 ђ 2 
- Атѕһ эх С! для с> 0, А > 0, 
А") УА 





ах 
258 = 
ДР 


для с> 0, А = 0, 








для с < 0, А < 0. 





Х 
259) | -45 _ үх ( а (см. № 258). 

2 

зух 

ИХ ах В [ах ах 

а 2 „Мо 241, 258) 
260) | х Х-ч 2 рх“ хух (см № 241, 258) 

4 Х ђ 

о (УЗ: Ио | ах + | х (см. № 241, 258). 


х 


Х' п+1у2 Хет 1)/2 ђ ХСп- 1/2 
262) |. = > | хөхсөн ах + с | -----4Х (см. № 248, 260). 





2п + 1 х 


Интегралы, содержашие другие иррациональные выражения. 








ах 2 /---- ах х-а 
263) |--------- ах? + Бх. 264 = агсѕіп -—-—-—, 
|: Иах? + Ьх У | а 
265) | хх о (2ах — х2 + аагсвіп 1 <. 
(ах = х2. ах — х? а 
та х-а 
266) [узах 9 — х2 Дх = == Зах х2 + а атома ы 
1 х Уад - 5] 
т-шггэүшшшшшшт 81018 -- шаа (ад — Б} > 0), 
4х үвүад-3Г уБуј-+а 
267) |= 202 2 
(ах? + ВУЛФ + а 1 | Бүл + а + х 57 ад ( у < 0) 
— Ш --353<-<----- -- 7 ад — . 
2УБИБЈ – үүр? + а – хү ад 
7---- а Ь 1 
268) Пава "4 п(ах + В) п(ах + Б) ст, 269) | х еле, ГО. 
п+ Па Хах + Ь (пи – Па Тах + Ь 











270) | 277 У жа әт) | 4х 
Их" + а? па Их" 


272) (Саша ух ёх -2 агсвіп И). 
Иа? -х 3 а 


Рекуррентные формулы для интеграла от дифференциального бинома. 
273) Б (ах" + БРах = | 1 (ах" + Б)? + прь (е (ах" + Б)?! | 





т + пр + 1 
Е 1 
_ ри(р+ 1) 
1 


= (т. Т уБ м" (ах" + Брт!- а(т + п + пр + Ја + 23 


Ед. + Б) + (т ++ пр + ЛБ (ах + ЫрРТ! | 


2-1 ---- -п+1 +1 2 
= т-п х" ЫР 2 2 1 Ь т п по. Бра | 
а (т + пр + 1) | (ах" + Б) (т=п + 1уђ | хт" (ах" + БУ ах 


1.1.3.3.3. Интегралы от тригонометрических функций. 
Интегралы, содержащие синус. 


. | . 1 1. 
274) | ѕіп ах ах = — — соѕ ах. 275) |віп? ахах = —х – — за 2ах. 
а 2 4а 
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1 1 3 1. 1. 
276) | яп? ахах = - ~ соѕах + _--с053 ах. 277) | яп“ ахах ---х- — чт 2ах + — т 4ах. 
а За 8 4а 32а 
чи”! _ахсозах по 
278) | ап"ахах= — - ------ + ——— |510" ах ах (п > 0 — целое). 
па п 








. чпах х соѕ ах 
279) |хвіпах ах = —— : 
а 


а 3х2 61. х? бх 
хз зіп ах ах = -з-- => | п ах – | --- —]с0$ ах. 
а а 


а 


: - 2х шах – (2 2 
280) | х іп ах 4х = -- біп ах 3- | Со ах. 
а а а 


281) 
а 


п 


. х " - 
уіп ах 4х = - -— совах + ЯН 1 сов ах ах (п > 0). 
а а 


п 


282) | х 


Ут ах ы = ах — (ах)? (ах)? _ (ах) _ ...%). 
Б 3.31 5.51 7:7! 








283) 


ки 2. 





284) 


зт ах біп ах со8 ах ах 
5 +а | -- (см. Мо 322). 
х х 





п-1 х"! п — 1 хы” 


286) 


| 1 
хөх ах 4х = — п = = Іп (соѕес ах — сір ах). 
а а 


ах 1 ах созах | ах 


–—--- -= – — с . 288 -г-үггг-4 - === === + --ш Ёо ——= 
12 а свах ) ( ах 2а зш? ах + га па 2 





п- 1 


Ах | сов ах п-2 ах 
біп” ах а(п — 1) чп" Тахо Пп-І | біп 


ЕЕСЕРУТІ х (п > 1). 


таза 350153272711 359 


285) | ОК де 1 пах | а ( совах де (см м 324) 
Х 


хах 1 | (ах)? Т(аху 31(ах)7 127(аху 
ах 7 а“ Г 








_ Сп+1) 





291) |. 24 Х рах + Ема 
= С — п біп ах. 
) т? ах д2 2 4 
292 хах х созах 1 п— 2 х ах тэ» 2) 
2. в о = В | (И 
ДЕТ ах (п – 1) аѕіп" 'ах (и – 1) (п – 2) а? шах п- 1 | яг 22 


| + ба ах 


һә 

ча 
1 
~, 
м 
|| 

| 
5 | 
= 
се 

-- ит . 

=|а 
| 
> Е 
3 
16: 
ча 
Р 
---- 
| 
е 
5 
~ 
>< 

| 
5 |- 
09 
ТТМ 
ъ я 
~ 
|; 
С.е” 


295 х ах Е х, Л ах + 2 | со п ах 
) Геша са 2144 2 а? 5174 2 / 
х 4х х т ах 2 т ах 
------- = - сір|(--- — -з-Іп зп | — — — |. 
296) 1 -8пах ЕТЕ е) 2 ШЕ Э 
ѕ1п ах ах т ах 
297) Зэн = + – (2 | --- + — 
| яп ах То Є Э 
21 к ах + 11 А ах 
біп ах | Шы а (4772 


АҒ а 27 
299) Ш 1 А т ах 1 гэ т ах 
(1 + би. ах)? 724 Ё 4 2 ба ди 2) 


чата! 
%) Определениъга иптеграл Ї называется интегральным синусом. 





**) В, чиста Бернулии 


п 
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ах п ах 1 п ах 
300 = сір | — 
1525 2 ЈЕ ыы Е 5.) 
біп ах ах 1 п ах 1 п ах 
301 -----ір|---- -в | — – — |. 
8 2а ТЕ =) ба 5 Е ғ.) 
ап ах ах 1 п ах 1 п ах 
302 = — — ср | — – — —с123 | — — — |. 
| Е Ја св Е Э 


3 112 ах — 1 


ах | | 
30 ----д--- | = | = 1 2% . 
9 | коза че ат) туз “980/218 4) 


а а 1 
304) | вах 
1 — чп“ ах сов“ ах а 











— Б ђ 
305) ТСЕ е боя те при |а| = 16| см. № 275). 
ах 
Бір —+ с 
2 ага 2 (2 > 02) 
а бг – с ИБ? — с? 
ах 
306) = и ма 5) нерее 
| 
о (809) 
2 2 
а ус -Ь ма ( 3) ненуе 
а ђ 
307) [8124040 _2Х БІ _ (ом. №306). 
ђ+счпах с Б + сзт ах 
ах 1 ах с ах 
308) ЕС ах (5 + сіп ах) | ав)" ‘8 м + сзш ах (см. № 306) 
ах с с0$ ах ђ ах 
по — | ————————— . № 306). 
309) (% + сзш ах) а(Ь? - с?)(Ь + сзш ах) тата Е + сзш ах (см 
біп ах ах ђ сов ах с 4х 
= ++ у | -- . № 306). 
310) 1 ђ + сыт ах)? а(с? – Ь?)(Ь + сэт ах) “асы реа см ) 
4х 1 ИБ? + с? вах 
310) а (ь>9. 
Б^ + с“ біп” ах ау + с? Б 
ИБ? — с? вах 
312) миа 1 а Ио савах (52 > 22, Б> 0), 
Б^ — с? біп” ах а у — с? ђ 
с? — 52 1рах + ђ 
- ое И вах +в (с? > Ь2, ђ > 0), 


гађ ју ст — 52 үс – 2? дах-5 
Интегралы, содержашие косинус. 


1 
313) | соѕах 4х = —зтах. 314) |сов? ах ах Ех + 4 тах. 
а 2 4а 


315) | соѕ? ах 4х = ЕДЕН ах- ЕЛЕС ах. 316) | соѕ* ах ах = 3, + 1 —вт 2 ах + 1 біп 4 ах. 
а За 8 4а 32а 


со" “ 1 





ах яп ах п--1 
+ 
па п 


317) еее ах ах = [оз 2 ах ах. 


сов ах х яп ах 








2 2х х 24, 
318) | хсозах ах = 319) | х^ совах ах = — совах + | —- 2% біп ах. 
а а 





а: 
22 3 
320) |е соз ах 4х = Е - 5) соѕ ах + (- 55.) віп ах. 
а а а а 
321) [м соѕ ах ах = ^ МАХ _ = БЕ іп ах ах. 
а 
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сов ах (ах)? (ах) (аху 
322 ах --1 - - ... +), 
| х те) зо 4-417 6-6! ) 
323) | - жне а | пахае (см. № 283) 
х х х 
324) сов ахах 4х = — ПЕНИИ _5 _ зп ах іх (п = 1) (см. № 285). 
х" (п — ог п-і1 х" 





ах ах 1 
325) | 2054 -|« ах ах = 3 іп ір (2-3 1 т) = — їл (вес ах + ах) 


1 ах біп ах 
32 = — ір ах. 27) | 2 пах , 11 Зу? 
6) = ах а 5 327) = ах 2асо052 ах + за Е + 2 2) 


ах 1 чпах — п—2 4х 
328) | Ио ж. 
| | соя! ах гі" - 1) со8" ах + п-1 | со"-2 (п > 1) 

















ах 
329) _хах _ 1 (ах), (аху | 5(ах) | 61(ах) | 1385(ах)!9 мэ Е, (ах)2" + 2 **) 
совах | 2 4.21 6.4! 8.6! 10-8! 77 Оп + 2) (28)! 
330) а хах = 18 ах + сіп сов ах. 
сов? ах 
х ах х біп ах 1 п-2 х ах 
331 “(42 Пасо Тах 7 + | — 2). 
) ЕЕ ах (п— 1)асоѕ"- {ах (п – 1)(п – 2) а? соя"? ах 51 Іше п> 2) 
! 1 ах 1 ах 
раа 2' 59 | те 8 
х ах х. ах 2 ах х ах х ах 2 . ах 
334) БЕ = 18 27% -з-ІП СО8 >” 335) 1-2 сев + ат зіп >” 
сов ах 4х 1 сов ах 4х 1 ах 
-х---ір-- 7 = – х ср —— 
хө | лейк, „в зт | саа х а 8 2 


338) ах _ 1 ші д + ах 1 А ах 
сов ах (1 + соѕах) а 54 2 а 52 
д 


дх 1 ах 1 ах 
339) ЕЕ соға пай“ (5 + = 7 2% 97 





340 ах рах лай 25, зурав Лодз 
(1 + соѕзах)2 2а + ба в 2" (1 — соѕах)? | 2а 62 ба Е 2 
сов ах ах 1 ах 1 ах сов ах 4х 1 ах 1 ах 
= 86-8 727 343 = д-001й -— — — ска — 
Шері 2а 82 ба в | (1- сов ах)? ја 98: 764082 
1 . 1-3со8 ах ах ах 1 
344 ж. --------- = ---д----шш -- -- . 
| 1 + с03? ах 2 у2а ӨГСИЙ + сов? ах 345) | 1 — сов? ах ЕЕ ах а Вах 
346) | квахсоввхх = “56-05 эсэн (1415 |Ы; при |а| = |ђ| см. № 314). 
(ь-<ш — 
2 2 
атар --- (52 > с2), 
а јуђг – с Б? — с? 
ах 
347) | а 
с сов ах с-Ме---ус-ь 


-------і1--------------- 
277,2 
аүс -0 (с – Ву == – 2-1 


со5 1 . 
9) Определенный интеграл — | — “4 (х > 0) называется интегральным косинусом и обозначается Сі(х): 


х 


х? х“ хе 
С(х)-041х- 2.517 247 6:60 127 


где С — постоянная Эйлера. 
**) Е, — числа Эйлера. 




















104 ТАБЛИЦЫ 
а ђ а 
зав) | = мм 347). 
Ъ + ссоѕах с ђ + ссоѕах 
4х 1 ах т с ах 
349 не = --1 1 --. Ц 22 | 3 | 
арса ађ | 2 +1) Ь | Б + ссовах (см. № 347) 
4х с віп ах ђ ах 
350) 1--------------------------|- 
|| ђ + ссо$ ах)? а(с2 — ђ2)(ђ + ссовах) с? – Б? |; + сс0$ ах (см. № 347) 
351) Гэрээг" совахах _ Б яп ах с ах хе 347 
ђ + ссоз ах)? а(Ь%- с?) (В + ссозах) 525 с? | Б+ ссозах (см № 347). 
4х 1  Бівах _ 
352 ____-_-_____= —__________ | 
) Е + с? соѕ2ах ар ИР че? ГЕТЕ (5 > 0) 
1 
агсір ЖД ах (Б? > с?, ђ > 0), 
353) | ах ађ ИБ? — с? ИБ? — с? 
52.42 5462 566 Е 
ђ“ — с“ соѕ? ах | вах — уаты и 


и (> ь> 0) 
245 Ис? —5? Ьірах + Ис? — р? 


Интегралы, содержащие синус и косинус. 





(понижение степени п; т> 0 и и> 0), 





. 1. . іп 4 
354) | ѕіп ах сов ах ах = — ѕіп? ах. 355) |віп? ах сов? ах ах = х же 
2а 8 З2а 
1 
356) | ѕіп" ах соз ах ах = ------8ш" ! ах (пя —1). 
а(п + 1) 
1 
357) |віпах со5" ах ах = — ————— сов' + ! ах (и — 1). 
а (п + 1) 
| біп" ах сов" +! ах п-1(.,-2 т 
358) | зіп" ах со5" ах 4х = – арт о (п + т) + пт |50 ахсов ах 4х 
еп" + 1 ах соз" Чах  т-—1 | ЯН _, 
= + - | ут" ах соз" “ах ах 
а (п + т) п+т 


ах 1 ах 1 к ах 1 
___--___=— 211360) | = — | пир (- | 
359) Їл: ахсозах а Іп (вах 360) ЕЕЕ созах а Е ТЕ * > біп ах 


з ах сов“ ах 


361) | ш-- 52-44 


4х 


1 
363) | ае 
зп ах соя” ах а 


ах 
365) [= 
| біп? ах сов3 ах 
4х 
366) | = 
) | зіп? ах сов? ах 


367) | и 
5іп ах сов ах 


ах 


368) | Ее 
511 ах со$ ах 


ах 


біп" ах соз" ах 


ах 1 4х 1 1 
киып 362 и = |. 
а а (ма т 56 =) ) (ә ахсоѕах а (ја ах Вт? ==) 
1 ах 2 
ше __-__-| 360) |“ 5 авах, 
( ХТ со =) | біп? ах сов? ах 448 Јах 
1 біп ах 1 + Зв: пах 
а | 2со82ах шах 20-14 2/1 
1 1 со8 ах + 3 ше 4% 
а \ созах ах 20 2/ 
1 ах 
а 1 . № 361, 363). 
а(п-1)сов" Та “ Е асот Та 64%!) м № 
1 а 
-шшү--4 | шэшэршэ--- | (881) (см. Ме 360, 362) 
а(п — 1)сіп" ах 52” ах созах 
1 1 п+т-2 дх 
а(п — 1) ап" ! ах сов" | ах "-1 а" 2 ах соѕ" ах 
(понижение степени п; т»О0ип» 1), 
_ _ 1 1 ___ пжт-2 ах 
--а(т-І1) біп" ! ах сов" | ах т-1 вт" ах соя" 2 ах 


(понижение степени т; т > 0 и и > 0). 

















(понижение степени т; 


| 


п> Ои т> 1) 





а 1 1 
370) сіп ах ах ——_=- = — вес ах. 371) сіп ах 4х = дог | С = 4 үвгах + С,. 
со52 ах а сов ах а `созЗЗах — 2асоз? ах 2а 
біп біп ах ах. 1 $ а 1 1 
372) | 22856822 оста 37) біл ах 0001 бах (4. аху 
 соѕ"ах а(п – 1) со" ! ах сов ах а а 4 2 
біп? ах ах 1 біп ах к ах 
374 = _| ах _ Па (7. | 
| а соѕ3 ах НЕ: ах 2 116 + ЗІ 
375) біп біп” ах ах. _ біп ах 1 ах | № 325, 326, 328 
С совах | а(п— 1)соѕ" Тахо п 1 | со ах (151) (см. ) 
а 1 /зт? 
376) сн ахах __ ШЕ: 2х + ІП сов =) 377) ЕЕЕ ах ах _ ЯС ах + ) 
сов ах а 2 сов? ах а со8 ах 
біпз ах ах 1 1 
378) |--------І|----------:-:-:::-::5-:- 1, 3). 
| сов" ах СЕЕ ТЕРІГЕ | (пя, ня 3) 
біп" ах ѕіп" !ах біп"? ах ах 
379) |----а4х--------1---с:Б-- (п > 1). 
со5 а(п — 1) совах 
ѕіп"+! ах п-т+2 т" ах 
== ------й4 1), 
а(т — 1) со ! ах тр | со" ах ~ (т 1) 
У біп" ах ѕіп Тах п-1 Гвіп"”2ахд4х 
380) |: тах. а (п — т) со ‘ах п-т |- со8" ах цаад 
біп! Тах п- 1 |зш" Тахах (т 0) 
-------------- — т 
а (т — 1) со” ах т-1 со8" 2 ах 
а 1 1 
381) ЕЗ - ------ = - --совес ах. 
біп ах авіп ах а 
совах а 1 сега созах4х 1 
382) са = = - е, х + С}. 383) = -- АЯ ринит 
$1? ах 2а біп“ ах “8 ах | а(п- 1)8п" ах 
со8 ахах 1 ах сов? ах ах 1 / соѕах ах 
384) | —— = — х + мр |. 385 = — | – пр — |. 
| біп ах г (совах + НЫ Э | нэ біп? ах н = пе >) 




















ТАБЛИЦА НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ИНТЕГРАЛОВ 












































2 1 4 . 
жө | 05 <х6Х _ 11 «ж | |) үү ца) (см. № 289) 
$1” ах п- 1 \аѕіп" ах Яп" 4х 
3 1 2 сов? ах ах _ 17. 1 
387) | 22 = Х соз ах + Іп іп =) 388) Е = — а (и ах + — ) 
51 ах а 2 біп? ах а ап ах 
соѕЗ аха 1 1 
389) | сахех 021 арт | (121, пу 3). 
біп" ах а | (п- 3) 4п" “ах (п- Јаве ах 
сов" со8" | ах соѕ" 7 2 ах ах 
390) | 22.27 ах = 5 ах | 208 жа (үйл) 
чпах а(п- 1) $10 ах 
сов" + 1 ах п-т--2 | соѕ" ахйх 
-- тг ааг 21 — то . -2 (т я 1), 
а(т — 1) #1п" “ах т-1 510" “ах 
соз" ах ах соя! | ах п-1 | соз 2 ахах 
391) - = ---- ат т-------- (т ж и), 
біп" ах а(п- т) ѕіп ах п-т біп” ах 
со5" “1 ах п- 1 (соз 2ахах 
Дм Ст? (т » 1) 
а(т-1)88" ах т-і яп” 
ах 1 Е х 
Е + 9 222 мэ. 
392) біп ах (1 + сов ах) 2а(1 + Сов ах) + Іп {в 27 
1 1 |! Цан ах 
93) СО8 ДҮ + ап тах) + за! + 5 ах) + 2а св 4 2 
чпах ах 1 1 + совах соѕ ахах 1 1+ чпах 
394) |1------іп----- 395) ---І------. 
совах (1 + соѕах) а соѕ ах біп ѕіпах(1 + біп ах) + біп аху | а біп ах 


чпах ах 


396) ЕЕ 
397) | 


соѕ ах(1 + 51 біп ах). 


соз ах ах 


біп ах (! + сов а) 


1 


| 





7 24(1: + с05 ах). + "20 


+ Таи л ах 
84%) 


С гай: + яп ах) + га 


+ а? 
572 


105 
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1 

398) - Мвахах | ах ах = х + — т (пах + сов ах). 

біп ах біп ах + соѕах со8 ах 2 2а 

сов ах ах х 1 
= + — + — 1 (8 + . 
399) | ах + соз ах + 2 + да п(віп ах + сов ах) 
4 1 4 1 

400) е8 х -----іпір 24) 401) [а таг - = +— | 1 + (6 =) 

зш ах + соз ах а? 2 8 1 + совах + чпах а 2 

а 1 . 

402) К = -----іп ір ах , где вілӨб-------- с ‚ 20 = Ед 

БЪзш ах + с соб ах ау? + с2 2 ИБ? + 2” ђ 

а | 

403) | 9199545 |1) іы ссовах). 404) | -2086Х4 _ 4 үү + зіп ах). 

Ђ + с совах ас ђ + сяпах ас 

0 
4% +) 
ах а с с 

ңі та ада | 2. где вбп0----, 140--- 

Б + с совах + Г чпах ђ + Ис? + 2? зи(ах + 0) үс + 72 Ї 

(см..№ 306). 
ах 1 с ах 1 сївах--5 
406 5 Б - . 7 Ш. 
| 52 соз? ах + с? ѕіп ах ас ага ( Б в 2 407 | 58 соз? ах — ах | даће“ сћрах —ђ 

. ђ — р 

408) (за ах соѕ Бхах -- ыа 7 ы 55 - сы - ых (а? 2: при а = см. № 354). 


Интегралы, содержашие тангенс. 


шах 





1 
409) | ах ах = — — п со$ ах. 410) Ге ах ах = 
а 








1 1 
411) | 123 ах ах = — 1? ах + — 11 соб ах. 412) | їр" ахах = 1 вті ах — |48"? ах ах. 
2а а а(и – 1) 
ах! ах? 245 х7 17а7х7 22" (22" 2 1) В а? 1 ҳ2"+1 
13 Ї ах = — + = + = +... %), 
4 | Вахах а 1 тту + 7105 2835 1 Сп + 1)! Ме 
(вахах _ (ах) 2(аху) 17(ах)' 22"(22" — 1) В, (ах)2"-! А 
414) [== “ТТ + 75 2205 7 (Сп – 1) (2и)! +9) 
12" ах ах 1 
415 ="! — 1). 
== сов? ах а(и + 1) в ах (п#—1) 
(вахах х 


1 . 
— ж — п (тах + сов ах). 


416) |= 2 11 1 + . 417) |------ 
11-52 #5 + 2, п(віп ах + сов ах) | ет 2322 


Интегралы, содержашие котангенс. 














1 
418) Е ах ах = 3 а біп ах. 419) (аг ахах = - овах 
а а 
А сір2 ах шзшах сір"! ах 2, 
420) | скр" ахах = - - ------. 421) |сір"ахах = — ------ | скр" “ахдх (п 1). 
га а а(п- 1) 

422 45 х ах! ах? 22"В да?" 12851 +) 

) | хе! ах ах = 2 9 535 227 (21 + 1) 27) 
423 сірахӣх _ 1 ах (ах)? — 2(ах) 2 22"В, (ах)! 222) 

х ах 3 135 4725 77 (20 – 1)(2и)! 

сір"ах , _ 1 п+1 ор 49| | “жа ом. № 417 

424) (5%, ах ах = - а(п + 1) автах пя 1. ) 1 + сіб ах шах + 1 (см. № ) 
1.1.3.3.4. Интегралы от других трансцендентных функций. 


Интегралы от гиперболических функций. 
1 
426) |» ахах = 1 сев ах. 427) (в ах ах = = $В ах. 


1 1 1 1 
428) 5ћ2 ах ах = —зћах сһ ах – — х. 429) | сһ? ахах = — ѕһ ахсһах + — х. 
2а 2 2а 2 


*) В, — числа Бернулли. 
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1 5 п 
--81" ахсһах- 
п 


1 


430) |ше ахах = 
а(п + 1) 





п+ 
$6"* ТахсП ах — 
п+ 1 


п- 1 





2а ах сћ" 'ах + 
431) [а ах ах = 
С а(п+1) 


100-433) | 
а 2 


зћах 





ах 2 
= — агсір е“. 
ах а 


432) | ~ 


-1 (мез ахах (п > 0), 


(ае ахах (п> 0), 


2 
| ве" аказ (п<0; пя —1). 


2 
зћ ах сћ" ах жаласы ахах | (п<0пж-!1). 
п 


1 1 1 
434) |х $й ах ах = 3, сћах — 2258 ах. 435) | сћах дх = а” ѕһ ах — а“ ах. 
а 


1 
436) Е ахах - 14 сһ ах. 437) Е ах ах = 18 зћах. 438) (ша ахах = х- 











фи 
439) (өн ахах = х - С 
441) [ааыа = аср (а зћ ах сп Бх — Б зА Бх сћ ах) 
442) | шахав вх х ==_ы (а зв Бх ѕһ ах — Бсһ бх сћ ах) 


443) | 5п ах ѕіп ах ах = ЁС, ах яп ах - $һ ах соѕ ах). 


444) (в ах сов ах 4х = 5—80 ах сов ах + сћах сіп ах). 
а 
1 . 

445) | 5һ ах соғ ах 4х = 52 (СВ ах сов ах + $В ах ѕіп ах). 


1 
446) (в ах ѕіп ах ах = 22 (вһ ах віп ах — сһ ах сов ах). 


Интегралы от показательных функций. 


о8х 





1 
447) [еа ет 448) (зек = = 





п „ах 2 1 ах п п- 1 ах ез 4 (ах)? 
450) [е 4х = — же -2 |, е“ 4х. ву | ~ 4х = шх + 1-11 2-2! 
ейх 1 ех е ах 1 
КИ ОЛМА 2522 | ———— == —1 
452) [= ах = — Қ 5-1 на | е) (п + 1). 453) | та 


ах х 1 
454) |-------іһ(5 ах), 455 
ее ђ аһ п(0 + се) |а 





ају Бс 


456) 2 
ве“ + се 1 с + ех |/ — Бе 


е““ 4х 


та агсір (е ү») (ас > 0), 


(а? » 52). 


(а? = Ь2), 


(ах — 1). 449) (еге ах = ең 2 





= Ч + се“). 
ас 


х2 


Шах 


2х 
2 


(ах)? 
3-3! 


ет 





1+ е» 
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440) |» ах зћ Бх дах = ра зо Бхспах — ђећ Вх $В ах) (а? 52). 


ха 2 
а аз ) 


+...*). 


х 
е - й А . 
*) Определенный интеграл | 4 называется интегральной показательной функцией и обозначается Еі (х). При х > 0 


интеграл расходится в точке {= 0; в этом случае под Е! 
интеграла (см. 3.1.7.7): 


2 
Хе 


е + = хо 
| тая С + ш|х| + лит + 2.2 


- со 


где С — постоянная Эйлера. 


(х) понимается 


главное 


значение 


несобственного 
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ах | : е““а: 
458) | “чих ах = “пх | е (см. Мо 451). 


а а 


ах 


е 
457) (С ттер “са а2 (1 + ах) 


е 
459 ах біп рх ах = — 
ЇЇ біп Бх ах ры 














(а чп Бх - Б сов Бх). 460) (е сов Бх АХ = -; т (а сов Бх + Б сіп Бх). 
а 


ах і п-1 2 | 
461) (е біп” х дах = а их — п совх) + и е јр" 3 х 4х (см. № 447, 459). 
а п ний! 
ах соя!” 1 -1 
462) (е соз" х 4х = ара созх + піП х) + Це соѕ"- 2 хах (см. № 447, 460). 
а 
. хе“ . ед" 
463) хе яп рх ах = РА 5 Бх — Б соѕ Рх) — (а уух шин ДАА Ка? — Б?) яп Рх — Зађ сов Бх]. 
а 


464) (зе сов Бх 4х = ло (а соѕ Бх + Б ѕіп Рх) — қт Ка? — Ь?)сов Бх + Фар зт Бх]. 
Интегралы от логарифмических функций. 

465) [пхах = х]пх – х. 466) | (ах) ах = х(іп х)? — 2х шх + 2х. 

467) | (п х)? ах = х(ш х)? — Зх (ш х)? + 6х шх - 6х. 

468) | (1а х)" ах = х(а х)" — п | (тх)" ' ах (5-1. 






































4х (Іп х)? (ах) 
кө) | 45. = |піох + 1пх + 2221 + 3.31 +...*). 
х 1 ах 
470 ааа р 1 . № 469). 
17:28 (и = 0)(а х): ара и (771) (см 
Іа х 1 
471 т]пхах = х" | ----5- — 1). 
| пхах = х БЕ ест | (те - 1) 
х"! (а х)" п 
472) | х" (а х)" ах = 2 | түрүүг - - „Ме 470). 
[тоя х іі те (ах) ах (тж-Ъпж-1) (см. № 470) 
(Іп х)" (Іа ху"! Іп х Іп х | 
473) | 227 ах = ТУ 474 = ____01Х ___________ І) 
) | х х п + 1 ) (т— 1)х"“! (т-1) х"! (т 0) 
| п 1 п 1 п-1 
475) | Пк ЯУ” ол | Бах“ ах ид) (см. № 474) 
х" (т — 1)х" т — 1 х" 
т 4 -у 
476) | х - | ду, где у= – (т + ах (см. № 451). 
У 
х" ах хт+1 т+1 х" ах ах 
47 = - ---|---- ы 6 = шах. 
т | 4 ба (п Их 1 Е аж) өн |. Ген 
(п — 1): (в х)? (и 1)? (Іа х)? 
ду |“ _ – (п— ах + и 
ЕТІ у па х — (и — Пшх+ 2221 3231 + 
-1 
480 = 1). 
80) | х (11 х) (и – 1) (1а ху”! (151) 


Ш -1 р-1 ах 
481) ЕС ху х?“ Чп-1)(шх// 1 п-1 е хул! (пя 1) 











х? х? 22"- 1В х2"+ 1 
482) | пуп хах = хах х — — ---...- От жж), 
| 18 900 п(2п + 1)! ) 
х? х? х! 22п- 1 (22" 2 1) В 
483) 1! ах = – —- —- — ... —— --- х21%1 жжу 
ШЕ х 6 60 315 по ~ | 


ұз 7х5 221 (22"-! 2 1) В, 
484) | пеха4х = хпх—х + — + - 








—— +... -------- 2п+1 жж) 
97 450 нба ~ ) 


485) |за Іп хах = сіп Іп Х- совіп х). 486) (о шхах = 5 (ѕ1п Їл х + сов Їл х). 


Р ағ . 
*) Определенный интеграл | јр Называется интегральным логарифмом и обозначается Их При х > 1 интеграл расходится 
п 


в точке Г = 1; в этом случае под интегралом понимается главное значение несобствениого интеграла Интегральный 
логарифм связан с интегральной показательной функцией’ Их = Е (їп х). 
**) В, — числа Бернулли. 
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Іа (1 + х) х? х? х" 
487) | ——=——-:--4х = х – == + == –— ... - 1+... 
| ~ х=х 57 + 52 + ( а + 


Интегралы от обратных тригонометрических функций. 


























Р шаш 2 2 
488) | агсѕіп — 4х = хагсѕіп — + Иа? —х?. 489) | хагсвіп 2-4х = 222205 |агст — + Иа? – х2, 
а а а 2 4 а 4 
Хх х? Хх 1, 2 2222 
490) | х? агсвіп-- ах = ---агсвіп-- + --(х? + 2а) у а“ — х?. 
а 3 а 9 
агсѕіп ах 3 5 1 
491) хо 1 хоо 1-3 х 1355 х + 
а’ 2.3.3 а 2.4.5.5 а 2.4.6.771 а 
агсѕіп — 4х | | ауа 753 
а — 
492) р = – —агсвја 2 – а 493) [асо ах = х агссов — – Иа? — х2. 
х х а а х а а 
494) | хагссов х (5 а агссов = — 2 Иа? - 2 
— Ах =| —- – — — – — уа? – х 
а 2 4 а 4 
3 1 ман 
495) | х?агссоѕ 4х = 2 агссоѕ = — (х2 + 24?) Иа? - х2. 
а 3 а 9 
агссов — Ах 3 А 
496) а л х 1 х 1-3 х 1.3.5 х! 
-------------ІрХ---- ---------- --------- -------- 
2 а 2.3.3 а? 2.4.5.5 а? 2.4.6:7.7 а’ 
агссов — й Цаа Из 
= — --агссоѕ — + —ш ---- 
х а а 
а ах 
498) йн ах = хага - (а? + х 499) | агсір-- Х х = Нэ + а?) агсір — - 5: 
х? х ах а? 
500) | х? агсір — -- Хах = = 3781918 — — = -– + —т (а: + х2). 
3 6 6 
х х"! х а х"+14х 
" — ах = --- -- -1) 
түмэн и те гара (пе —1) 
502 ЕЕ +... (ха!) 
) Са 3243 524 Та! 
1 -- 
агсір — 4х | 12 + х2 
503) | ——------- = — — агар — — —1 ат 
х 
агсї0--4х 
504) а = агсщ 2 + а ах (п = 1) 
х" 7 (п— рх! ти х" 1 (а? + х?) | 
: 1 
505) агссї8 — 4х = хагссір — + = а (а2 + х2). 506) хагссів — 4х = (х2 + а?) агссів 2 + 2х. 
а а 2 а 2 а 2 
х! х ах а? 
507) | х? агссір 4х = = -агссір — + =— — --іп(а2 + х?). 
3 а 6 6 
п+1 а п+1 4х 
508) | агсстр — Х ах = = паге + ІІІ (и = — 1). 
4 
509) а хс 
—- п --- --- --- ------ — -г“--т- 
2 а 3249 5245 72а’ 
і Ха 
510 шингэн вх тХ 
) | ха Ји 2а х 
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ах 
х"“ (а? + х?) 


(п = 1). 








х 
агсс!р — 4х | И 
а а 
-- = - --- [0 — — — 
511) ~ ТЕН ---тогагссір 2 | 


Интегралы от обратных гипердолических функций. 


512) ЕЕЕ - хАгаћ 2 — Их? + а?. 513) ата ах =х Атев —- — Их? - а?, 
а а а ( 


514) | авах = ХАНЬ + гуд - х2). 515) | аван Бах = хАгст — + гт - а?). 
а а а а 


1.1.3.4. Таблица некоторых определенных интегралов *). 
1.1.3.4.1. Интегралы от показательных функций (в сочетании с алгебраическими, 
тригонометрическими и логарифмическими). 


а"*! 


12 +, ах0л»-1 


В частности, при натуральном п этот интеграл равен п!/а"*'. 


\ 
И (72 
2 
Ң | , ) 





пу-ах — 
хе 4х = аки (а > 0, п> - 1). 


0 


„СЕ – рут. 


В частности, при п целом и четном (п = 2К) этот интеграл равен ———---- ,а при п целом 





26 4612 
к! 
и нечетном (и = 2К + 1) он равен улаан 
+х + со үл 
Т 
3) [еа = үл хо 4) лын "т (а> 0). 
2а 4а 
0 0 
+ со + со + оо 
4 2 а 2 
5) ег“ созфхах = Ут Но аа?) (а> 0) 6) хх т 7) хах т. 
ех — 1 е + 1 12 
0 0 0 
+ со + 00 
е “<іпх 1 - 
8) | ах = агосір а = агсір-- (а > 0). 9) |. = шхах = — С ~ – 0,5772 ***). 
0 0 | 
+ оо 
1 1 
10) | е шхах - (5) = Ия (С + 210 2) **%), 
0 
+ со 
2 | жжж 
11) | е- 22 112 хах = И с + 2112)2 + 5 ) 
0 
1.1.3.4.2. Интегралы от тригонометрических функций (в сочетании с алгебраиче- 
скими). 
т/2 
. Г(о + )Г(В + 1) 1 “В! 
12 2441 28-41 4 на = —В | 1} = ___ Жжжж 
) | за хсо х ава 286758") затва) 
0 





5) Более полные таблицы определенных интегралов см: Градштейн И. С, Рыжик И. М. Таблицы интегралов, 
сумм, рядов и произведений. — М : Наука, 1971; Прудников А. П, Брычков Ю. А, Маричев О. И. Интегралы 
и ряды - М. Наука, 1981. 

**) Г — гамма-функция 
***) С — постоянная Эйлера 


Г(х)Г 
****) В(х, у) = ТОР бета-функция, или эйлеров интеграл 1-го рода, Г(х) — гамма-функция, или эйлеров интеграл 


2-го рода 
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Эта формула справедлива для любых о и В (последнее равенство — при а и В натуральных); 




















п/2 к/2 к/2 
3/-- ах 
может применяться для яп хах, ИУ ѕіп х ах, Р и т.п 
со8 х 
0 0 
т 
Ын —, а>0 5% 
. , э “р Г 2 2 
13) Япах ха 2 14) | ЕРИ --2 ЇГ (Р/2| | 
х л 4 х Г(р) 
2 э 
если р — рациональное число с нечетными числителем и знаменателем. 
+ со 
: 5-1 
яп ах та сов ах ах 
15 ах = === >= 0«85«2. 16 ------- 0, а- . 
) | 5 Хх 2Г (5) зіп (57/2) 5 ) | Б оо (а > 0, а- произвольное число) 
0 
+ ® + о т а > 0 
5-1 Ї а , , 
17) | 2088Х м (0«8«1) 18) | == = 2 
х" 2Г (5) соѕ (57/2) Т 
- >” а<0 


+ со 


19) БЕ = (а, Б> 0). 20) == ха 
х 








т 
— = 1, 
17 [а | 
0. |а|>1 
+ оо 
21) |“ гн 
+ со + со 
хзтах , п аі. со8 ах ла 
22) Е = е [а | опа. 23) ЕЕЕ ЫГ 
0 
+ о + со + о 21 
24) | за 2Х х= 14 а |. 25) | заах = | зоа = 3. 
о - оо - со 
п/2 
біп х ах 1 1-К сов хах 1 
ог == ---Іп ---; |К|<І. 27 = — агсвіп К, |К|<І. 
“|; | — АЗап2х 2 1-4 ы ) | у х К ІН 
өз 
а 1 
ЕГЕСІ па хах КВ (810) 
ИҮгГ-42 зіп? х х К 
к/2 
с а 1 
» | истэн ов хёх ЕК]  (К1<1) 
ИТ – к2 віп х х К 
сов ах ах пр 
30) 1-------- > 0 – 
анын вы (а > 0 — целое, |6 |< 1) 
0 
1.1.3.4.3. Интегралы от логарифмических функций (в сочетании с алгебраиче- 


СКИМИ И тригонометрическими). 


1 іп х л? 
31) | шш — 4х = —С ~ — 0,5772 +). 32) | —— ах = га (сводится к № 6). 
Хх 


*) Еи К — полные эллиптические интегралы: Е = Е(К, п/2), К -Ғ(Е, л/2) 
**) С — постоянная Эйлера. 


ТАБЛИЦЫ 








1 1 
а х п? Іа х п? Іп (1 + х) 
33) Е. = - р (сводится к № 7). 34) Е шин ах = ги 35) ра а ---|п 2 
0 
1 
(1-х9(1- х®) Ге + ОГ) + 1) 
36) |------4хм--------<-7 - 1, - 1, - 1). 
) хах х = Іп Га + Ва 1) (Ф > В > а+В > ) 


0 


ат “ 
"|ы 4х = пи —— (0 <а< 1). 38) ша) ах = Г(а + 1)*) (-І <а< о). 


0 





п/2 п/2 
39) [тзт хах = [псов хах = - Тиз 40) [етапах Ва. 
0 0 
п/2 + ® 
41) [ плов какава 42) 15 мп ах Іп хах = - (С + ша)") (а > 0). 


0 


Н 3 
43) о ЫЫ (а > 0). 
Х 


2 24 
0 
а+ /а - 52 
44) | па овда = піп пи (а > Б) 
0 
2п1па (а 0), 


> р > 
2.24 Б?) ах = б 
45) (һа аб со х + 5%) ах | Эл ть (Б >а > 0). 


п/2 к/4 


46) | шавхах 47) [тавак оо 
0 0 
1.1.3.4.4. Интегралы от алгебраических функций. 


1 


1 
48) [о — ху 4х = | инч хорах = И 01091) 


-В(44-1, 8-1) («> —1, В> – 1) *%). 











Г(е + В + 2) 
0 
(сводится к № 10). 
+ со 
ах т ах 
___-____= О <а< 1). 50) | та = -псшал О <а< 1). 
4) | (1+ х\х° этап О<а< 1) (1- х)х 8 | 
1 
+ со И) 
хат! т : ах а 
51) ----р4х----- (0<а<М. 52) | ----+ ----- (а > 0). 
1+х „ал И-х 2 +а 
о рат —— 0 аГ 
(8) 


1 + со 


ах а т ах а т 
53 = 9 (о<а<=) 5 | а. (0 ца 
тет» 2віпа | нм >) ) | 1 + 2х сова + х? эта | <4< 3 
0 | 0 





*) С — постоянная Эйлера. 


**) В(х, у) = е бета-функция, Г (х) — гамма-функция. 


ЦЕЛЫЕ РАЦИОНАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 
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12. ГРАФИКИ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ 


Действительная функция от действительного 
переменного х — это однозначное отображение / 
подмножества действительных чисел во множество 
действительных чисел: у -/(х). Множество точек 
с координатами (х, /(х)) называется графиком 
функции. Графики функций — это в общем случае 
кривые, которые пересекаются с каждой прямой, 
параллельной оси у, не более чем в одной точке 
(см. также 2.4). 


1.2.1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


1.2.1.1. Целые рациональные функции. 

Постоянные функции. Функция у=0 
отображает каждое действительное число х в число 
нуль. Считается, что она не является никакой 
(конечной) степенью аргумента. Ее график — ось 
х. Функция уча (аж 0) есть функция нулевой 
степени от аргумента. Графиком такой функции 
является прямая, параллельная оси х и пере- 
секающая ось у в точке (0, а). 

Линейные функции: у=ах + ђ (а 0). 
Графиком такой функции является прямая, про- 
ходящая через точки А(-Б/а, 0) и В(0, Б) 
(рис. 1.7,а) При ђ=0 точки А и В совпадают 


9 у 
В 
0 А“т0 Т 
аја<0 д)а>0 
Рис 1.7 


З 
и прямая проходит через начало координат 
(рис. 1.7, 6). 
Функция имеет один нуль: 


Хо = — а. 


Если а> 0, то функция монотонно возрастает; 
если а < 0, то она монотонно убывает. Если 7-0 
и а> 0, то говорят, что у прямо пропорционально 
х, а а называют коэффициентом пропорциональ- 
ности. 

Квадратичные функции: у=ах? +Ьх+с 
(а = 0). График — парабола с осью симметрии, 


9 





ба<0 


Рис 18 


а)1>0 


параллельной оси у, и вершиной С(—6/2а), 
(дас — Ь?)/(4а)) (рис. 1.8). Функция имеет не больше 
двух нулей. График пересекает ось у в точке 


В (0, с). В случае А -4ас- Б? < 0 он пересекает 


ось х в точках А, ((-Ь — у – А)/(2а), 0) и А; ((–ђ + 


+ у – Аја), 0). При А--0 кривая касается оси 
х в точке (-05/02а), 0) (касание 2-го порядка); 
при А > 0 точек пересечения с осью х нет. Если 
а > 0, то функция в точке хс = --Ь/((2а) (абсцисса 
вершины) имеет минимум, а при а < 0 — макси- 
мум (см. 3.2.1). 

Функции третьей степени: 

у = ах? + Вх? + сх + а (а ж 0). 

График этой функции может иметь различный 
вид. У него имеется по крайней мере одна (а 
может быть, и две, и три) точка пересечения с 
осью х и ровно одна точка перегиба. У функции 
либо нет экстремумов, либо их два (в последнем 
случае один максимум и один минимум). Для 
более точного описания кривой нужны значение 
коэффициента а, значение А = Зас — Б? и значение 
дискриминанта функции 


р = Ыс? -4ас3 — 453а — 27а?а? + 18 аБса. 


Если а>0, то у——с при х->-о и 
у- +оо при х-> + 00. 
Если а<б0 то уэ +оо при х>-о и 


у— - оо при х-» + о. 
При А>0 функция не имеет экстремумов, 
имеется точка перегиба Е (рис. 1.9,а). 





24>йа<0 


5)4=0,4>0 


0А4<0а>0 


Рис. 1.9 


При А=0 функция не имеет экстремумов, 
имеется точка перегиба Е. Касательная в точке 
перегиба Е параллельна оси х (рис. 1.9,6). 

При А<0, а>0 у функции имеется один 


максимум в точке Хак = (-В — у -А)(3а) и один 


минимум в точке Хаш = (-6 + У — А)/(За); имеется 
точка перегиба Е (рис. 1.9, в), 

При р> 0 кривая пересекает ось х в трех 
точках: Ај, А», Аз. 

При Р=0 у кривой две или одна точка 
пересечения с осью х, причем ровно в одной 
точке пересечения имеет место касание. При этом 
точка касания в первом случае считается второго, 
а во втором случае — третьего порядка. 

При р <0 имеется одна (простая) точка пере- 
сечения с осью х. 

Точка перегиба Е 


Ы 263 - дас 
За” 


имеет координаты 


27а? 
метрии кривой. Касательная в точке Е имеет 
наклон 18 ф = А /(За). Если А = 0, то график этой 
функции называется кубической  параболой 
(рис. 1.9,6). 


+ а) и является центром сим- 
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Целые 
степени: 


рациональные функции п-И 


у = ах" + а ах 1 +... + ах + ао, а, = 0, 


п > 0 — целое. Графики этих функций — кривые без 
особых точек и без асимптот, имеющие не более 
п точек пересечекия с осью х, не более п— 1 
экстремумов и не более п— 2 точек перегиба, 





Рис. 1.10 


причем в случае нескольких экстремумов максиму- 
мы и минимумы чередуются (рис. 1.10). При 
п > 1 графики — кривые п-го порядка (см. 1.3). 

п — нечетное. Существует по меньшей мере 
одно пересечение с осью х и при п>3 по 
меньшей мере одна точка перегиба. Число 
экстремумов при п > 3 всегда четно, а число точек 
перегиба нечетно. Если а, > 0, то при х» – оо 
имеем у— - о, а при х— + оо имеем у— + о. 
Если а, < 0, то, наоборот, при х— – оо имеем 
уэ +оо, а при х > + оо имеем у э — о. 

п — четное. При п > 2 существует по меньшей 
мере один экстремум функции. Число экстремумов 
при п > 2 всегда нечетно, а число точек перегиба 
четно. Если а, > 0, то при х э - оо или х- +оо 
всегда у- +оо. Если а, <0, то при тех же 
условиях у— — о. 

Степенные функции: у = х", п > 2 — целое. 
Все графики этих функций проходят через точку 
(1, 1) и касаются оси х в точке (0, 0). Их иногда 
называют параболами п-го порядка. Тогда (0, 0) 
считается точкой и-кратного касания кривой с 
осью х (ср. п-кратный нуль, см. 2.3.2). Если п чет- 
но, то функция имеет в точке х =0 минимум 
и график симметричен относительно оси у 
(рис. 1.11,а). Если п нечетно, то точка (0, 0) – 
точка перегиба с горизонтальной касательной и 





кривая симметрична относительно начала коорди- 
нат (рис. 1.11, 6). Графики функций у = ах" в слу- 


чае а > 0 получаются растяжением ординат в а раз, 
а в случае а < 0 – растяжением в |а| раз и 
последующим зеркальным отображением относи- 
тельно оси х. 

1.2.1.2. Дробно-рациовальные функции. 

Обратная пропорциональность: у = 
= ајх, а + 0. График такой функции — равносто- 
ронняя гипербола с действительной полуосью 


/2|а| (расстояние от вершины до центра), с 
центром в начале координат и с асимптотами — 
осями координат. Функция имеет один полюс 
1-го порядка (см. 2.5.1.2.2) в точке х = 0. Зкстре- 
мумов нет. При а> 0 функция в интервалах 
(— оо, 0) и (0, +оо) монотонно убывает, график 
лежит внутри первого и третьего квадрантов, 


вершины гиперболы — в точках я (Ха, Иа) и 


в(- Иа, - Уд) Говорят, что у обратно пропор- 
ционально х (рис. 1.12). При а <0 функция в тех 





Рис. 1 12 


же интервалах монотонно возрастает, график лежит 
внутри второго и четвертого квадрантов, верши- 


ны гиперболы —в точках А’(— ујај, На) и 
В (И а|, = Иа} (рис. 1.12, штриховые кривые). 


Дробно-линейные функции: у= 
ах + Б; а Б; 

=_= #0, а, # 0. Графики 
ах + Б, а» Р, 2 раф 








функций - также равносторонние гиперболы с дей- 
ствительными полуосями 12 | 1/| а, |, с центрами 
С(-5,/а», а, ја) и с асимптотами, параллельными 
осам координат и проходяшими через С. Функции 





имеют один полюс 1-го порядка в точке 
ин 
| 2<0 
| 
| 
А 
| 
1 
ЫО— — е 
т 
Рис. 1.13 
хр = -8;/аҙ). Зкстремумов нет. Если Б<0, то 


функции в интервалах (- оо, —Ь›/а2) и(-Бо/а», + оо) 
монотонно убывают, вершины гипербол находятся 
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в Точках (рис. 1.13) 














в И а 


% 
а; | а; | а; | а; | 


И 2 
Если р> 0, то функции в данных интервалах 
монотонно возрастают, а вершины гипербол нахо- 


датса в точках 








41 МОЈУ 
—— + , 
а» |42| аҙ | 42 | 

и ИР 


|аз| 92 | а; | 








Некоторые нелинейные 
рациональные функции. 


дробно- 


ђ с 
1°. Функция у= а + — + ==, Б ж 0, с + 0. 


График такой функции (рис. 1.14) также рас- 
падается (подобно графикам дробно-линейных 





8) с<02>0 


2с<048<0 
Рис. 1.14 


функций) на две ветви, так как функция имеет 
полюс 2-го порядка в точке х, = 0. Ось у и 
прямая, уравнение которой имеет вид х ~ а = 0,- 
асимптоты этой кривой. 


Одна из двух ветвей кривой пересекает асимп- 


тоту у—а = 0 в точке А(-с/Ь, а), в то время как 
другая ветвь при Б < 0 монотонно возрастает, а 
при Б > 0 монотонно убывает. Функции имеют один 
экстремум в точке х = -2с/6 с соответствующим 
значением функции у=а- Ь2/(4с) (точка В на 
рис. 1.14). Точка перегиба С имеет координаты 
(— 3с/Ь, а — 262/9с)). При А = 4ас — Б? < 0 кривая 
дважды пересекает ось х: в точках 


2(- > СА), Е( > 


2а |2а| 





При А-(0 кривая касается оси х в точке 
(—0/(2а), 0). Если А>0, то точек пересечения с 
осью х нет. 





2°. Функция у = ; а 0. График 


ах? + бх + с 
этой функции симметричен относительно верти- 
кальной прямой, уравнение которой имеет вид 
х = – (2а), а ось х является для нее асимпто- 
той (рис. 1.15). Вид кривой существенно опре- 
деляется значением дискриминанта А = 4ас — В. 





0)4-0 





Рис. 1.15 


1 
-ах? – Вх – с 
ляется зеркальным отображением относительно 
оси х графика данной функции, то достаточно 
ограничиться случаем а > 0. Функция не имеет 
нулей. 
а) А > 0. Для каждого значения х функция 


Так как график функции у = ЯВ- 


положительна и непрерывна; в точке Хаах = 
= — (2а) она имеет максимум, равный 4а/А. 
В промежутке (-00, хь] она монотонно воз- 
растает, а в промежутке [Хра» + оо) монотонно 


убывает. График имеет точки перегиба 








| үл за) ( үл за) 
В Хтах — », атр С Хтах + 7 А 
га уз А 2а)/3 
с Наклонами касательных в этих точках 
во: -а7(3/А)72 и ір, --а?(3/А)%2 соответ- 


ственно (рис. 1.15,а). 

6) А-0. В точке х, = —Ь/(2а) функция имеет 
полюс 2-го порадка, а для всех остальных значений 
х функция положительна и непрерывна. В интер- 
вале (-оо, х,) она монотонно возрастает, а в 
интервале (х,, +оо) монотонно убывает 
(рис. 1.15, 6). 

в) А < 0. Функция имеет в точке Хаа, —– 5/(2а) 


максимум, равный 4а/А, а в точках Хр, = 


= Хах + У -А/2а) и Хр, -Хта- У – А/2а) — по- 
люсы 1-го порядка. В промежутке (— оо, хр,) она 
положительна и монотонно возрастает, в проме- 
жутке (Хр, Хтах| Отрицательна и монотонно воз- 
растает, в промежутке |Хтах» хр.) отрицательна 
рр 790) 


положительна и монотонно убывает. Для всякого 


и монотонно убывает, в промежутке (х 


значения х, за исключением х-х, и х=х,,, 
функция непрерывна (рис. 1.15, в). 
х 
3°. Функция у = —— ас # 0. На 
у 7 > ах? + ы с, 


тех же основаниях, что и в предыдущем при- 
мере, можно ограничиться случаем а > 0. График 
этой функции пересекает ось х в начале координат 
и имеет асимптотой ось х (рис. 1.16). Обозначим 
А = 4ас — Ь?. 
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6)4<0 
ои В разных знаков оси В отрицательни о и/8 положительны 


Рис. 1 16 


а) А> 0. Для каждого значения х функция не- 


прерывна и имеет в точках Хал = ус/а и 
Хтах = |/ с/а минимум и максимум со значениями 


(-5- 2Иас)/А и (-Ь + 2 УасуА соответственно. 
В промежутке (— 00, Хаһ| она монотонно убы- 
вает, в промежутке |Хам, Хих| монотонно воз- 
растает, в промежутке [х„„,, +оо) монотонно 
убывает. Существуют три точки перегиба 
(рис. 1.16, а): корни уравнения а?х? — Захс — Бс = 0. 

б) А = 0. Из того, что ас #0 и а> 0, сле- 
дует, что 550, с> 0. Для каждого значения х 
имеем ах? + Вх + с = а(х + ђ/2а)7. В точке 
х, = – (2а) функция имеет полюс 2-го порядка, 
а при всех остальных значениях х она непрерывна. 
График имеет одну точку перегиба х = б/а. 
1) Б> 0. В точке хах = Р/(2а) функция имеет 
максимум со значением функции 1/(25). В проме- 
жутке (— оо, х, она монотонно убывает, в про- 
межутке (х, Хтах| монотонно возрастает, а в про- 
межутке |Хтшх» +00) монотонно убывает 
(рис. 1.16,61). 2) 5<0. В точке хам = 0/24) 
функция имеет минимум со значением 1/25). 
В промежутке (- оо, Хал | она монотонно убывает, 
а в промежутке | Хаш, Хр) монотонно возрастает, 
в промежутке (х, +оо) монотонно убывает 
(рис. 1.16, 6›). 

в) А < 0. Многочлен в знаменателе имеет два 
различных действительных корня в точках 


и = (–ђ – у А)/(2а) и В = (Б + У – Аја), и так 
как «В = сја # 0, то о, В = 0. Функция имеет в точ- 
ках х та и хр, = В полюсы 1-го порядка. 


1) «<0, В>0. В интервалах (—о0, 9), (о, В), 
(В, + оо) функция монотонно убывает и не имеет 
экстремумов (рис. 1.16, в). 2) а < 0, В < 0. Функция 


имеет в точке Хала = — Ис/а минимум, а в точке 
Хаах = | сја максимум. В промежутках (- оо, а), 
(%, Хам, [Хата +00) она монотонно убывает, в 


промежутках (хал, В), (В, Хаг] монотонно воз- 
растает (рис. 1.16,8:) 3) а>0, В > 0. Функция 
имеет в точке х„„ = - | с/а минимум, а в точке 
хаах = с/а максимум; в промежутках (- 00, Хана, 
| Хаах» В), (В, + со) она монотонно убывает, в про- 
межутках | Хаш, 9), (0, хь; | монотонно возрастает 
(рис. 1.16,63). Единственная точка перегиба — ко- 
рень уравнения а?х? — Захс - Бс = 0. 
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4”. Степенные функции у- 
= ах ", а#0, п- целое поло- 
жительное число. У этих функ- 
ций нет зкстремумов, в точке 
хр=0 они имеют полюс по- 
рядка п, их графики при четном 
п симметричны относительно 
оси у, а при нечетном п цент- 
рально симметричны относи- 
тельно начала координат. Коор- 
динатные оси — асимптоты кри- 
вых. При а>0 и п четном 
функции в интервале (0, +оо) 
монотонно убывают, а в интер- 
вале (- 00, 0) монотонно возра- 
стают; при а> 0 и п нечетном 





функции в обоих интервалах Рис. 117 
монотонно убывают. При а< 0 
графики функций получаются 


вертикальным отражением относительно оси х 
графиков у=|ајх ". Если а= 1, то графики 
проходят через точку А(1, 1). На рис. 1.17 пока- 
заны графики функций у=х Зиу=х 3. 
1.2.1.3. Иррациональные функции. 
Квадратный корень из линейного 


двучлена: у= + ах + Ь, а = 0. 

Рассмотрим случай, когда перед радикалом 
взят знак +. Если а> 0, то везде в области 
определения —бја < х < + о 
функция неотрицательна и 
монотонно возрастает. Если 
а<0, то везде в области 
определения - оо <х < —бја 
функция неотрицательна и 
монотонно убывает. Функ- 
ция равна нулю при х = 
= --Р/а, ее график представ- 
ляет собой часть параболы с вершиной (-Б/а, 0) 
и параметром р=а/2, лежащую над осью х 
(рис. 1.18). Если перед радикалом взят знак -, 
то график получается зеркальным отражением 


относительно оси х графика у=+ и ах + Б. 
Оси парабол совпадают с осью х. Ср. 2.6.6.1.2. 
Квадратный корень из квадратно- 
го трехчлена: у = + Иах? + Бх + с, а # 0. 
1) а<0, А = 4ас – Б? > 0. В этом случае выра- 
жение не определяет никакой действительной 
функции с непустой областью определения. 
2) а<0,А<0. Область определения — отрезок 


Го В], где «-(-БВ + у-А)а) и В-(-Ь- 
– У –Ај(га). Функция имеет в точке Ь/(2а) мак- 
симум, равный ү/А/(4а) (перед корнем знак +), и 
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минимум, равный — У Ада) (перед корнем знак 
-); на концах области определения она равна нулю. 
График функции представляет собой часть эллипса 
с центром (—0/(2а), 0) и вершинами в точках 
А, В, С, р, лежащую в верхней полуплоскости 
(рис. 1.19,а) (перед корнем знак +) и в нижней 
полуплоскости (рис. 1.19,6) (перед корнем знак —). 

3) а> 0, А > 0. Функция определена при любом 
значении х, не имеет нулей, но при х = -9/9/0а) 





имеет минимум, равный У Ада) (перед корнем 


знак +), и максимум, равный - ИАЛ4а) (перед 
корнем знак —). График состоит из ветвей 
гиперболы с центром (-Р/2а), 0) и осью х в ка- 
честве мнимой оси (рис. 1.19,6); при этом 
верхняя ветвь соответствует знаку + перед корнем, 
а нижняя — знаку —. 

4) а>0, А<0. Область определения этой 
функции распадается на промежутки (- оо, о), 


(В, +оо), где «=(–ђ— у – Аја) В-(-5- 
+ у – А)/(2а). Функция обладает двумя нулями в 
граничных точках области определения. 

График состоит из двух ветвей гиперболы 
с центром (—Ь/2а), 0) и осью х в качестве 
действительной оси (рис. 1.19, в); при этом части 
гипербол, лежашие в верхней полуплоскости, соот- 
ветствуют знаку + перед корнем, а лежацие в 
нижней полуплоскости — знаку —. 

Степенная функция: у = х“, К = т/п, т, 
п — взаимно простые целые числа, пе +1. 

1) К > 0. Функция имеет один нуль при хо = 0, 
и график проходит через точку (1, 1). Если и 
четное, то область определения — промежуток 
(0, +оо). Если и нечетное, то она определена 





Рис. 1 20 


при любом значении х. Если и нечетное, а т 
четное, то ось у — ось симметрии графика; если 
п и т нечетные, то график центрально сим- 
метричен относительно начала координат. Если 
п> т, то ось у — касательная к кривой в точке 
(0, 0); если т > и, то касательная в точке (0, 0) — 
ось х (рис. 1.20). 

2) К < 0. При х, = 0 функция имеет полюс к-го 
порядка - точку разрыва (точка разветвления с не- 
ограниченно возрастающим модулем значения 
функции). При п четном она определена в интер- 
вале (0, +оо), а при и нечетном — для любого 





Рис. 1.21 


значения х # 0. Экстремумов нет. Графики этих 
функций проходят через точку (1, 1) и имеют 
асимптотами оси координат. Они обладают теми 
же свойствами симметрии, что и кривые, описан- 
ные в 1) (рис. 1.21). 


12.2. ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ 


1.2.2.1. Тригонометрические и обратные тригоно- 
метрические функцин. 

Обшая синусоидальная зависи- 
мость: у = Азш (ох + Фо), А > 0, о> 0. 

1) При А = 1, о = 1 и фо = 0 имеем обыкновен- 
ный синус: у = біп х. Это периодическая функция 
с периодом Т --2л (см. 2.5.2.1). Ее график — 
синусоида (рис. 1.22,а) пересекаюшая ось х В точ- 
ках В, с координатами (ил, 0) (п — любое целое 
число), которые одновременно являются точками 
перегиба кривой. Касательные в этих точках 
образуют с положительным направлением оси х 
угол либо п/4, либо —п/4. Максимумы функ- 
ции лежат в точках Ха», = 7/2 + 2пл, минимумы — 
в точках Хат, = - 7/2 + 2пл. Значения функции 


у удовлетворяют неравенству —1<у< 1. 

2) График общей синусоиды с амплитудой А, 
круговой частотой о и фазой Фо представлен 
на рис. 1.22,6 (незатухающее гармоническое коле- 
бание; о затухающем гармоническом колебании 





см. 1.2.2.2). Его получают из синусоиды аффинным 
преобразованием: растяжением в А раз в направ- 
лении оси у, растяжением в 1/5 раз в направ- 
лении оси х и последующим параллельным пере- 
носом по оси х на -Фо/0. Функция имеет 
период Т -2л/о и нули в точках (пл — Фо)/0. 
Максимумы расположены в точках (л/2— Фо + 
+ 2пл)/о, минимумы —в точках (-л/2- фо + 
+ 2пл)/о. Все значения функции удовлетворяют 
неравенству - А<у< А. 

Косинус: у = соѕ х. Так как соѕх = зщ (х + 
+ 1/2) для любого х, то функция сов х представ- 
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ляет собой частный случай обшей синусоидаль- 
ной зависимости: А = о = 1, Фо = п/2. Поэтому 
ее график — сдвинутая по оси х на -х/2 
синусоида (рис. 1.23). Нули — в точках 1/2 + ил, 





Рис. 1.23 


максимумы — в точках 2ил, минимумы — в точках 
(Сп + 1) я. Период Т = 2л. 

Тангенс: у = ір х. Область определения этой 
функции представляет собой бесконечное число 
открытых интервалов (— 7/2 + пл, 1/2 + пл), где 
п — любое целое число. В каждом из этих интер- 
валов функция монотонно возрастает и имеет нуль 
в точке Хол = пл. Функция периодична с периодом 
Т = п. В точках (п/2) + ил функция имеет полюс 


9 





Рис. 1.24 


1-го порядка. Точки пересечения ее графика с 
осью х – это одновременно и точки перегиба. 
Касательные в этих точках составляют с положи- 
тельным направлением оси х угол л/4 
(рис. 1.24). 

Котангенс: у = ср х. Область определения 
этой функции представляет собой бесконечное 
число открытых интервалов (пл, (п + 1) п), где п — 
любое целое число. В каждом из этих интер- 
валов функция монотонно убывает и имеет один 
нуль в точках хо = (1/2) + пл. Функция перио- 
дическая с периодом Т = п. В точках ил она 
имеет полюс 1-го порядка. Точки пересечения 





Рис. 125 


ее графика с осью х — это одновременно и точки 
перегиба. Угол, образуемый в этих точках ка- 
сательными к кривой с положительным на- 
правлением оси х, равен -л/4 (рис. 1.25). В 


области определения 
сір х = —!р ((п/2) + х). 
Секанс: у = зесх. Эта функция определена в 
открытых интервалах (— (л/2) + пт, (л/2) + пл) 
соотношением вес х = 1/соѕ х и имеет в точках 
Хр, = (л/2) + пп полюсы 1-го порядка. Функция 


справедливо равенство 


периодична с периодом Т = 2л (рис. 1.26). При 
любом х из области определения справедливо 





Рис. 1 26 Рис. 1 27 
неравенство | ѕесх | > 1, минимумы функции нахо- 
дятся в точках 2пп, максимумы —в точках 
(20 + 1) т. 

К осеканс: у = соѕес х. Функция определяется 
в открытых интервалах (пл, (п + 1) х) равенством 
соѕес х = 1/$1п х; она периодична с периодом 
Т = 2п и имеет в точках х, = ил полюсы 1-го 


Рп 
порядка (рис. 1.27). Так как при любом х из 
области определения справедливо равенство 


соѕес х = ѕес(х — п/2), то график совпадает со сдви- 
нутым на л/2 по оси х графиком функции 
у = ѕес х. Функция имеет минимумы в точках 
п (Ап + 1)/2 и максимумы в точках л (4и + 3)/2. 

Арксинус: у = агсѕіп х. Эта функция явля- 
ется обратной к функции у = ѕіп х на отрезке 
-1/2<х<л/2 (рис. 1.28). Таким образом, ее 
область определения 1 < х< 1, а область зна- 
чений — 1/2 < у < л/2. Функция монотонно воз- 
растает и имеет нуль при хо = 0. Ее график - 
часть синусоиды, зеркально отраженной относи- 
тельно прямой х — у = 0 (биссектрисы первого и 
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Рис. 1.29 


Рис. 1.28 


третьего квадрантов). График имеет в начале 
координат точку перегиба; касательная в этой 
точке составляет с осью х угол ф=п/4 (см. 
также примечание в конце 1.2.2.1). 
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Арккосинус: у = агссоѕ х. Эта функция яв- 
ляется обратной к функции у = соѕ х на отрезке 
0<х<л. Таким образом, ев область опреде- 
ления —1<х<1, а область значений 0<у<л 
(рис. 1.29). Функция монотонно убывает. Ее график — 
часть косинусоиды, зеркально отраженной относи- 
тельно прямой х – у = 0. График имеет в точке 
(0, 7/2) точку перегиба; касательная в этой точке 
составляет с осью х угол ф = 3п/4 (см. также 
примечание в конце 1.2.2.1). 

Арктангенс: у = агср х. Эта функция яв- 
ляется обратной к функции у = іе х на интервале 
-1/2 < х < п/2. Следовательно, ее область опреде- 
ления -о<х< оо, а область значений 
—п/2 Су <%/2 (рис. 1.30). Функция монотонно 





Рис. 1.30 


возрастает и имеет нуль при хо =0. Ее график 
получают зеркальным отражением соответствую- 
щей ветви графика функции у = їо х относительно 
прямой х-у-0. В начале координат функция 
имеет точку перегиба; угол, образуемый касатель- 
НОЙ в этой точке с осью х, равен Фф -л/4. 
Прямые у-л/2-0 и у-л/2 = 0 – асимптоты 
при хэ - оо и х-» + х соответственно (см. также 
примечание в конце 1.2.2.1). 

Арккотангенс: у = агссір х. Эта функция 
является обратной к функции у = сіе х на интер- 
вале 0 < х < пл. Следовательно, ее область опре- 
деления -о<х< +оо, а область значений 
О <у<л (рис. 1.31). Функция монотонно убывает 





Рис. 1.31 


и не имеет нулей. Ее график получают зер- 
кальным отражением соответствующей ветви 
графика функции у = ср х относительно прямой 
х— у= 0. . Этот график имеет точку перегиба 
(0, 7/2); угол, образуемый касательной в этой точке 
и осью х, равен ф = 37/4 Прямые у= 0 и 
у= п = 0 – асимптоты при х— +оо и х--о 
соответственно (см. также нижеследующее приме- 
чание). 


Примечание Если х — фиксированное действительное 
число, - | < х < |, то множество всех действительных чисел 
у, для которых х = $п у, обозначают Агсвіп х; следова- 
тельно, Агся х = {у| х = $ѕіп у) В каждом таком множестве 


Агсѕіп х существует единственное действительное у = 
= агсѕіп х, которое называется главным значением 
Агсзт х. Отсюда следует: уе Агсѕіп х тогда и только тогда, 
когда имеется целое число л, при котором у= 
= (— 1) агсѕіп х + пл. Соответственно получают: уе Агссоѕ х 
тогда и только тогда, когда существует такое пе? (2 — 
множество целых чисел), что у = +агссоѕ х + 2пл. 

Далее, уе Агсір х при хе(- оо, + оо) тогда и только тогда, 
когда существует такое пе, что у= агсірх + пл; 
уе Агссів х тогда и только тогда, когда существует такое 
ПЕЙ, что у = агсї х + пл 

Графики многозначных функций Агсѕіп х, Агссоѕ х, 
Агсір х, Агссір х изображены соответственно на рис. 1.28 — 
1.31 штриховыми линиями. 


1.2.2.2. Показательные и логарифмические 
функции. 
Показательные функции: у=е = 


= ехр {Бх}, ђе 0 (их называют также зкспонен- 
циальными). Функция (рис. 1.32) определена при 





Рис 1.32 


всех значениях х, не имеет ни нулей, ни экстре- 
мумов. Ее значения всегда положительны. Обозна- 
чив а = е, имеем е = а“ для всех значений х, 
а> 0, а 1. При Ь>0 (т.е. а> 1) функция 
монотонно возрастает, при ђ<0 (т. е. 0 <а < 1) 
она монотонно убывает. Важные частные случаи: 


у = е* = ехр х, 


у= е * = ехр(- х). 


График проходит через точку (0, 1) и имеет ось х 
в качестве асимптоты при х > — оо. 

Л огарифмические функции: у = 108, х, 
а> 0, а + 1. Они являются обратными функциями 





Рис. 1 33 


для показательных функций. Область значений: 
- оо < у < + оо. Обозначая В = Іп а, имеем в области 
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определения 108,Х-41(1/5)Їїйх, ђеб. При а»! 
(т.е. р > 0) функция монотонно возрастает, при 
О<а< 1 (т.е. Б< 0) она монотонно убывает 
(рис. 1.33). Важный частный случай: а=е (т. е. 
Б = 1), у-іпх. График проходит через точку 
(1, 0) и имеет асимптотой ось у. При каждом 
отличном от нуля значении ђ функции у = е“ и 
у = (1/6) шх взаимно обратны; их графики совме- 
щаются друг с другом при зеркальном отра- 
жении относительно прямой х – у = 0. 
Функции у =ђе 9 = рехр { — (ах)?}, а# 0, 
ђ > 0. Функция (рис. 1.34) определена при всех 
значениях х, ее область значений: 0 <ух<2. 





В промежутке - оо < х < 0 она монотонно воз- 
растает, а в промежутке 0 < х < + оо монотонно 
убывает и имеет при х = 0 максимум уһ; = Ё. 
График симметричен относительно оси у и име- 
ет две точки перегиба: В(1/(а у2), Буе) и 
с(-1/Даү/), уд). Касательные в этих точках 
2/е и 
оф» = ађу {е. Важный частный случай: ђ= 
= 1/(с у 2л), а= с (2 (это гауссова кривая — кривал 
нормального закона распределения ошибок, 
ср. 1.1.2.6.1). 

Функции у = ае?“ + се“, абђса = 0. Функции 
(рис. 1.35) определены при всех значенилх х. 


имеют угловые коэффициенты [2 Ф, = —ађ 





Рис 135 


Их рассматривают как сумму функций у, = ае?“ 
и у; = се“ (о частных случаях 5-1, 4= –1 и 
а=< = 1/2 или а= —с = 1/2 см. 1.2.2.3). Можно 
выделить четыре типа, для каждого из которых 
сушествует четыре случая. Для каждого типа рас- 
сматривается один случай. Графики функций в 


остальных случаях получают из графика рассмо!- 
ренного случая путем зеркального отображения 
относительно оси х, оси у или обеих осей. 

а) ас>0, 54 >0. На рис. 135а изображен 
случай а>0, с>0 и 5»0, 4»0. Функция 
монотонно возрастает. Экстремумов и нулей нет. 
График не имеет точек перегиба, ось х — асимп- 
тота. 

6) ас> 0, 140, На рис. 1.356 изображен 
случай а> 0, с>0, Б>0, 4 < 0. Функция имеет 
минимум в точке Хал, не имеет нулей. В про- 
межутке (— 00, хат | она монотонно убывает, а в 
промежутке |хам, +оо) монотонно возрастает. 
График не имеет точек перегиба и асимптот. 

в) ас< 0, Ь4 > 0. На рис. 1.35, в изображен 
случай а> 0, с<0, Б>0, 4>0. Функция имеет 
один максимум в точке нуль при 

Іп (— с/а) 
Хо = ------ 

ђ— а 
тонно возрастает, а в промежутке |х,» + 00) 
монотонно убывает. График имеет одну 'точку 
перегиба, ось х — асимптота. 

г) ас < 0, Ра < 0. На рис. 1 35, г изображен случай 
а<0, с> 0 и Ь<0, 4> 0. Функция не имеет 
экстремумов, монотонно возрастает и имеет один 
нуль в хо. У графика одна точка перегиба. 
Асимптот нет. 

Экстремальные значения (типы б) и в)) в точке С 
достигаются при х = (1/(4 - Ь))-т(-аБ/са)), 4 = Ь. 
Нули (типы в) и г): х = (Май – Ь))-тп(-а/с), 
Я #8. Точка пересечения с осью у: А(0, а + с), 
абсцисса точки перегиба р (типы в) и г): 
х = (Ма — Б)) 11 (-— аБ2/(са?)), а = Б. 


рх + сх 


Хтах» 


. В промежутке (- 00, Хах | она моно- 


Функции у = ае = аехр {Вх + сх?), ас > 
= 0. Графики этих функций симметричны отно- 
сительно прямой 2сх + Б = 0. У функций нет нулей, 
но есть один экстремум в точке А(-—Ь/(2‹), 
аехр { —5?/(4<)}). 

Различают два типа графиков функций, кото- 
рые изображены для случая а> 0 на рис. 1.36 


9 






а)с>0 


Рис 136 


(при а < 0 нужно зеркально отобразигь кривые 
относительно оси х). 

а) с> 0, а> 0. Экстремум — минимум; функция 
в промежутке (— оо, Хаи] монотонно убывает, а в 
промежутке | Хаш, + оо) монотонно возрастает. 
Точек перегиба и асимптот нет (рис. 1.36, а). 

6) с<0, а> 0. Экстремум — максимум; функ- 
ция в промежутке (— 00, х.х] монотонно воз- 
растает, а в промежутке [х„„,, 400) монотонно 
убывает. Ось х — асимптота (рис. 1.36,6) Точки 
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перегиба имеют координаты 


в( 25+ – 2с „со | 02420) 
22 у р 4с | 


2 , 
Ема вех] - өза), 


2с 4с 


Функцииу = ахје“ = ахРехр (сх), ађс = 0. Если 
в качестве Ы взять любое отличное от нуля 
действительное число, то функции при 9-0 
определены в промежутке 0 < х < +оо, а при 
ђ<0—в промежутке 0<х< + оо. Здесь снова 
достаточно рассмотреть случай а > 0 (при а< 0 
графики получаются зеркальным отображением 
относительно оси х). | 

а) с> 0, Б> 1 (рис. 1.37, а). График касается 
оси х в точке (0, 0). Функция монотонно 
возрастает. 

6) с> 0, Б = 1 (рис. 1.37, 6). График проходит 
через точку (0, 0) и касается в этой точке 
прямой х — у = 0. Функция монотонно возрастает. 








4 
>. 
1с>08>! 
ЛЛ 
А 
т 0 г 0 
Әс>00<0 дс<06>! бс<08-/ 
0 КА 
жЖс<00<4<1 3)с<0,0<0 
Рис 137 


в) с> 0, 0 <р < 1 (рис. 1.37, в). График касается 
оси у в точке (0, 0) и имеет точку перегиба С 


с абсциссой (/»- ђус. Функция монотонно воз- 
растает и не имеет экстремумов. 

г) с> 0, Б <0 (рис. 1.37, г). Ось у- асимптота. 
Функция имеет минимум в точке х = -Б/с и 
монотонно убывает в промежутке (0, — Р/с], а в 
промежутке [— р/с, + оо) монотонно возрастает. 

д) с<0, Б> 1 (рис. 1.37, д). График касается 
оси х в точке (0, 0) и имеет две точки перегиба 


С и р с абсциссами хе = (6 + УРИ-9 и 


хр = (Б — Б) – с). Ось х — асимптота. Функция 
имеет максимум при х = —В/с. В промежутке 
(0, -5/с| монотонно возрастает, а в промежутке 
(-Мс, + 00) монотонно убывает. 

е) с<0, 5-і (рис. 1.37, е). График проходит 
через точку (0, 0) и касается в этой точке 
прямой ах — у = 0. Существует только одна точка 
перегиба С с абсциссой хс = -2/с, аналогичная 


рассмотренной в д), и единственный максимум 
при х = - 1/с. 

ж) с<0, 0 <Б < 1 (рис. 1.37, ж). График каса- 
ется оси у в точке (0, 0). Существует только 
одна точка перегиба С с абсциссой хс = 


= (Б + Уру(– о) и единственный максимум при 
х = — 1/с. 

3) с«0, Б<0 (рис. 1.37, з). Оси координат - 
асимптоты. Функция монотонно убывает в интер- 
вале (0, + оо). 

Функции у = Ае “зш(ох + Фф), А>0, ар 0, 
о > 0. Графики этих функций (рис. 1.38) представ- 
ляют собой при х>0 затухающие гармони- 


ческие колебания, если интерпретировать х как 





Рис. 1 38 


время, а у как отклонение (при а = 0- незату- 
хающие гармонические колебания, см. 1.2.2.1). 
Кривая располагается в области, ограниченной 
графиками функций у=Ае“ и у=-—Ае “ 
(изображены штриховыми линиями), ииеющими ось 
х в качестве асимптоты. 

Координаты точек касания А; рассматриваемой 


- ах 


кривой с графиками функций у = Ае и 
у = – Ае равны 
к + 0,5)л - - 
х= бірле уь -(-1) Ае", 


К — целое. Точки пересечения с осями координат: 
В(0, Аѕіп ф), С, (кл — ф)/о, 0); точки зкстремума 
(абсциссы точек Ор: (Кл – ф + 
+ агсір (о/а))/о; абсциссы то- 
чек перегиба Е: (Кл-ф- 
+ 2 агстр (о/а))/о; логариф- 
мический декремент: б = 
= Іа | уг/у, +1 | = ах/о. 


1.2.2.3. Гиперболические функ- 
цин. 
Гиперболический си- 
ее “ 
2 


МОНОТОН- 


7 


Функция нечетная, 
но возрастаюшая. Ее график 
(рис. 1.39) центрально симмет- 
ричен относительно начала ко- 
ординат Точка (0, 0) является 
точкой перегиба кривой. Угол наклона ф каса- 
тельной в” точке (0, 0) равен 1/4. 





Рис 139 
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Гиперболический косинус: у=сћх = 
е +е > 
= Эта функция в промежутке (- оо, 0] 


монотонно убывает, а в 

промежутке (0, + оо) моно- 

тонно возрастает, имеет при 
го хо =0 минимум со значени- 
/ ем функции, равным единице. 
Ее график (рис. 1.40) сим- 
метричен относительно оси 
у и является цепной лини- 
ей (см. 1.3.4). В окрест- 
ности точки А (0, 1) он хо- 
рошо аппроксимируется гра- 
фиком функции у=1 + х2/2 
(парабола на рис. 1.40 изо- 
бражена штриховой линией, 
касание 3-го порядка). 
Гиперболический тангенс: у = Шх = 


е-е 
= -------. Функция монотонно возрастает, все 





-2-1 0 1 2 г 
Рис. 1.40 


ее значенил лежат меж- 


ду —1 и 1. График 
(рис. 1.41) центрально 
симметричен относитель- 
но начала координат. 
Точка (0, 0) является 





точкой перегиба кривой. 
Угол наклона ф касатель- 
ной в точке (0, 0) равен 
л/4. Прямые у—1=0 и у+1 = 0 – асимптоты 
при х -+ +оо и х-+ — о соответственно. 
Гиперболический котангенс: у= 
х -х 
сте В интервалах ( – оо, 0) и (0, + оо) 
ех – е 
функция монотонно убывает; в точке х, = 0 она 
имеет полюс первого порядка. Нулей нет. 
График функции (рис. 1.42) центрально симметри- 
чен относительно точки (0, 0). Прямые у – 1 = 0, 


= С х = 





Рис. 1.42 


у+ 1 = 0 – асимптоты при х— + оо и х— ~ о 
соответственно; прямая х = 0 — вертикальная асим- 
птота. 

А реасинус: у= Атѕћ х =1п(х+|/х2 +1). Эта 
функция является обратной функцией для 
у = их на интервале (—– оо, +оо) и поэтому 
монотонно возрастает. График (рис. 1.43) по- 
лучают зеркальным отражением графика у = $һ х 
относительно прямой х – у = 0. Точка (0, 0) – 
центр симметрии кривой и одновременно точка 


перегиба. Угол наклона Фф касательной в точке 
(0, 0) равен 7/4. 

А реакосинус: у = Агсћх = ш (х + Их? – 1). 
Эта функция двузначная. Она является обратной 





функцией для у-сһх в промежутке [0, +оо) 
и в промежутке (— оо, 0]. Ее область опре- 
деления 1 <х< +оо. В области определения 
верхняя ветвь монотонно возрастает, а нижняя 
монотонно убывает. Ее график (рис. 1.44) касает- 
ся в точке А(1, 0) прямой, параллельной оси у, 





и является графиком у = сһ х, зеркально отра- 
женным относительно прямой х – у = 0. 

| + х 
1-х 
функция является обратной функцией для у = Шх 
на интервале (-оо, +оо). Ее область определе- 
ния -і <х< 1, область значений — оо < у < + о. 
Функция нечетная, монотонно возрастающая. Гра- 
фик функции (рис. 1.45) центрально симметричен 


Ареатангенс: . Эта 





| 
= Ат ћх = — 1 
у гіћ х 5 п 





Рис. 1.45 Рис. 1.46 


относительно точки (0, 0), причем эта точка - 
одновременно и точка перегиба. Касательная в этой 
точке имеет угол наклона Ф = п/4, прямые 
х-1=0 и х+1 = 0 – асимптоты. График функ- 
ции получается зеркальным отражением графика 
у = Шх относительно прямой х – у = 0. 
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1 х 
Ареакотангенс: у=Атоћх = Ш = Зта 


функция является обратной функцией для у= 
= сих в обоих интервалах монотонности 
(-оо, 0) и (0, +оо). Следовательно, ее область 
определения распадается на интервалы (— 00, - 1) 


и (1, +оо), в которых она монотонно убывает. 
Ее график (рис. 1.46) центрально симметричен 
относительно точки (0, 0); он получается путем 
зеркального отражения относительно прямой 
х— у=0 графика у = сшх и имеет асимптоты 
у=0,х+1=0х—1=0. 


1.3. ВАЖНЕЙШИЕ КРИВЫЕ 


Если Е (х, у) = 0 — уравнение, имеющее решения 
и не являюшееся тождеством (см. 2.4.1.2), и если 
О = {(а, Ь)| Е (а, Б) = 0) - множество всех упорядо- 
ченных пар действительных чисел а и 6, для 
которых Ғ(а, Б) =0, то множество 1, = 
= (Ма, Б) (а, Бе О) всех точек М плоскости, 
имеюших в какой-либо системе координат 5 
координаты а и Б, называют плоской кривой, 
определенной в 5 уравнением Е(х, у) =0. Если 
Е (х, у) представляет собой, в частности, выраже- 
ние у- /(х) и система координат декартова, то 
кривая 1, является графиком функции у- /(х) 
(см. 1.2). Таким образом, уравнение кривой зависит 
не только от вида кривой, но и от системы 
координат. 

Кривая Г, называется алгебраической кривой 
порядка п, если имеются декартова система 
координат и многочлен Е(х, у) переменных х, 
у степени и такой, что Ғ(х, у) = 0 является 
уравнением кривой І, в этой системе коор- 
динат. 

В полярной системе координат (см. 2.6.5), как 
правило, ограничиваются уравнениями вида 
р = (Ф). Тогда р = /(Ф) рассматривается как 
уравнение кривой І, в полярных координатах. 

Если х-х() и у-у(4) - две функции, опре- 
деленные в одном и том же промежутке 1, и 
5 — декартова система координат, то обе эти 
функции называются параметрическим представле- 
нием кривой 


Ге {М(х (0, у(г))|те1). 


1.3.1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ КРИВЫЕ 


Об алгебраических кривых 1-го и 2-го поряд- 
ков см. 2.6.6.1. 

1.3.1.1. Кривые 3-го порядка. 

Полукубическая парабола (рис. 1.47). 
Уравнение кривой: а?х? - у? = 0, а > 0. Параметри- 
ческое представление: х = г, 
у = а, – оо <1 < + оо. Кривиз- 
на К кривой в точке с абсциссой 
х: К = ба/Ух(4 + 9а? х)23/2). 
Длина [ дуги кривой от начала 
координат до точки М с абсцис- 
сой х:! = ((4 + 9а2х)?/? — 8)/(27а?). 

Локон Аньези (рис. 1.48). 
Уравнение кривой: (х? + а?) у – 
-а = 0, а>0. Асимптота: 
у = 0. Радиус кривизны в 
вершине А (0, а): Ед = а/2. Точ- 
ки перегиба: В(а/ Из, За/4), 


С(–ајуз, За/4). Угловые козф- 
фициенты касательных в точках 


9 





Рис. 1.47 


перегиба: оф = – 3 (3/8, Ро: = 3 Из. 
Площадь между кривой и асимптотой: 5 = ла”. 

Декартов лист (рис. 1.49) Уравнение 
кривой: х? + уз — Заху = 0, а > 0. Параметрическое 





представление: х = За/( + 1), у = За? (1 + 13), 
-о << -| и —1<:< +оо. Если обозначить 
через М(:) точку кривой, соответствующую зна- 
чению параметра Е а через Ф() угол между 
МО и положительным направлением оси х, то будет 
справедливо равенство 16 ф(1) = 1. Начало координат 
О — узловая точка кривой. При —1<:< +оо 
кривая проходит из вто- 
рого квадранта через 
точку (0, 0) (-0) и А 
в точку (0, 0) (> +оо); 
при -0<1<-і кри- 
вая, начинаясь в точке 





Рис. 1.49 Рис. 1.50 


(0, 0), располагается в четвертом квадранте. Оси 
координат -- касательные к кривой в точке (0, 0). 
Радиус кривизны в точке (0, 0) обеих ветвей кри- 
вых: Ко = 3а/2. Уравнение асимптоты: х + у + а = 0. 
Вершина: А (3а/2, За/2). Площадь петли: 5, = 342/2; 
площадь между кривой и асимптотой: 5, = 3а2/2. 

Циссоида (рис. 1.50). Уравнение кривой: 
х + (х — а) у? =0, а> 0. Параметрическое пред- 
ставление: х = а12/(1 + 17), у = а? 1 + г?), – оо <1 < 
< +00; 1-184(1), где ф() — угол между лучом 
ОМ и положительным направлением оси х 
(М (21) — текущая точка кривой). Уравнение в по- 
лярных координатах: рм = ат? ф/сов р. Геометри- 
ческое определение: точка М находится на кривой, 
если она лежит на луче, выходящем из начала 
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координат, и | МО | = [РО |, где Р- вторая точка 
пересечения луча с окружностью радиуса а/2 и 
центром (а/2, 0), а О- точка пересечения луча с 
прямой х ~ а = 0. Точка (0, 0) — точка возврата 
кривой. Асимптота: х – а = 0; площадь между 
кривой и асимптотой: 5 = 3ла2/4. 

Строфоида (рис. 1.51). Уравнение кривой: 
(х + а)а? + (х – а)у? = 0, а> 0. Параметрическое 
представление: х = а(? — 1): + 1), у=а(г? — 


— 1)/(2 + 1), – оо <1< +оо; г = ів (1), где о() - 
прямой МО и 


угол между положительным 





Рис. 1.51 


направлением оси х (М = М (4) — текущая точка 
кривой). Уравнение в полярных координатах: 
р = —ас0$ 2ф/соѕ ф. Геометрическое определение: 
точка М лежит на кривой, если она лежит на 
луче, выходящем из А(-а, 0, и [РМ | = [РО |, 
где Р — точка пересечения луча с осью у, О- 
начало координат (на рис. 1.51 | РМ, | = | РО| = 
= | РМ, |). Начало координат — узловая точка кри- 
вой, прямые х+ у= 0 и х - у = 0 – касательные 
к кривой в О. Асимптота: х – а = 0. Вершина: 
А(-а, 0). Площадь петли: 5, = 2а? — па?/2; пло- 
щадь между кривой и асимптотой: 5, = 24? + 
+ ла? /2. 

1.3.1.2. Кривые 4-го порядка. 

Конхоида Никомеда (рис. 1.52). Урав- 
нение кривой: (х – а)? (х? + у?) – 2х? = 0, а> 0, 





Рис. 1.52 


[> 0. Параметрическое представление: х =а + 1 со5 г, 
улай! + 15101, -л/2<1<1л/2- правая ветвь, 





п/2 1 < 3п/2 — левая ветвь. Уравнения в поляр- 
ных координатах: р = (а/соѕ р) + ! – правая ветвь, 
р = (а/соз ф) — І- левая ветвь. Геометрическое оп- 
ределение конхоиды Никомеда: конхоида *) прямой 
х – а = 0 относительно О. Асимптота: х ~ а = 0 
(для обеих ветвей). Вершины: А(а+1 0) – 
правая ветвь, О(а — І, 0) — левая. Точки перегиба 
правой ветви: В и С; их абсцисса — наиболь- 
ший корень уравнения х? — За?х + 2а(а? — Р) = 0. 
Для левой ветви следует различать три случая: 
а) 1 <а (рис. 1.52,а). Точка О- изолированная 
точка кривой (О в этом случае в параметри- 
ческом представлении не содержится). Левая ветвь 
имеет две точки перегиба, абсцисса которых — 
второй по величине корень выписанного выше 
уравнения. 6) !>а (рис. 1.52,6) О — узловая 
точка кривом, касательные в О имеют угловые 
коэффициенты үр - а? ја или — ИР — а? Ја, радиус 
кривизны в О: Ко = ГИР — а? /(2а). в) [= а 
(рис. 1.52, в). Точка О совпадает с вершиной Р 
и является точкой возврата. 

Улитка Паскаля (рис. 1.53). Уравнение 
кривой: (х? + у? – ах)? – Р (х? + у?) = 0, а> 0, 1> 0. 











0) а<1 <2а 8) а:4 


Рис 1 53 


а) 2 >2а 


В параметрической форме (при а < | точка О не 
включается): х = асоѕ? г + 1с081, у = асоѕіѕіпг + 
+ 18111, 0 <1 < 2л. Уравнение в полярных коор- 
динатах (при а <1 без точки О): р = асоѕф + |. 
Геометрическое определение (без О как изолиро- 
ванной точки): конхоида окружности с радиусом 
а/2 и центром (4/2, 0) относительно О. Вершины 
А(а + |, 0, В(а – 1, 0). Экстремумов четыре, если 
а > [ и два, если ас: 


+ 2 2 
С, р, Е, Е сова – И! + 8а . 
(4а) 


2а? + Р 
Точки перегиба С, Н | соз! = — БТ сушест- 
а 


вуют, если а < | < 2а. Если 1 «20, то существуют 


две точки: 1(-/4а), 1/ да“ — Р/(4а)) и К(-І/(4а), 
-1ү 4а? — 2/(4а)), обладающие общей касательной. 
При а < | точка О — изолированная точка кривой, 
при а>[ точка О — угловая точка с двумя 
касательными (угловой коэффициент касательных 








*) Конхоидой данной кривой называется кривая, полу- 
чающаяся при увеличении или уменьшении радиуса-вектора 
каждой точки данной кривой на постоянный отрезок ! 
Если уравнение кривой в полярных координатах имеет вид 
р = /(ф) то уравнением ее конхоиды будет р = / (ф) +1. 
Конхоила Никомела — конхоида прямой линии 
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Иа? — РЛ и - Иа? — 2/1) и радиусом кривизны 
Иа? - 12/2, при а=| точка О — точка возврата 
(см. кардиоиду). 

Кардиоида (рис. 1.54). Уравнение кривой: 
(х2 + у?) (х? + у? – 2ах) – а?у? =0, а> 0. В пара- 
метрической форме: х = асо$Е(1 + соз), у = 
= аз (1 + соѕ 1), 0 < Е < 2л. Уравнение в полярных 





Рис 1.54 


координатах: р = а(1 + сов ф). Геометрическое опре- 
деление: частный случай улитки Паскаля (см. выше) 
или частный случай эпициклоиды (см. 1.3.2). 
Вершина: А (2а, 0); точка возврата — точка О. 
Координаты зкстремумов С и р: хс = хр = 34/4, 
ус = -ур = У З3хс,фс = — Фр = 1/3, рс = рр = 34/2. 
Площадь: 5 = Зла? /2 (шестикратная площадь круга 
с диаметром а). Длина кривой: 5 = ва. 


Овалы Кассини (рис. 1.55). Уравнение 
кривой: (х2 + у2)2 — 202 (х? — у2) – (а — с“) = 0, 
с> 0, а> 0. 


В полярных р? = с? соѕ 2ф + 
+ рс“ соѕ2 2ф + (а“ - с“). Геометрическое опреде- 


ление: точка М плоскости лежит на кривой, 


координатах: 








4 
С 2, Е 
С 40 Р А 
б г 
8 а<с 
Рис. 1.55 


если произведение ее расстояний до фиксирован- 
ных точек Е, и Е, постоянно: | МЕ, || МЕ, | = а?; 
при этом Ё, и Е, имеют координаты Е, (с, 0), 
Ғ,(-с, 0) Форма кривой зависит от отношения 
а/с: 
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аја > сү/2 (рис. 1.55, а). Вершины: А (у а: + с“, 0), 
С(-үа + с?, 0, в(0, Иа? – с2), р(0, – уа? — с?). 
Если а-с(2, то кривизна в точках В и р 
равна нулю (кривая имеет с касательными в В 
и Р касание 3-го порядка). 


6) с<а < су? (рис. 1.55,6). Имеются четыре 
точки перегиба: Р, 1, М, М. Их координаты: 
хр = Хр = хм = —хм = У(т – п)/2, Ур = Ул 

= – ум = – ум = У(т + пу2, где т = у (а* - с“)/3, 
п = (а — с“)/(3с?). Точки Е и С, а также Ки І 
имеют при с|/ 2 > а общие касательные. Их коор- 
динаты: хр= —хбс = — хк = х] = И4с* — а“/(2с), 
уЕ = Уб = — ук = —у/ = а?/2с). 

в) а = с Лемниската (см. ниже). 

г) а < с (рис. 1.55, в). Пересечения с осью х: 








А(үа + с?, 0, С(-үа + 2, 0), Р(/сі- а, 0, 
0(- Ис? — а“, 0). Координаты точек Е, С, 1, К: 
хр = хр = —хб = —хк = 4с* — а/020), УБ = ус̧ = 
= ур = –ук = а? /(20). 

Лемниската (рис. 1.56). Уравнение кривой: 
а> 0. В 


(х? + у?)? — 2а? (х? – у?) = 0, полярных 





Рис 156 





координатах: р = а? сов 20. Геометрическое 
определение: точка М плоскости лежит на кри- 
вой, если произведение ее расстояний до фикси- 
рованных точек Ё, (а, 0) и Ғ,(-а, 0) постоянно: 
Е, МІ | ЕОМ | = (| ЕЈ Е; |/2)?. (Частный случай овала 
Кассини.) Начало координат — узловая точка с 
касательными у = + х, она же — точка перегиба. 
кривой с осью х: А(а (2, 0), 
С(-ау?, 0); координаты точек Е, С, 1, К: 


ХЕ = Хү = —хс= —хк = аү/3/2, 
УЕ = уб = —У1 = тук = 4/2. 


Пересечение 


Радиус кривизны: ғ = 242/(3р); площадь каждой 
петли: 5 = а?. 


1.3.2. ЦИКЛОИДЫ 


Циклоидой называется кривая, описываемая 
точкой, отстоящей на фиксированное расстояние 
от центра круга, катящегося без скольжения по 
данной кривой — направляющей циклоиды. 


Обыкновенная циклоида (рис. 1.57). 
Направляющая кривая — прямая линия. Урав- 
нение в декартовых координатах: асоѕ ((х + 
+ И) (2а – у))/а) = а – у, а > 0. В параметрической 
форме: х =а(! — 51), у-а(1- соз1), - о <Е< 
< +оо, а- радиус катящейся окружности, 
гг 4 МС,В называется углом качения. Точки 


возврата: О,(2Кла, 0). Вершины: А; ((2К - 1) ха, 2а). 
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Длина дуги ОМ: 5 = 8а 511 (1/4), М()- текущая 
точка; длина дуги одной ветви ОА,О;: 5 = да. 
Площадь между дугой ОАО, и осью х: 
5 = Зда?. Радиус кривизны: (1) = 4а біп(1/4). Радиус 





Рис. 157 


кривизны в вершинах: Кд = 4а. Эволюта циклоиды 
(см. 4.3.1.5) — такая же циклоида (на рис. 1.57 
изображена штриховой линией). 

Укороченная и удлиненная циклои- 
ды (трохоиды) (рис. 1.58). Уравнения в пара- 
метрической форме: х=а(- Хчп!), у = 
-а(1- Хсов1),а- радиус окружности; (- 2 МС,Р 
(угол качения); Ха = С.М (при А > 1 (рис. 1.58, а) — 
удлиненная циклоида, при А <1 (рис. 1.58,6)- 
укороченная циклоида). Вершины А,((2К— 1) ха, 








Рис. 1.58 


(1 + Л) а) — максимум с радиусом кривизны 

Ва = а(1 + АЈА и В,(ОКла, (1 — а) — минимум 

с радиусом кривизны Кв =а(1 — Х)2/Х. Длина дуги 
2 


В,В, +1: а | И: + А2 — 24 соз:4:. Площадь, заштри- 
0 

хованная на рис. 1.58: 5 = па? (2 + А2). Радиус кри- 

а (1 + Х2 — 24сови)?? 


Х.(сов!- А) 
удлиненной циклоиды: 


визны: К (1) = Узловые 


точки Р, (2кпа, а(1- 


- ИХ? — 15)), где 10- наименьший положитель- 
ный корень уравнения і- А япЕ = 0. Укороченная 
циклоида имеет точки перегиба: 


Е?! (а (— агссов А + 25-2. И: - 12), а(1- 22), 
Ека: (а(агссоѕА + 207 -А/1- А), а(1- 22). 





Эпициклоиды (рис. 1.59). Направляющая 
кривая — окружность радиуса ђ; окружность радиуса 
а катится без скольжения вне ее. Уравнения 
в параметрической форме: 


х = (а + Б) соѕ ф — а соз (а + Б) ф/а), 
у = (а + Б)ѕіпф – азт (а + Б) Ф (а), 
-00<0< + 00, ф + 4 СОА,. 


Вид кривых зависит от отношения т = Б/а. 


а) т- целое положительное число. Кривая 
состоит из т равных друг другу дуг, «обходя- 
ших» направляюшую окружность (рис. 1.59,а). 
Достаточно рассмотреть изменения Ф от нуля до 
2л, так как кривая далее переходит сама в себя. 
При т=1 получается кардиоида (см. 1.3.1.2). 
Точки возврата А; при | < К < т получаются при 
значениях параметра фд,- 2(К — І)л/т; вершины 
В, — при Фв, = ОК — 1) п/т. 

6) т=р/а, р и 4- положительные, целые, 
взаимно простые числа. Кривая состоит из р 
равных друг другу пересекающихся дуг (рис. 1.59, 6). 
Кривая замкнута. Промежуток изменения парамет- 
ра: 0 < ф < 2ап. 

в) Если т иррациональное, то кривая состоит 
из бесконечного числа равных друг другу дуг. 
Кривая не замкнута. Длина дуги между двумя 
точками возврата: 8(а + Б)/т. Площадь между 





0) т-3/2 


Рис. 159 


дугой и направляюшей окружностью: 5= 
= па? (За + 35)/ђ. Радиус кривизны: 


К(9) = За + Б ” 
в вершинах В;: 
Е. - 4а(а + Б) 
в ба+ђ 


ЦИКЛОИДЫ 127 





Гипоциклоиды (рис. 1.60). Направляюшая 
кривая -- окружность радиуса 5; окружность радиу- 
са а катится без скольжения внутри нее. Урав- 
нения в параметрической форме: 


х = (Б — а)созф + асоз((ђ — а) ф/а), 
у = (6 — а)віп 9 — азт ((Ь — а) фја), 
ђ>а, — с <Ф < о. 


Так как ђ> а, то всегда т = Б/а > 1. При т-2 
гипоциклоида вырождается в диаметр направляю- 
шей окружности. (О числе равных друг другу 
дуг кривых и параметрических интервалов см. 
эпициклоиды. Там же см. и значения пара- 
метров точек возврата и вершин.) Длина дуги 
одной ветви (между двумя точками возврата): 
8(Ь — аут. Площадь между одной ветвью и на- 


(алгебраическая кривая 6-го порядка). Длина кривой 
равна 5 = 66 = 24а; площадь, ограниченная кри- 
вой: 5 = 3лЬ2/8 = бла?. 

Удлиненная и укороченная эпи- и 
гипоциклоиды (рис. 1.61 и 1.62). Уравнения 
в параметрической форме удлиненных и укоро- 
ченных эпициклоид: 


ђ 
х = (а + Б)соѕф — Хасов а + 1% , 
а 





Ь 
у = (а + 5 )япф- Ааѕіп а 


а>б,ђ>д, Ла + СМ, –о <9< +оо 


(для удлиненной эпициклоиды А > 1, рис. 1.61, а; 
для укороченной А < 1, рис. 1.61,6). 








правляющей окружностью: 5 = па? (3Ь — 2а)/ђ. Ра- 
диус кривизны: 


К = ; 
(Ф) За 
и вершинах В;: 
р, – 4а(Ь — а) 
В Б—2а | 
При т=3 гипоциклоида с тремя ветвями 
(рис. 1.60,а); длина кривой: 5 = 16а; площадь, 


ограниченная кривой: 2ла2. В частном случае 
т = 4 получается астроида (рис. 1.60,6). Уравне- 
ния в параметрической форме: х --Фсов87ф, 
у = Бзт? ф, 0 < < 2л; в декартовых координатах: 
х23 + уз = Ь?/3, или (х? + у? — Б?)3 + 27х?у2Ь2 =0 





0) <! 
Рис. 1.61 
Параметрические уравнения удлиненной и 

укороченной гипоциклоид: 

ђ—а 

х = (Б — а)сов ф + Хасов 20-49. 
а 
(в - а)ф 


у = (6 — а)ятф — Хавіп ->-, 
а 
Б>а>0, мъ СМ, - о < Фф< +оо 


(для удлиненной гипоциклоиды Х > 1, рис. 1.61,а; 
для укороченной А < 1, рис. 1.62,6). Частные 
случаи: 

а) гипоциклоида 0 = 2а: х= а(1 + А)соѕ Ф, 
у=а(1 — А) 5тф, А # 1,0 < ф < 2х. Кривая — эллипс 
с полуосями а(1 + А) и |а(1-))| (см. 2.6.6.1); 
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6) зпициклоида ђ =а: 
х = а(2с0$ф — Хсов20), у = а(2 чпф — А 5120), 
О<о < 2л, 


есть улитка Паскаля (см. 1.3.1.2; следует, однако, 





5) Ас! 
Рис. 1.62 


обратить внимание на другое положение кривой 
относительно координатной системы). 


1.3.3: СПИРАЛИ 


Архимедовы спирали (рис. 1.63). Кривая 
представляет собой путь, описываемый некоторой 
точкой, движущейся с постоянной скоростью р 





Рис. 1.63 


по лучу, вращающемуся около полюса О с постоян- 
ной угловой скоростью о. Уравнение в полярных 
координатах: р = аф, а= 0/о > 0, —о<Ф< о. 


ВАЖНЕЙШИЕ КРИВЫЕ 


Первая ветвь: 0 < ф < + 0; вторая: — о < Фф <0 
(на рис. 1.63 изображена штриховой линией). 
Каждый луч ОК пересекает кривую в точках 
Ај, А,...,А,,..., находящихся друг от друга на рас- 
стоянии А,;А;; і = Зла. Длина дуги ОМ: 


5 = а(ф Ио: + 1 + Ак Ф)/2; для больших ф имеем 





Іші 5/02 = 4/2. Площадь сектора  М|,ОМ,,: 
фэ 00 
а? (Фа — ф3)/6. Радиус кривизны: К(ф) = а(ф? + 


+ 13/2 (6? + 2). 

Гиперболические спирали (рис. 1.64). 
Уравнения в параметрическом виде: х = (асо5)/, 
у = (ат, -о <і<0и 0<:< +оо. Кривые 


— ~ 
~ 
~ 


- - == — -- аш — — аш. 
~ 






Рис. 1.64 


состоят из двух ветвей, расположенных симметрич- 
но относительно оси у. Первая ветвь: 
— оо <: < 0 (на рис. 1.64 штриховая линия); вто- 
рая ветвь: 0 < г < + оо. В полярных координатах 
уравнение первой ветви: р = а/| ф – п |, -00 < ф < л; 
второй ветви: р = а/ф, 0 < ф < + оо. Для обеих 
ветвей прямая у—а = 0 – асимптота (ф- —п 
и ф- 0), а точка О- асимптотическая точка 
(ф э – оо и ф-> +оо). Площадь заштрихованного 
сектора М,ОМ,: 5 = а? (1/ф; — 1/91)/2. Существует 

Ша 5 = а/2ф,). Радиус кривизны (вторая ветвь): 


Ф, э О 2 
а (у1+ 927 
К (9) = Ее). 
ф Ф 


Логарифмические спирали (рис. 1.65). 
Уравнение в полярных координатах: р гаг”, 
а>0,-о<%< + оо. Кривая пересекает все лучи, 





Рис. 165 


выходяшие из точки (О, под одним и тем же 
углом о. При этом К-сіро. При а-т/2, 
т.е. при К = 0, кривая вырождается в окружность. 
Полюс О — асимптотическая точка кривой. Длина 
дуги М1М;: 5 = (р — р )ү1 + К?/К; длина дуги 
ОМ от начала до точки М с полярным радиусом р: 


К(р) = 





50 = руі + КК. Радиус кривизны: 


= У1 + 2р. 
Развертка (эвольвента) окружности 
(рис. 1.66; ср. также 4.3.1.5). Если А — некотораа 
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определенная точка на окружности радиуса а с 
центром в О, а М — произвольная точка эволь- 
венты, то длина дуги АВ равна длине отрезка 
МВ. Уравнения в параметрической форме: 


х = асоѕф + афѕіп ф, у = ачпф — арсово, 
-0 <ф < + 00, ф = 4 МОА. 


Кривая состоит из двух ветвей, симметрично 





расположенных относительно оси х (при 
-00<%<0и 0<%< +оо), с общей точкой в 
4 
Рис. 1.66 
_тточке возврата А(а, 0) Длина дуги АМ: 
5 = аф?/2. Радиус кривизны: К(0)-а|ф|. Все 


центры кривизны лежат на окружности радиуса 
а с центром в О. 
Клотоида (рис. 1.67). Кривая проходит через 


точку О, причем величина, обратная радиусу 
9 
0 МА 
Рис. 1.67 


кривизны (сама кривизна), в каждой точке М 
кривой пропорциональна длине дуги кривой 
5 = ОМ, т. е. 1/В = за? (множитель пропорциональ- 
ности 1/42). Уравнения в параметрической фор- 
ме”): 


Е 2 1 2 
х = аут |соз 67 у = аут | бп 254и, 


— оо <1< +оо, г = (а ут), 5 = ОМ, а > 0. 


ж) Эти интегралы не выражаются через элементарные 
функции. 


5 И.Н. Бронштейн, К. А. Семендяев 


Точка О — центр симметрии кривои. Имеются 
две асимптотические точки: 


А(а|т/2, аүт/2, В(-аүт/2, -аүт/?).. 


1.3.4. ЦЕПНАЯ ЛИНИЯ И ТРАКТРИСА 


Цепная линия (рис. 1.68). Форму цепной 
линии принимает гибкая тяжелая нерастяжимая 
нить, подвешенная в двух точках. 

Уравнение в декартовых координатах: 
у = асћ(хја), а > 0. Кривая подобна графику функ- 
ции у = сх (см. 1.2.2.3) (преобразование подобия: 
х = ах, у = ау). Вблизи вершины А(0, а) кривую 





Рис. 1.68 


можно приблизить параболой = а + х (а) 
(на рис. 1.68 штриховал линиа). Длина дуги АМ: 
5(х) = а зћ (х/а). Величина площади криволиней- 
ной трапеции ОАМР: 5(х)=а5(х) = а? зћ (х/а), 
где М (х) - текущая точка кривой с абсциссой х. 
Радиус кривизны: К = у?/а = а сћ: (х/а). 

Трактриса. Пусть М — произвольная точка 
кривой, Р — точка пересечения касательной в М 
с осью х; тогда | РМ | = а, или, иными словами: 
если к одному концу нерастяжимой нити длины 
а прикреплена точка М, а другой конец нити 
движется по оси х, то М описывает трактрису 
(линию влечения, рис. 1.69). Уравнение правой 
ветви в декартовых координатах: 


х = аш ((а + Иа? — у?)/у) - Иа? — у? = 
= а Атсһ (а/у) — Иа? - у2, а> 0, 0<уса. 


Уравнение левой ветви получается заменой х 





Рис. 1.69 


на —х. Оба уравнения возведением обеих частей 

в квадрат можно привести к одному. Точка 

А (0, а) — точка возврата, ось х — асимптота, ось у — 

ось симметрии. Длина дуги АМ: 5(у) = а (а/у); 

при этом |, |8(у)- х(у)| = а (1 — 1 2) ~ 0,3069 а. 
у 


Радиус кривизны: К (у) =аИа? – у?/у; соответ- 
ствуюшая кривая центров кривизны (эволюта, 


см. 4.3.1.5) – цепная линия (на рис. 1.69 штрихо- 
вая линия) с уравнением у = ас! (х/а). 


2. ЗЛЕМЕНТАРНАЛ МАТЕМАТИКА 





2.1. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПРИБЛИЖЕННЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 


2.1.1. ОБЦИЕ СВЕДЕНИЯ 


2.1.1.1. Представление чисел в позиционной 
системе счисления. Для представления чисел при- 
меняют цифры или, точнее говоря, цифровые ряды 
или (цифровые) слова, которые образуются путем 
упорядочения конечного числа знаков из конеч- 
ного множества основных знаков (алфавита систе- 
мы счисления). 

Представление натуральных чисел. 
Различают два типа систем счисления: непози- 
ционные (примером которых может служить рим- 
ская система счисления) и позиционные. В пози- 
ционной системе счисления выбирают некоторое 
натуральное число р, большее единицы, и исполь- 
зуют его в качестве базисного числа (р-ичная 
система счисления); для р, равного единице, 
позиционной системы счисления не существует. 
Вводят р основных знаков, называемых цифрами. 
Эти знаки используют для образования цифро- 
вых последовательностей, которые служат для 
представления натуральных чисел. (Будем обозна- 
чать цифры так: до, 41,...,а,- 1.) Каждой цифро- 
вой последовательности, образованной только из 
одной цифры, однозначно сопоставим одно из 
р — 1 первых натуральных чисел или нуль. Тогда 
всякое натуральное число а имеет точно одно 
представление в р-ичной системе счисления: 


а= Бр + Ь,-1р’'+... + Боро, 


где 5 обозначает однозначно определенное нату- 
ральное число, б,,...,б, — цифры, причем Ё, – 
цифра, отличная от цифры, соответствующей ну- 
лю. Ряд знаков 5,5, 1...Бо является цифровым 
представлением числа а. Число нуль представ- 
ляется последовательностью, состоящей из одной 
цифры, соответствующей нулю. В позиционной 
системе представляемое число образуется аддитив- 
но, причем каждая цифра 5, имеет числовое 
значение (число, которое соответствует цифре ђ) 
и позиционное значение (вес) р), если 5; стоит 
на ј-м месте, считая справа (счет начинают с нуля, 
а не с единицы!). Аддитивный вклад этой цифры 
в значение числа равен Бур”. 

Десятичная система: р = 10, цифры 0, 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9. Например, 

3.10° +2.10*+0:103 + 0.102 + 9.10: + 1.109 = 320091. 

Двоичнал система (бинарная, или диадная, система): 
р = 2, цифры 0, 1.7), Например, 
1,.26+0.23 + 1,.2% + 0:23 + 0:23 + 1,.2! + 1,.29 = 1010011, 





*) Чаще используются цифры 0 и 1. 


Записанная в двоичной системе счисления последователь- 
ность 1010011, обозначает число, значение которого в 
десятичной системе есть 83; действительно, 64 + 16+2+ 
+ 1 = 83, 


Чтобы иметь возможность представлять в по- 
зиционной системе также и некоторые рациональ- 
ные числа, позиционные значения цифр в записи 
числа распространяют на степени р с отрица- 
тельными показателями. Для выделения позицион- 
ного значения (веса) р’ необходим дополнитель- 
ный знак (знак дробности), в качестве которого 
обычно берется запятая (иногда точка). Этот знак 
размещается в цифровой последовательности не- 
посредственно справа от цифры с позиционным 
значением р°. В соответствии с этим цифровая 
последовательность РВ,р,-1...Бо, Ь-16_2...Б_, 
обозначает число, заданное р-ичным представле- 
нием 


Бар" + ірік... + бор“ + Варг + 
+ р.р"? +... +Фђ_,р '". 


может иметь числовос значение 


Цифра Р., 
нуль. 

Примеры. Десятичная система: 
+ 3.109 + 0.107! + 4.10-2 + 01073. 

Двончная система: 10, 011, = 1,.2! + 0.209 + 0.271 + 
+Ь.2-2+1..273. Запись числа 10, 01. в десятичной 
системе есть 2,375; действительно, 2 + 0,25 + 0,125 = 2,375. 


23,040 = 2.10: + 


Каждое число, представимое в позиционной 
системе счисления последовательностью цифр ко- 
нечной длины, является рациональным числом. 
Наоборот, в каждой позиционной системе можно 
представить точно только некоторое подмножест- 
во рациональных чисел (зависяшее от выбора р). 
Например, рациональное число 1/3 не может быть 
представлено в десятичной системе счисления в 
виде конечной последовательности цифр; 1/25 в 
десятичной системе записывается как 0,04, а в 
двоичной системе счисления 1/25 конечной после- 
довательностью цифр представлено быть не может. 

Если а/ђ — рациональное число (а и — взаимно 
простые натуральные числа), то а/ђ может быть 
точно представлено в позиционной системе с 
базисом р тогда и только тогда, когда каждый 
простой множитель в разложении числа ЁБ являет- 
ся простым множителем в разложении р. 

Таким образом, в десятичной системе пред- 
ставимы только такие рациональные числа а/б 
(а, Б — взаимно простые), у которых 5 содержит 
лишь простые множители 2 и 5. 
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2.1.1.2. Погрешности и правила округления чисел. 
Как было замечено в 2.1.1.1, не каждое ра- 
циональное и тем более не каждое действитель- 
ное число можно представигь в позиционной 
системе в виде конечной цифровой последователь- 
ности. Поэтому приходится применять приб.ш- 
женные значения представляемого числа, содер- 
жащие ограниченное число цифр. К этому прибе- 
гают и тогда, когда точное число содержит 
конечное, но слишком большое число цифр. 

Простейшим способом получения приближен- 
ного значения числа является отбрасывание цифр 
в его точном изображении (обрыв), начиная с 
некоторого разряда. При эгом погрешность прибли- 
жения, т. е. разность 2 — а, где 2 — точное число, 
а — его приближение, всегда положительна и не 
превосходит единицы разряда последней сохра- 


няемой цифры. 
Примеры приближенных значений чисел, получен- 


ных отбрасыванием разрядов: 
1,570 — приближенное значение для п/2 (~ 1,570796..); 


1,414 — приближенное значение для И (ж 1,414213...); 

0,210 — приближенное значение для 27/128 (~ 0,210875). 

Отбрасывание разрядов является простейшим 
способом округления чисел. Применяются и другие 
способы округления, из которых наиболее упот- 
ребителен следуюший: 

1) Если за последней сохраняемой цифрой 
следует цифра 0, І, 2, 3 или 4, то никаких 
изменений в приближенное значение числа, пред- 
ставленного последовательностью предшествую- 
щих ей пифр, не вносится (округление с недо- 
статком). 

2) Если за последней сохраняемой цифрой 
следует 9, 8, 7, 6 или 5, то к ней прибав- 
ляется единица. Если последняя сохраняемая 
цифра 9, то она заменяется на 0 и на единицу 
повышается цифровое значение предшествующей ей 
цифры. Если эта цифра также 9, то действуют 
таким же образом до тех пор, пока не встре- 
тится цифра, отличная от 9 (округление с из- 
бытком). 

Иногда применяется дополнительное правило: 

3) Если за последней сохраняемой цифрой сле- 
дует лишь цифра 5 или цифра 5, за которой все 
остальные цифры нули, и если последняя сохра- 
няемая цифра имеет четное значение, осуще- 
ствляется округление с недостатком; в противном 
случае — округление с избытком. 


Примеры приближенных значений чисел, полученных 
таким округлением: 

1,571 - приближенное значение для п/2; 

1,414 - приближенное значение для ү; 

0,211 – приближенное значение для 27/128; 

10,000 - приближенное значение для 9,9995; 

9,998 — приближенное. значение для 9,9985. 


В то время как при отбрасывании разрядов 
приближенное значение а числа 2 никогда не 
превосходит 2, при округлении приближенное зна- 
чение может быть больше или меньше числа 2. 
Если а, — приближенное значение 2, полученное 
при окруі лении с недосгатком или избытком с г 
десятичными разрядами после запятой, то погреш- 
ность округления равна |а, – 2|< 0,5.10””, 
Приближенные значения, полученные при округле- 
нии, не обязательно должны иметь голько 
значашие цифры (ср. 10,000 и 9,9995). Цифры в 


5% 


записи приближенного значения а числа 2 назы- 
ваются верными цифрами, если |а—2| не пре- 
восходит половины позиционного значения послед- 
ней цифры числа а. Запись приближенного значе- 
ния, полученная путем отбрасывания и округления, 
состоит только из верных цифр. 

Эти правила обеспечивают погрешность, не 
превосходящую по абсолютной величине половины 
единицы разряда последней сохраненной цифры. 
Все цифры округленного числа в таком случае 
оказываются верными, хотя фактически они могут 
и не совпадать с соответствующими цифрами 
в записи точного числа (см. примеры). 

Приближенное число обычно характеризуют 
количеством сохраненных разрядов после запятой 
или количеством значащих цифр. К значащим 
цифрам относятся все цифры, кроме нулей слева. 
Так, например, числа 253; 70,2; 0,00375 имеют 
по три значащие цифры. При записи прибли- 
женных чисел все значащие цифры должны быть 
верными, если погрешность числа не указывается 
каким-либо другим способом. 

При округлении чисел, больших 10, не следует 
писать нули, не являющиеся верными цифрами, 
а нужно выделять множитель вида 10”. Так, 
например. число 139796,7, округленное до трех 
значащих цифр, следует записывать в виде 
1,40. 105 или 14,0. 108. 


2.1.2. ЭЛЕМЕНТАРНАЯ ТЕОРИЯ 
ПОГРЕШНОСТЕЙ 


2.1.2.1. Абсолютные и относительные по- 
грешности. Приближенные значения чисел появ- 
ляются не только в результате обрыва и округ- 
ления. Каждое измеряемое значение некоторой 
величины в общем случае также есть приближен- 
ное значение этой величины (ср. 7.1.1). Если а 
обозначает приближенное значение числа 2, то 
а- г называется истинной погрешностью а, а 
(а — 2)/2 — истинной относительной погрешностью 
а. Но так как в большинстве случаев 2 не- 
известно, то неизвестны как истинная, так и 
истинная относительная погрешности. Напротив, 
часто можно указать граничную величину истин- 
ной погрешности, т.е. положительное число Аа, 
для которого выполняется неравенство |4-2|« 
< Аа, или а- Да<2< а + Ла; Ла называется 
пределом (границей ) погрешности, или предельной 
абсолютной погрешностью, или сокращенно абсо- 
лютной погрешностью а; ба = Даја - предельной 
относительной погрешностью или сокращенно 
относительной погрешностью а. Относительная 
погрешность а часто указывается в процентах. 


Примеры. 1) Если а, – приближенное значение 
числа 2, полученное путем обрыва (ср. 2.1.1.2), причем 
а, содержит г знаков после запятой, то в качестве 
абсолютной погрешности может быть выбрано Да, = 107". 
Если а, получено округлением, то абсолютная погреш- 
ность равна Да, = 0,5:10”". 

2) Число 3,14 есть приближенное значение числа т. 
Так как 3,14159 также является приближенным значе- 
нием п с пятью цифрами после запятой то 0,0016 
может быть выбрано в качестве абсолютной погрешности. 


0,0016 00005), 


Тогда относительная погрешность равна 314 
, 


или 0,051 %. 
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ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ПРИБЛИЖЕННЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ 


Относительная погрешность не превышает 


Формула 


Интервал - а < х < а обозначается 44, 


+ 0,077 


50 Хх 5 х 

яп х ^ х — х?/6 + 0,580 
со8 х ~ 1 + 0,045 
соѕх ~ 1 — х2/2 + 0,386 
шхжх + 0,054 
шхжх+х?/3 + 0,293 


- 0,085а2 - 0,093а2 


Иа? + хаа + ха 


Иа? + х ~ уа – х/2а3 -0,05142--0,05242 


1/(а + х) ~ 1/а- х/а? + 0,031а 
ем 1 + х + 0,045 


о (1 + х) ух + 0,002 


2.1.2.2. Приближенные границы погрешности 
функции. Пусть /(х1,...,х,) - функция переменных 
х,,..., Хе. Часто требуется знать предельную абсо- 
лютную погрешность А/: 


[Л (аль... ак) — Ј (ха... „Ж) | < АЈ, 


при условии, что для значений переменных 
х1,... , Ху Известны предельные абсолютные погреш- 
ности Аа, Если /(хі, ..., Ху) имеет непрерывные 
частные производные Ж по переменным х, 
1-1, ..., К, то обычно полагают (ср. 3.1.6.3) 


АЈ ~ р Да; | Р, (а1,..., а) |. 
Примеры. 1) /(хі, Хо) = Хъ + Хо: 
А (а, +а,) = Да, + Да, (Гу, = 1, Ју, = 1): 
2) | (Ху, Хо) = ху — х;: 
А (ал + а) = Ла, + Да; (5 = 1, Ју, = 1); 
3) Р(х) =с-х (с — посгоянная): 
А (с-а) = Да · | (| (дж 0); 
4) у(х}, ха) = хъ Хо: 


А (а! -а2) ~ Да, | а; | + Да; | а | 


Из, = ха Гу = хи) 


Ааа) _ Аа, | Даг, 
аа Та Таз!" 
5) / (хі, хз) = хі; 
Х; 
А| 31. | ада: + Ла, 1411 
.) ! [а | 4: аз. 


(х, = 1/Хі, Гу, = — ха/х?), 





интервал а < х < Б обозначается а- Б 


+ 0,786 
+ 1,632 


+ 0,245 
+ 1,005 
+ 0,141 + 0,451 
+ 0,662 


+ 0,172 


+ 1,036 
+ 0,517 
+ 0,519 + 0,895 
— 0,247а2 + 0,328а2 — 0,607а2 -- 1,545а2 


— 0,157а2 + 0,166а2 - 0,448а2 - 0,530а2 
+ 0,099а 


- 0,134 -- 0,148 


+ 0,301а 
- 0,375 + 0,502 


+ 0,020 — 0,176 - 0,230 


6) /(х) = х": А(а”) ~ Да |п' а" |!| 
(у = пху, А и, 


7) Ј (х) = іп х: 


А (ѕіп а) ~ Да | сова | (/; = со5х). 


Если функция /(х) задана таблицей, то АЈ 
находят посредством линейной интерполяции из 
таблицы в том случае, если Аа меньше, чем 
величина шага х в таблице вблизи а. Чаще всего 
Ај можно найти прямо из таблицы. 

Пример. Для а= 1,30 и Ав = 0,01 найдем Г(а) из 
табл. 1.1.21: Г(1,30) = 0,89747 Вследствие равенств 
Г (1,29) = 0,89904 и Г(1,31) = 0,89600 можно положить 
А(Г(1,30)) = 0,002 и за приближенное значение Г (1,30) при- 
натђ число 0,897. 


2.1.2.3. Приближенные формулы. Во многих 
случаях сложные функции можно приблизить 
более простыми. Для этого часто используют 
первые члены разложения в ряд Тейлора 
(ср. 3.1.14.6). В таблице на этой странице указа- 
ны некоторые приближенные формулы и отно- 
сительные погрешности в соответствующих ин- 
тервалах. 


2.1.3. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ 
ПРИБЛИЖЕННЫЕ 
ГРАФИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 


2.1.3.1. Нахождение нулей функции /(х). Для 
определения приближенного значения нуля функ- 
ции /(х) может применяться график этой функции 
(ср. 1.2). Иногда, как показывает следующий при- 
мер, целесообразно представить функцию в виде 
суммы двух слагаемых. 


Пример. Найти приближенное значение нуля функции 
Ј(хј=чпх—х +3. Так как пх—х+3=0 в случае, 
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когда ѕіп х = х - 3, то абсциссы точек пересечения графиков 
функций 9(х) = ѕіпх и ћ(х) = х – 3 как раз и есть нули 
Ј(х). Функция біп х затабулирована (ср. 1.1.1.10), ее график 
легко построить. График функции Л(х)-х- 3 — прямая, 
которую также легко построить (ср. 1.2.1.1). 


Полученные приближенные значения могут быть 
улучшены посредством правила ложного положе- 
ния и методом Ньютона (ср. 7.1.2.3). 

2.1.3.2. Графическое дифференцирование. Если 
имеется график функции /(х) то точки графика 
функции /’(х) могут быть получены следующим 
способом. 


1) На оси х в области задания функции 
(х) выбираем последовательность точек 
Хі, Х2,..., Хи. 


2) На отрицательной части оси х вне области 
задания функции /(х) выбираем точку Р — полюс 
построения. Длина 5 отрезка РО называется 
полюсным расстоянием. 

3) В точках кривой /(х) с абсциссами х, строим 
нормали к кривой. Для этого пригодно прямо- 
угольное карманное зеркало (лучше всего метал- 
лическое), которое вертикально ставят на плоскость 
чертежа. Если кривая без излома переходит в свое 
зеркальное отражение, то ребро зеркала покажет 
направление нормали. 

4) На каждую из полученных нормалей опускаем 
перпендикуляры из Р, которые пересекают ось у 
в точках О; Эти перпендикуляры проходят парал- 
лельно касательным в гочках (х, /(х))). 

5) Точка пересечения прямой, проходящей через 
О; параллельно оси х, с прямой х = х, является 
точкой графика / (х) (рис. 2.1). 





Рис. 2.1 


Масштаб /' (х) зависит от используемых масшта- 
бов т, по оси х и т, по оси у и от 
полюсного расстояния Б. Если Е и д- длины 
отрезков между точками с координатами 
(0, 0) и (х, 0) и соответственно между (0, 0) 
и (0, у), то х= тб и у = туп. Тогда, обозначив 
ординаты точек построенной кривой через п’, для 
наклонов прямых, построенных параллельно каса- 
Тельным, получим 


п ап т, ау. 


ђ 4 тах’ 


таким образом, 





ту 





ту = . 
Ут, 


2.1,3.3. Графическое интегрирование. Если имеет- 
ся график функции /(х) то график функции 


Е(х) = | /(0 можно приближенно заменить ло- 
хо 


маной следуюшим способом. 

1) Разделим отрезок І = (хо, х] промежуточны- 
ми точками разбиения на частичные отрезки 
Г. При этом следует обратить внимание на то, 
чтобы относительные экстремумы функции /(х) 
не лежали внутри частичных отрезков. 

2) Для каждого частичного отрезка часть плос- 
кости между осью х и, кривой /(х) заменим 
(приблизительно) равновеликим прямоугольником, 
проведя параллель к оси х так, чтобы отброшен- 
ная часть площади была примерно равной до- 
бавленной (заштрихованы на рис. 2.2). Пусть 


7 АС) 





х, есть абсцисса точки пересечения, определенная 
однозначно (вследствие 1) прямой, параллельной 
оси х, с графиком /(х) на частичном отрезке 
1,; тогда точка пересечения этой же прямой с осью 
у имеет координаты (0, ] (х;)). 

3) Выберем на отрицательной полуоси х и вне 
области задания функции /(х) точку Р- полюс 
построения. Пусть 5 обозначает длину отрезка 
РО (полярное расстояние). 

4) Проведем через точку Оо = (хо, 0) параллель 
к прямой, проходящей через точки Р и (0, / (х))). 
Пусть эта параллель пересекает прямую х=х, 
в точке О,. Через О, проведем параллель к 
прямой, проходящей через точки Р и (0, / (х,)). 
Пусть эта параллель пересекает прямую х = х, 
в точке О, и т.д. Ломаная (0001...О, есть 
приближенный график функции Е (х). 

Пусть снова (как и в случае .графического 
дифференцирования) х = т,5, у= т и Н,- 
длины отрезков между точками (х,, 0) и О,. Тогда 
для У = Е(х) выполняется соотношение У = түн. 
Если по методу графического дифференцирования 
с тем же полюсом Р в точках с абсциссами 
х, (К > 0) построить точки кривой производной 
функции Ғ(х) то получим точки (х,, Г (хи). 
Отсюда для масштабов следует, что 


ту = ту/(тх), 


ту = тт, В. 
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КОМБИНАТОРИКА 


2.2. КОМБИНАТОРИКА 


2.2.1. ОСНОВНЫЕ 
КОМБИНАТОРНЫЕ ФУНКЦИИ 


2.2.1.1. Факторнал и гамма-функция. Функция 
Га), для которой 


70)-1, Ли + Оз и + ОЛ(и) 


при всех целых неотрицательных п, называется 
п-факториалом и обозначается п! Для любого 
натурального п имеем п! = 1:2:...:п. 


Примеры. 1! = 1;2! =1.2=2; 61 =1.2.3.4.5.6 = 720. 


Значения 
табл. 1.1.1.5. 
Для приближенного вычисления п! в случае 
очень больших чисел п пользуются формулой 


Стирлинга 
п! ~ (5) (2лп 
е 


функций п! и 1"! см. в 


ИЛИ 
1 


2 Іп (2л). 


ЫС кше —п+ 


Определение гамма-функции Г(х) по Эйлеру. 


Для всех действительных чисел х>0 
(ср. 3.1.9.4) 
со 
Г(х) = јет! а. 
0 
Определение гамма-функций Г(х) по Гауссу. 
Для всех действительных чисел х, кроме 
(0, -1,-2, -3,...), 
х-1 


Г(х) ша п!п 
х — пью х(х + 1) (х + 2)... (х+п- 1) 


При х > 0 оба определения дают одинаковую 
функцию. 

Основные свойства гамма-функции (см. 
же 3.1.9.4). 


так- 


Г(1)- 1, Г(х + 1) = хГ(х), 








ГГ – х) = яплх” 
(г) 
2 х 2 х С со5лх 
к 
ГОТ) или 


Некоторые специальные значения гамма-функ- 


ции: Г(– 1/2) = –2 Ул, Г(1/2) = Их. 
Таблицу значений функции см. в 1.1.2.1. График 
функции см. на рис. 2.3. 


Полюсы Г(х): х,-0, -1, -2, -3,.. 
Вследствие первых двух свойств для всех натураль- 
ных чисел и имеем Г(и + 1) = п!. Поэтому 


гамма-функция может рассматриваться как обоб- 
щение факториала. Для приближенного вычисления 


значения функции Г(х) при больших положи- 
тельных значениях х может быть использована 


формула Стирлинга: Г(х + 1) ~ (х/е) И2тх. 


Г(т) 






21 123 4 ла Г(2) 


Рис. 2.3 


2.2.1.2. Биномиальные коэффициенты. Для всех 

целых неотрицательных чисел п, К функция 
к . 
Сп (или (6): 


, пі плабсксеп, 
С, = К\(и – К)! для О<и < К, 
0 


называется биномиальным козффициентом. Читает- 
са: С из п по К (или п над К). 

Значения биномиальных коэффициентов могут 
быть последовательно определены из так назы- 
ваемого треугольника Паскаля: 


(2.1) 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 





Каждый коэффициент образуется путем сло- 
жения двух стояших над ним (справа и слева) 
Крайние значения известны для любого п: 
СО = С" = 1. В строке с номером п слева направо 
стоят значения С°, СІ, С2,..., С". 

Область определения биномиальных коэф- 
фициентов можно расширить: именно, для всех 
действительных а и для всех целых К > 0 функция 


а(а – 1 (а- 2)...(а-к+1) 


при К > 0, 
(9 - к! Р 
К 1 при К = 0, 
(2.2) 
также называется биномиальным коэффициен- 
том. 
Для целых а>0 оба определения совпа- 
дают. 
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5 4 
Примеры. (5) ег“ 


(72)- -2(-2-1(-2-2)  , (2)-о 

3 3! Ом 

(2) - у2(у2 – 102 – 2002 3) 13-92 
4 4! 207 


Свойства биномиальных коэффициентов. Для це- 
лых п>0, К >0 справедливо свойство сим- 
метрии: 


к (п-к пр” 
С, = С, % или () ва 


имеют 


(2.3) 
место 


Для действительных а, 5 
теоремы сложения: 


а) е) 
(С) (ОА 
4419-03 
о (2) 40900-47 


(2.4) 


Если а = Б = п, где п — целое неотрицательное, 
то из (2.3) и (2.4) следует (ср. также 2.2.2.1), 
что 


(Си)? + (Си)? +... + (Си)? = Съ 


2.2.1.3. Полиномиальный коэффициент. Опреде- 
ленная для всех натуральных и и всех наборов 
неотрицательных целых чисел |Къ, Ёс,...,К,|, для 


ғ 


которых У А; = и, функция С,(К,, Ко,-..,К,), или 


ізі 


п . 
Ку, Ку. КАЈ 


С„(Ка, Ку,.. ,К,) = (2.5) 
называется полиномиальным коэффициентом. 


К’ 


Примечание. Биномиальный коэффициент С“ есть 
частный случай полиномиального коэффициента С, (К,, Ко), 
где К, = К, К, = п – К. 


Примеры. С,(2, 1,3) = Бр = 60, 
Сл: (2, 3, 3, 4) = = 121 = 277200, 


2131314! 


2.2.2. ФОРМУЛЫ БИНОМА 
И ПОЛИНОМА 


2.2.2.1. Формула бинома Ньютона. Для всех 
действительных чисел а, р и для всех натураль- 
ных чисел п 
п 
(а + Б)" = У, Су" Кр = 
к=0 


= Сда"59 + Са Б +... + Слаб". (2.6) 


Примечание. Биномиальные коэффициенты форму- 
лы (2.6) составляют в треугольнике Паскаля строку с но- 
мером п. 


Если заменить 5 на -Ь, то из формулы 


(2.6) следует 
(а-%у- У, (-1 Са". 
к=о 


Пример. (а – Б)“ = а“ — дазђ + ба2Ь? — 4063 + 4. 
Из (2.6) получаем 


У СЕ =>2" при а= Б = 1, 


к-0 


(2.7) 


У (-1 Е = 0 при а-1,5 --1 (2.8) 
к=0 


Вычитанием или сложением (2.7) и (2.8) получим 
равенства 


С1+ СЗ +... + С" = 2771, 
СО + С? +... + С" = 2"71, 
при этом в первом случае т — наибольшее нечет- 


ное число, а во втором -- наибольшее четное число, 
не превосходящее п. 


2.2.2.2. Формула полинома. Для любых отличных 
от нуля действительных чисел а}, 42,...,а, и лю- 
бого натурального п 


(аа “аҙ +... + а,)" = 


= > С (ка, Ку 


... Кра 1а52... аж 
К + К, +... + К, =п ғ ғ 


(2.9) 


При этом суммирование распространяется на все 
наборы неотрицательных целых чисел (Ку, К»,...„К,), 
[4 


для которых У Ё; = и. 


і=1 
При а, = аз =... = а, = 1 


У Сок к... 
К+К, + ... + К, =" 


Пример. (а + 6 + с)? = Сз (3, 0, 0) а? + С (2, 1, 0) а2 + 


К) =". 


+ Са(2, 0, рас+ Са(, 2, ба а Са, 1, Цас- 
+ Сз(1, 0, 2)ас + 050, 3, 0)Ь Сз (0, 2, 1)с+ 
+ Сз(0, 1, 2)52+0С.,(0, 0, 3)с? «а? + Зазђ + Заг2с + 


+ За? + бабс + Зас? + ђ3 + 3Ь2с + 36с2 + сз, 


2.2.3. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ 
КОМБИНАТОРИКИ 


Во многих математических исследованиях встре- 
чаются комбинаторные задачи, своеобразие кото- 
рых целесообразно показать на примерах. 

1. Сколькими способами можно расставить на 
полке 10 различных книг? (Ср. 2.2.4.1.) 

2. Как велико число различных отображений, 
переводяших множество из п элементов в себя? 
(Ср. 2.2.4.1.) 

3. Сколько различных шестизначных чисел мож- 
но составить из цифр 1, 1, 1, 5, 5, 97 
(Ср. 2.2.4.5.) 
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КОМБИНАТОРИКА 





4. В турнире принимают участие восемь команд. 
Сколько различных предсказаний относительно 
распределения трех первых мест (по результатам 
соревнований) можно сделать? (Ср. 2.2.5.1.) 

5. Сколько различных трехбуквенных слов мож- 
но составить из 32 букв алфавита, не обращая 
внимания на то, имеют ли смысл составленные 
из букв слова или нет? (Ср. 2.2.5.2.) 

6. Сколькими способами можно из множества 
К (различных) элементов выбрать г элементов? 
(Ср. 2.2.6.1.) 

7. Как велико число различных результатов 
бросаний двух не отличимых друг от друга 
кубиков? (Ср. 2.2.6.2.) 

Приведенные примеры показывают, что в зада- 
чах комбинаторики интересуются вообще числом 
различных выборок определенных объектов, причем 
в зависимости от вида дополнительных требова- 
ний следует различать, какие выборки считаются 
одинаковыми и какие различными. 


2.2.4. ПОДСТАНОВКИ 


2.2.4.1. Подстановки. Каждая последователь- 
ность К различных предметов с учетом порядка 
называется перестановкой этих предметов. Если 
пронумеровать места этих предметов слева 
направо: 1, 2,...,К, то можно сформулировать сле- 
дующее определение: 

взаимно однозначное отображение р" конечно- 
го упорядоченного множества М = (5), 5:,...,5,) ИЗ 
К элементов на себя называется подстановкой 
элементов множества М. 

Перестановки из К элементов множества М 
отличаются друг от друга только порядком 
входящих в них элементов. 

Число Р, = Р(р“) всех перестановок р“ из К 
различных элементов равно 


Р, = К!. (2.10) 


Примеры. Для примеров ! и 2 п. 2.2.3 из 
(2.10) следует: имеется 10! = 3628 800 различных способов 
расстановки на полке 10 книг и п! взаимно однозначных 
отображений, переводящих множество из п элементов в себя. 


2.2.4.2. Группа подстановок К элементов. Если 
выбрать М = {1, 2,...,К}, то каждую подстановку 
р“ этих элементов можно записать как матрицу 


из двух строк: 
, (; 23... ) 
р = , 
51 52 53... 5% 


(Бърн, ба) = (1, 2,...,К}, 
р“(0) = а іє {1,...,}. 


где 
(2.11) 


для всех 


Это делает возможным определение произведения 
рЕ-рЕ двух подстановок К элементов как после- 
довательного проведения обоих преобразований: 


(рт. р) (1) = рз (р! (й). 


Для этого записывают обе подстановки в виде 
матриц и переставляют столбцы второго множи- 
теля так, чтобы первая строка второго множителя 
совпадала со второй строкой первого множителя. 
Матрица произведения состоит из первой строки 
первого множителя и преобразованной второй 


строки второго множителя: 


123...К 51 52 53... Зу 123...К 

51 52 53... 5% 11 із із... (к 11 із із... Қ | 

Пример 1. 

4 (1234 # (1234) 
р (234) 22 3142 
4 4 (1234 (2143\ (1234 
РР > 2143) (1324) \1324/ 

Справедливы следующие утверждения. 

1) Для каждых двух подстановок рі и р 
элементов множества (1, 2,...,К} произведение 
ри.рь есть однозначно определенная подстанов- 
ка р'. 

2) Произведение 


есть ассоциативная (но 


не коммутативная) бинарная операция: 
(рт. р5)- рз = р! -(р5 ' р). , 
12... 
3) Для подстановки р“ = ( 12 А) (тож- 
дественнал подстановка) при всех р" имеет 


место равенство р“. р“ = р". р“ эр 


‘ 1 2 . өз К 
4) Для каждой подстановки р” = ( ) су- 
51 52 ... 5, 


09)" = 


51 52 ... 5% 
= ДЛЯ. КОТО ой выполняется соот- 
9 


ществует обратная подстановка 


1 2... К 
ношение (р) *.р“ = ре. (р^)! = ре. 

Вследствие 1) —4) и (2.10) все подстановки р” 
элементов множества ({1, 2,...,К} образуют 
(см. 2.4.1.6) группу порядка К!. 

Эта группа называется симметрической груп- 
пой 5%. 


Пример 2. Элементы симметрической группы 53. 
з (123) 3 (123 1-13 
з 123 з (123 3 — 123 
„= (553) (531) 312/ 
к 


Если в матрице подстановки р’ элемен- 
тов множества (1, 2,...,К) встречаются два столбца 


91...51... 
( (111351) для которых я<5, а п>: 


ци. и... 
(или > 5, а 4<14), то такая пара столбцов 
называется инверсией подстановки р". 
Подстановка называется четной или нечетной 
в зависимости от того, четно или нечетно число 
встречающихся в ней инверсий. 


Пример 3. Если 2(р!) - число инверсий, то для 
подстановок примера 2: 


2(рг) = 0, 2(рі) = 2(р2) = 1, 2(р3)-3, 2(р4) = 2 (р5)-2. 


Отображение группы 85; во множество 
{—1, 1}, определенное следующим образом: 
Х(рӘ = 1, если р“ — четная подстановка, и у (рк) = – 1, 


если р“ — нечетная подстановка, называется харак- 
теристикой подстановки группы 5; Вследствие 
равенства х (р“ ·р5) = х(р)-х(рЬ) это отображение 
гомоморфно. 

Множество всех четных подстановок множе- 
ства (1,...,К) образует подгруппу группы 8, 
порядка К!/2. Эта подгруппа называется знако- 
переменной группой. 

2.2.4.3. Подстановки с неподвижной точкой. 
Если р“ — подстановка множества М = (1, ..,К), то 


РАЗМЕЩЕНИЯ С ПОВТОРЕНИЯМИ 


каждый элемент іє М, для которого р'(ћ = 1, 
называется неподвижной точкой подстановки р". 


Пример. Для подстановок примера 2 п. 2.2.4.2 
справедливо следующее: р} имеет неподвижную точку 3, 
рі — точку |, рі – точку 2, р? имеег неподвижные точки 
1,2 и 3; рі и рё таковых не имеют. 


Число Е (р) всех подстановок множества 
{1,..., К}, имеющих по крайней мере одну непод- 
вижную точку, равно 

К 
Е(ру) = у, (-ІЗІСЦЕ- 1), (2.12) 
іші 
где СІ - биномиальные коэффициенты. Число 


С(р% всех. подстановок множества {1,...,К}, име- 
ющих в точности одну неподвижную точку, равно 


С(р) = 5, (= 1) СК - 1). 
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(2.13) 


Пример. Пять человек занимают места за столом 
не обрашая внимания на разложенные на столе именные 
карточки. В обшей сложности они могут разместиться 
5! = 120 способами. В 


Е(р*) = С! -4! — СЗ! + С3.2! - СИ + С$.0! = 76 


случаях по крайней мере один человек и в 
б(р") = 


= С1.1.4! — С2.2.31 + С3.3.2!— С4.4.11 + С$.5-01 = 45 


случаях В точности один человек займет отведенное ему 
место. 


2.2.4.4. Подстановки с заданным числом 
циклов. Если матрицу подстановки р“ перестановкой 
столбцов можно привести к виду 


( 52 53... брт 5р 561... х) 
52 53 54... 5, 51 +1... (у ' 
то р" задает взаимно однозначное отображение 
8-5 541, ілі, 2,...,"-- 1, 5-51 множества 
(51, 82,...,8.) на себя, которое называется циклом 
длины г и обозначается 4, = (51, 5›,...,5,). В соот- 
ветствии с этим каждой неподвижной точке соот- 
ветствует цикл длины 1. 

Каждую подстановку р" можно однозначно (с 
точностью до порядка сомножителей) представить 


в виде произведения циклов, не имеющих общих 
элементов. 


Примеры. 
12345\ _[14352\ _ | 
(409-0435) = (1, 4, 3, 5). (2), 
123456\ _ а. 
(123456) а, 2, 3) (4, 5)-(6). 


Для числа Р(Е, 5) подстановок р“, которые могут 
быть представлены в виде произведения 5 циклов, 
имеют место рекуррентные формулы 


Р(К, К) =1, Р(К, 1) = (К - 1)! 1, (2.14) 
Р(К, 5) = Р(К — 1,5 — 1) + (К — 1): Р(К ~ 1, $) 
при К> 5 > 2. 


при К> 


Пример Имеегся Р(3, 3) = 1 подстановка группы 5, 
(ср. пример 2 и 2242) с тремя циклами: р}; 
Р(3, 1) = 2 подстановки с одним циклом: рі и р; 
Р(3, 2) = Р(2, 1) + 2: Р (2, 2) = 1 + 2:1 = 3 подстановки с двумя 
циклами: рў, рз и р3. 


„> 
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2.2.4.5. Перестановки с повторениями. Если рас- 
сматривать упорядоченные К-наборы из множества 
М, которые состоят не только из различных 
элементов множества М, то получим переста- 
новки с повторениями. 

Пусть М = {51,...,5р} - непустое множество из р 
элементов и Й, $, ..., і, - натуральные числа та- 


р 
кие, что У 1 = К. Каждый упорядоченный набор К 
јел 
чисел ры. В ір» содержащий элемент 5, ровно і; 
раз (1</< <р), называется перестановкой мно- 
жества М с повторением. 
Примечание. При і, = > =... = і, 
становки множества из р элементов. 


= 1 получим пере- 


Число С, (і, Бр...) различных перестановок 
множества М с повторениями равно“) 


к! 


ПАНЕЛИ 


Се(ћ, Бро р) = (2.15) 


е? 


181 


6! 
Пример. Имеется С,(3, 2, 1) = ЗТ 
шестизначных чисел, содержащих трижды цифру 1, дважды 


цифру 5 и один раз цифру 9 (ср. пример 3 п. 2.2.3). 


= 60 различных 


2.2.5. РАЗМЕЩЕНИЯ 


2.2.5.1. Размещения Любой упорядоченный 
набор г различных элементов множества М, со- 
стоящего из К элементов, называется размещением 
Ф из К элементов по г. 


Примечание. Каждое размещение а“ есть взаимно 
однозначное отображепие упорядоченного множества 
(1, 2,..../) во множество М. Из определения следует, что 
г< к. При г = К получаем подстановки множества М. 


Число А; = А(а%) различных размещений есть 


г к! 
4-с- а-а 8-0. 


Примеры. 1) Имеется А2 различных взаимно одно- 
значных отображений множества {1,2} во множество 
(а, аҙ, аз, аз}, т.е. Аз = 12. 

2) Имеется Аз = 336 различных способов распределения 
трех первых мест при восьми командах, участвующих в 
соревновании (ср. пример 4 п. 2.2.3). 


(КЕ —" +1). (2.16) 


2.2.5.2. Размещения с повторениями. Любой 
упорядоченный набор г элементов множества М, 
содержащего К элементов, называется размещением 
с повторениями 4% из К элементов по г. 


Примечание. Каждое размещение с повторениями 
йк есть однозначное отображение упорядоченного множества 


{1, 2,...,”} в М. При этом возможно, что "> к. 
Число А(4%) различных размещений с повто- 
рениями есть 


А(@®) = №. (2.17) 


Пример. Число различных трехбуквенных слов, кото- 


рые можно составить из 32 букв алфавита, есть 
А(аф) = 323 = 32768 (ср. пример 5 п. 2.2.3). 


*) Ср. 2.2.1.3. 


» 
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2.2.6. СОЧЕТАНИЯ 


2.2.6.1. Сочетания. Любое подмножество из г 


элементов множества, содержащего К элементов, 
называется сочетанием с% из К элементов по г. 


Примечание. Если объединить все размещения 
ак из К элементов по г, состоящие из одних и тех 
же элементов (не учитывая расположения), в классы 


эквивалентности, то каждому классу будет соответствовать 


шіл ары ЗӘР), (а, з), (ы, з) 
(за, 53}, (За, 5}, (5% 54} исчерпывают все сочетания из 
четырех элементов по два. 

2) Имеется одно сочетание из К элементов по 0 
(т. е. не содержащее ни одного элемента) - это пустое 
множество. 


Число С, = С (ск) всех различных сочетаний 
равно 

к! 
"(КЕ — г)! | 


Пример. В числовом лото надо выбрать 5 чисел из 
90. Для этого существует Сфо = 43949268 способов (ср. 
пример 6 п. 2.2.3). 


С! = (2.18) 


КОНЕЧНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ, СУММЫ, ПРОИЗВЕДЕНИЯ, СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ 


2.2.6.2. Сочетания с повторениями. Обљединим 
все размещения 4% с повторением из К злемен- 
тов по г, состоящие из одинакового количества 
одних и тех же элементов (без учета расположе- 
ния), в классы эквивалентности. Каждый класс 
эквивалентности называется сочетанием с повторе- 
нием СЕ из К элементов по г. 

Примечание. Два размещения а и а“ или Ф и 


а# принадлежат одному сочетанию «% или СК соотвег- 
ственно только тогда, когда существует перестановка р” 
множества (1, 2, ..., г} такая, что для всех іє (1, 2,. | 


, г 
имеет место равенство 
к түр АРЫУ 
а = а (р ()) или 46()-0, (р (0) 
Ср. примечания в 2.2.5.1, 2.2.52 и 22.6.1. 
Число }! = С(с%) различных сочетаний с повто- 
рением из К элементов по ғ равно 


~ - (К+ = 1)! 
Де = Са = СЕ, = И-П. 


Пример. При наличии двух неразличимых кубиков 
можно получить /2 = С? = 21 различный результат бросаний 
(ср. пример 7 п. 2.2.3). 


(2.19) 


2.3. КОНЕЧНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ, СУММЫ, 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ, СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ 


2.3.1. ОБОЗНАЧЕНИЕ СУММ 
И ПРОИЗВЕДЕНИЙ 


Если а), а;,...,а, — (конечная) последователь- 
ность действительных чисел (ср. 2.3.2), то можно 
составить конечную последовательность сумм и 
произведений. 

Для конечных сумм и произведений чисел 
приняты обозначения: 


п 
Па = а ал»... ас 
ісі 


п 
У а ара? +... + ар 


і= 1 


(2.20) 


Входящая в выражения (2.20) переменная і назы- 
вается индексом суммирования (индексом умно- 
жения), а целые числа 1 и п — пределами сум- 
мирования (пределами умножения ). Значение суммы 
(произведения) не зависит от обозначения индекса 
суммирования (индекса умножения) — это так на- 
зываемая немая переменная: 


п п ! п 
Уа = а= 2, а 


ј=1 


1-1 


Иногда бывает необходимо перейти к новому 
индексу суммирования с одновременным измене- 
нием пределов суммирования. Так, например, пола- 
гая в первой сумме і = К + г, где ғ- целое число, 
а К — новый индекс, получим, что новые пределы 
по индексу К равны соответственно |-гип-г 
и 


п по 


У аш., 


к-і-" 


2.3.2. КОНЕЧНЫЕ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 


Конечная (действительная) числовая последо- 
вательность есть однозначное отображение мно- 


жества А, = {1, 2,...,п}, "> |1, во множество дей- 
ствительных чисел. При этом образ натурального 
числа іє 4, обозначается а, и называется 
членом последовательности. Последовательность 
обозначается посредством (а;|!. Последователь- 
ность может быть задана прямым перечислением ее 
членов или каким-нибудь алгебраическим выраже- 
нием. 


Примеры. 1) Последовательность, заданная прямым 
перечислением членов: 


1 = 4, —1, 3/5, 4, 4. 


2) Последовательность, заданная алгебраическим выраже- 
нием: 


(4-11 = 2, 2, 0, -4, - 10, -18. 


Если задана последовательность [а] = 
= 41, а2,...,а» п > 1, то из нее можно образовать 
другую последовательность: 


241 = [ал – а; ју ! = 


= 4, — 41, аз - 42, ..., 4, — 6,4-1, (2.21) 


она называется последовательностью первых раз- 
ностей последовательности [а;|1. Если п>2, то 
ИЗ последовательности первых разностей можно 
снова образовать последовательность первых раз- 
ностей, которую называют последовательностью 
вторых разностей исходной последовательности. 
Если продолжать так дальше, то процесс оборвет- 
са на последовательности (п — 1)-х разностей, так 
как она состоит только из одного члена. 

Если (417! — последовательность первых раз- 
ностей последовательности |а |", то 


п-1 


„У 4 =а, – а. 


і-і1 


4, -а»- 41, а, “а,-аҙ-а,,.. 


(2.22) 
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Если а, -0, то а, равно сумме п- 1 
последовательности первых разностей. 

Конечная последовательность |а |: называется 
постоянной, если сушествует такое действительное 
а, что а = а для всех іє{1,...,п}. В соответ- 
ствии с этим конечная последовательность длины 
п = 1 постоянна. 

2.3.2.1. Арифметическая прогрессия. Конечная 
последовательность называется арифметической 
прогрессией ,1-го порядка, если последовательность 
ее первых разностей постоянна (02; – @;-; = а – 
разность арифметической прогрессии). Последова- 
тельность называется арифметической прогрессией 
т-го порядка, если последовательность т-х раз- 
ностей постоянна, а (т — 1)-х не постоянна. 

Если |а|1 — арифметическая прогрессия 
порядка и 4 — ее разность, то 


а; = 4} + (і — Па, 


членов 


1-го 


а сумма членов равна 
за = ау а, +... фа, = 


= у а; = па. + а,)/2 = па + (п — 1)па/2. 


ізі 


Если Га,|1 - арифметическая прогрессия поряд- 
ка т, то сушествует многочлен 


Р.() = сш” +... +си + со 


такой, что для всех іє (1,..., п} выполняется равен- 
ство а; = Ри (5). 
При т = 1 для последовательности [ал с 


постоянной разностью 4 этот многочлен имеет 
вид 
а; = йі + (а, – д). 


Пример. Последовательность [11 = 1, 23, ..., п? 
есть арифметическая прогрессия 2-го порядка, Р, (і) = 1, 
Последовательность первых разностей имеет вид [4] ', 
где 4, = (1+ 1)2 — ? = 21 + 1. Последовательность вторых раз- 
ностей записывается в виде (4/72, где 4, = 2(!+ 1) + 
+1–(21+ 1) = 2. 

Если рассматривать [!3]] как последовательность первых 
разностей последовательности (9117), то [а]1*' есть 
арифметическая прогрессия 3-го порядка. Тогда сушествует 
многочлен третьей степени по і такой, что при всех і 
выполняется равенство а) = с313 + са? + с! + со. Если выбрать 
а, «0, то первые четыре члена последовательности 
(а! будут равны 0, 1, 5, 14. Из системы уравнений 
Ёс, + ез + ісу + Со = а при іші, 2, 3, 4 (или из одной 
из интерполяционных формул (ср. 7.1.2.6.1)) для неизвестных 
коэффициентов сз, с;, Сі, Со получаем 


Сз = 1/3, с = ~ 1/2, С; = 1/6, со = 0 


и, далее, 
1 1 1 
---0---84-- 
и Ан +. 
в 
„уп. 2 + Зп? +. (2 + 1)(п + уп 
4,41 |! 6 6 . 


2.3.2.2. Геометрическая прогрессия. Каждая после- 
довательность [а ју, у которой частное от деления 
двух соседних членов постоянно: а+1/4 = 4 ДЛЯ 
всех іє (1,...,п- 1}, называется геометрической 
прогрессией. Число а называется знаменателем 
геометрической прогрессии. 

Общий вид членов геометрической прогрессии: 


а; = ад ', іє {1,...,п}; 


сумма всех 
(а = 1) равна 


„= у а = У ад! = 
(2-1 і 


-а(14-4-4-..-441)-а, 


членов геометрической прогрессии 


4-1 
-1. 





2.3.3. НЕКОТОРЫЕ КОНЕЧНЫЕ СУММЫ 
_ п(п+1])_ 

55 
2) р+(р+1) + (р + 2) +... + (р+п) = 


(иж Пр +"). 
=: 


1 1+2+3+...+п 


3) 1+3+5 +... + (2п— 1) = и; 
4) 2+4+6+... + 2п = п(п + 1); 


5) 124 22432 + "ИЖ ПО +0. 


6 • 
2 2 
6) "ИО 
2. 
7) и 0 0), 
8) 13 + 33 + 53 +... + (2и – 1) = п? (212 — 1); 
9) 14 + 24 + 34 +... + п = 
_ п(п + Оп + 1) (31? + Зи – 1) 
30 | 


2.3.4. СРЕДНИЕ ЗНАЧЕНИЯ”) 


Если заданы п (не обязательно различных) 


действительных чисел ац, 42,...,4,, ТО число 
_ (а аҙ +... а,) 
А шш ----------------- 
п 
называется средним арифметическим чисел ат,...,4,, 


1 
а то = (Е (а: + 42 +... + а2) — средним квадра- 


тичным чисел ац, ..., а, Если а и ђ— неотри- 
цательные действительные числа, то 


по = У 


называется средним геометрическим чисел а и 5 
или средним пропорциональным чисел а и 6. 

Из равенства тт; = ав следует, что а:тс- 
= то :ћ. 

Для среднего арифметического тд (а, Б) и сред- 
него геометрического тс̧ (а, Б) неотрицательных 
чисел а и Б справедливы следующие утверждения: 


1) то(а, 5) < тд(а, Б); 


2) а, тд(а, В), ђ — арифметическая прогрессия 
1-го порядка; а, тс̧(а, Б), Б – геометрическая 
прогрессия. Если а и Б – длины отрезков, то 
отрезки длин тд(а, Б) и тс(а, 8%) можно 
построить циркулем и линейкой (рис. 2.4 и 
2.5). 


*) О средних значениях см. также 3.1 1 4. 
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Золотое сечение. Если а>0, то разложение 
этого числа на два положительных слагаемых 
х и а – х называется золотым сечением числа а, 


а а 
а р——ы 


5 

Рис. 2.4 Рис 2.5 
если х является средним геометрическим чисел 
аиа-х. Из равенства х = Ма (а — х) следует: 





1 л 
х= (/5- пая 0,6184. 


Если считать а длиной отрезка, то отрезок 
длиной х определяется построением, приведенным 
на рис. 2.6. 

Из равенства х? = а(а — х) = а? — ах следует, что 
а? = х? + ах = х(х + а), в соответствии с чем а 


а 
2 
4 
2 


а 


Рис. 2.6 


есть среднее геометрическое чисел х и х+а. 
Таким образом, если х делит число а в золотом 
сечении, то а в свою очередь делит в золотом 
сечении число х + а. 


2.4. АЛГЕБРА 


2.4.1. ОБЩИЕ ПОНЯТИЯ 


2.4.1.1. Алгебраические выражения. В современ- 
ной математике алгеброй называют науку о 
системах объектов («величин»), над которыми 
определены операции, аналогичные сложению и ум- 
ножению действительных чисел. Различные объекты 
могут иметь различные имена, а для обозначе- 
ния операций над ними применяются различные 
знаки. Существенной частью алгебры является 
грамматика алгебраических выражений, опреде- 
ляющая правила построения выражений из имен 
объектов, знаков операций и вспомогательных 
знаков (так называемых разделителей). Мы ограни- 
чимся употреблением простейшей системы обозна- 
чений, при которой величины обозначаются от- 
дельными буквами, быть может, с подстрочными 
индексами (например, х, уз, 4152)". Будем 
считать также определенными основные действия: 
сложение ( + ), вычитание ( — ), умножение (- или х)““) 
и деление (: или /). Умножение и деление 
считаются действиями более старшими, чем дей- 
ствия сложения и вычитания. В выражениях, 
содержащих несколько знаков действий, выпол- 
няются сначала все более старшие действия, а 
затем младшие. Действия одинакового старшин- 
ства выполняются по порядку, слева направо. 
Для изменения порядка действий могут применять- 
ся скобки. Правильные выражения должны со- 
держать одинаковое количество открывающих и 
закрывающих скобок, которые всегда могут быть 
объединены в систему вложенных пар. Первыми 
должны выполняться действия внутри самых внут- 
ренних скобок (не содержащих скобок внутри 
себя), затем внутри скобок следующего уровня 
и т.д. Для удобства иногда употребляются 
скобки разного вида, как-то: ( ), [ 1,1 Ь 
однако они должны встречаться парами и не нару- 


*) В алгоритмических языках (см. 7.2.1), допускаю- 
щих только линейную запись (в одну строку), исполь- 
зуются имена из нескольких букв и цифр, начинаю- 
шиеся всегда с буквы, например: уз, арс, Беа1. 

**) Если употребляются только однобуквенные имена, 
знак умножения может быть опущен, например, вместо 
3-а-5 можно писать Зар. 


шать систему вложенности; например, выражение 
(а: (5 + с) — а) неправильное. Если допускается не- 
линейная запись, то изменение порадка действий 
при делении может быть показано записью 
«в два этажа» -- с горизонтальной чертой в качест- 
ве знака деления (а также косой чертой), 7. е. записи 


(а + Б):(с+а)— ғи 9+8, (и (а + Ь)с+д- № 


с+а 
равноценны. 
Возведение в целую степень определяется как 
повторное умножение и обозначается знаком | или 


подстрочной записью показателя степени: 
а-а:...-а обозначается а | п или а". Возведение в 
—— 

п раз 


степень рассматривается как действие более стар- 
шее, чем умножение и деление. Например, а | т/п 
совпадает с (а 1 туп, а не с а 1 (туп)“"). 

2.4.1.2. Значения алгебраических выражений. 
Если не ограничиваться свойствами алгебраи- 
ческих выражений самих по себе как абстрактных 
выражений, то возникают вопросы, связанные с 
интерпретацией этих выражений на некоторой кон- 
кретной системе допустимых объектов, которые 
могут замещать алгебраические величины. Мы 
ограничимся рассмотрением алгебраических выра- 
жений над какими-либо системами чисел, до- 
пускающими упомянутые выше действия (см. 3.1.1 
и 3.4.2). Поскольку при этом алгебраические 
выражения могут быть вычисляемы, если входящим 
в них величинам придавать числовые значения, 
их иногда называют арифметическими выраже- 
ниями. 

Следует заметить, что основными действиями _ 
являются сложение и умножение. 

Если рассматривать только натуральные (целые 
положительные) числа, то вычитание — действие, 
обратное сложению, — не всегда окажется выполни- 
мым и потребует введения нуля и отрицательных 
целых чисел; деление (на число, отличное от нуля) — 
действие, обратное умножению, — окажется выпол- 
нимым, если мы введем в рассмотрение рацио- 


ж) Возведение в нецелую степень определено ниже 
(см. 2.4.1.4). 
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нальныечисла. Сушествуют разнообразные системы 
чисел, допускающих вычисление произвольных 
рациональных (т. е. использующих только четыре 
арифметических действия) выражений, например 


числа вида а + ЬИЗ, где а и ђ— рациональные. 

При рассмотрении алгебраических выражений 
во многих случаях выделяют некоторые основ- 
ные величины (переменные), отличая их от других, 
называемых коэффициентами или параметрами. 
При этом возможно считать допустимыми для 
основных величин и для параметров различные 
системы чисел. Так, например, рассматривая 
алгебраические уравнения (см. 2.4.2) с целыми или 
действительными коэффициентами, можно искать 
корни среди целых, действительных или комплекс- 
ных чисел. 

Алгебраические выражения можно преобразо- 
вывать, заменяя одно выражение другим. Такие 
преобразования называются допустимыми (тож- 
дественными), если после преобразования выраже- 
ние будет сохранять свое значение при под- 
становке любых чисел допустимых систем. При 
преобразованиях используются основные свойства 
арифметических действий (здесь и далее в этом 
пункте знак равенства употребляется в смысле 
тождественности): 

коммутативность (перестановочность): 


а+Ь=Ь+а, а: Ба; 


ассоциативность (сочетательность): 
а + (В + с) = (а + Б) + с, а-(ђ-с)=(а-ђ)-с; 
дистрибутивность (распределительность): 
а. + с) = а: Б + а: с. 
Из этих свойств вытекают формулы действий 
над степенями: 
(су = хе", (ту = ти, 


(х/у)" = х"/у". 


Некоторые формулы преобразований: 
(х + у)? = х? + 2ху + у?, 


= , 


х"/х" -- хп 


(х+у+... ++ и)? вх? гу? +... + РР + и? + 
+ 2ху+... + 2х! + 2хи +... + 2уи +... + 2, 
(х + у)? = х? + 3х?у + Зху: + уз, 
(х + у)" (см. 2.2.2.1), 
(х + уј(х – у) = х? – у?, 
хи у" (х у) (хт хи 2у + хт Зуг + 
+... + ху" 2 + ут 1), 


х2% — уж (х + у) (х2! — х2#-2у 4. ха-3у _ 


20-2 _ у28-1) 


—... + ху у 
х2к+1 + ут на (х + уј(х 2 х2*-1у + х?*-2у2 2 


-..- ху? + у2%), 


, 


2.4.1.3. Многочлены. Если в алгебраическом 
выражении основные величины (переменные) участ- 
вуют только в действиях сложения, вычитания 
и умножения, включая возведение в целую степень, 
то такие выражения называются целыми рацио- 
нальными (см. 2.5.1). Используя свойства арифме- 
тических действий, любое целое рациональное вы- 


х 


ражение можно представить в виде многочлена 
(суммы одночленов): 


АХ. + 4» Х» +... + А. Ху, 


где А; - коэффициенты выражения, не содержащие 
переменных, а Х; — произведения степеней перемен- 
ных. Многочлен обычно располагают в порядке 
убывания или возрастания степеней какой-нибудь 
переменной либо суммы степеней всех перемен- 
ных. Одночлены, в которых выражения Х; тож- 
дественны, т. е. содержат одинаковые переменные 
в одних и тех же степенях, называются подоб- 
ными и обычно приводятся — объединяются в один, 
коэффициент в котором равен сумме коэф- 
фициентов приводимых одночленов. Сумма степе- 
ней всех переменных в одночлене называется 
степенью этого одночлена. Наибольшая из степе- 
ней одночленов называется степенью многочлена. 

Сумма, разность и произведение многочленов 
также являются многочленами. Степень суммы или 
разности не превосходит наибольшей из степеней 
слагаемых, степень произведения равна сумме 
степеней сомножителей. 

Деление многочленов (с остатком). Если Р(х) 
и О (х) — многочлены по х степеней п и т соответ- 
ственно, п > т, то всегда существуют однозначно 
определенные многочлены Т(х) степени п — ти В (х) 
степени, меньшей чем т, такие, что тождественно 
Р(х) =О(х). Т(х) + К (х). Для нахождения частного 
Т(х) и остатка К(х) выполняют деление Р(х 


на О(х). 


Пример. 


3х% — 10ах3 + 22а2х2 — 24а3х + 1044 х? — ах + За? 


Зх? — 4ах + 5а? 
3х% — бах? + 9а2х2 


ру 


- 4ах? + 13а?х? — 24а3х 


- 4ах! + 8а2х? — 12а3х 
542х2 — 12а3х + 1044 
542х2 — 10а3х + 15а“ 
— газх — 5а4 

Таким образом, 3х“ — 10ах? + 22а2х? — 24а3х + 10а* = 
= (х? — ах + Заг)(3х2 — 4ах + 5а?) + (—2а3х — 5а4). 

Если К(х)= 0 (нулевой многочлен), то много- 
член О(х) называется делителем многочлена 
Р(х). Для нахождения общего наибольшего дели- 
теля двух многочленов Р(х) и О(х) приме- 
няется алгоритм Евклида. Выполняется цепочка 
делений до получения остатка, равного нулю: 


Р(х) = О (х)- Т , (х) + К, (х), 
О (х) = К, (х): Т; (х) + К (х), 
К, (х) = К (х): Тз(х) + Ез(х), 


К,-2(х) = Ка-1 (х)- Т,(х) + Ка (х), 
Кт- 1 (х) = Ка (х): Т, +1 (х). 


Предшествующий ему остаток К„(х) является 
общим наибольшим делителем. Если он не со- 
держит х, то многочлены Р(х) и О(х) назы- 
ваются взаимно простыми. 

2.4.1.4. Иррациональные выражения. 

Обобщение понятия о степени. 
Извлечение корня определяется как действие, об- 
ратное возведению в степень. Корнем т-й степени 


142 


АЛГЕБРА 





т 
из х (обозначается |/х) называется величина у, т-Я 
т 
степень которой равна х: (1 х)" = х. При т четном 


үх сушествует (среди действительных чисел) только 
при х>0, причем допустимы два значения 
корня — положительное и отрицательное. Для опре- 
деленности знак корня в этом случае будем 
всегда брать положительным, так что 
Их" |х. При т нечетном существует единст- 


т 


венное значение х, знак которого совпадает со 
знаком х. 
Из определения следует, что 


уху = УУ», у = У 


при условии, что соответствующие корни Су. 


шествуют. 
Выражения, содержашие знак корня (радикал), 
называются иррациональными. 


Примеры преобразований иррациональных выраже- 
ний 


1) Их/02у) = /Фху/4уй) = У2хуј2 | у) (при у # 0, ху > 0); 


2) (х(8уг2) = |У2хугај(вуз23) = |2хугајуг) 
(при уж 0, 2 # 0); 


3) ик+ Ия (х - ме + уде - У) = - 
= (х – уух? -у) (при уз о, х2-уж0); 

дик+ со - ху + ИИ + Удез - хИ + 
+ Иуђу = (ка – «Иу + УЫ + у) (при х? + у #0); 

5 Ух+ у = Уб + 72 + Уб – #72, 
где и = Их? – у (при у > 


Понятие возведения в степень может быть 
обобшено на нулевой, отрицательные и дробные 
показатели при помоши формул (для допустимых 


значений х) 
п--- п /--- 
- Их", хэ”! Их”. 


Приведенные в 2.4.1.2 формулы для действий со 
степенями остаются в силе. 


АТАА 


- Из) -(х/2 + х2/3 + х3/4 + х7!12) (х1/2 - хі + хи“ + х5/12) = 


0, х2 –у » 0). 


п — 1/х", хтт 


Пример. 


= х+х116 + х514 + х1312 _ Х5/6 _ х — х1312 — х112 | 3/4 + 


5/4 — у13/12 _ 


11/12 _ 1312. (76 — хх 


+ х! 1/12 у х + х5/6 – х 
4, 1 1 4 
- үх? 2 хэ 2 Их" + үх, 


2.4.1.5. Неравенства. Два алгебраических выра- 
женил, соединенные одним из знаков <, <, >, 
>, =, образуют неравенство. Неравенство назы- 
вается тождественным или универсальным, если 
оно выполняется (в арифметическом смысле) для 
любых действительных значений входящих в нера- 
венство величин. Неравенство называется выпол- 
нимым, если существует непустое множество значе- 
ний входящих в неравенство величин, при подста- 
новке которых неравенство оказывается справедли- 
вым, и невыполнимым, если таких значений не су- 
ществует. 


хип2 + х 4 


‘когда «ак = ВЫ, для всех К = 1,..., 


Примеры. Неравенство х? + 1 > 0 – тождественное; 
ха + у? + 5 < 0 – невыполнимое; 2х + 4 > 0 – выполнимое 
(оно справедливо при х > – 2). 


Некоторые универсальные нера- 
венства. 

1) Та + 5 | < |а| + 15, [а +а; +... фа | < 
за | + || +... + | а, |. 

2) [а] -151214-89121а1-1511 

3) |(а + а; +... Фа уп | < 


< И (а? +а +... + а2)/п (равенство имеет место 
только при а, = а; =... = ад) 

4) Неравенство Коши — Буняковского: 
(аР. + а2Ь> +... + аР)? < 


< (а? + а? +... + а2)(52 + 54 +... + 52) 


(равенство имеет место тогда и только тогда, 
п и некоторых 
а, В, || + | В! > 0). 

5) Неравенство Минковского (при р > 1): 


(а + 5) | + | а; + 5; |" + (+ | ац + Б, < 
< (Ја; |> + | а; Р +... + | а, |Р) + 
+ (АР + | Р +... + | Ба |)". 


Выполнимые неравенства. 
и 7 а +а2 +... + а 
1) Иа1-а2....-ан <, 


п 
> 0 (і = 1, 2,....п) 
Среднее геометрическое положительных чисел 
меньше их среднего арифметического или равно 
ему (см. 2.3.1). Равенство имеет место, только 
если а, = а; =... = др. 
2) Неравенство Чебышева. 


при а; 


При 0 <а; <а; < 





<... са и 0 <Б, <Б, <... <Б, 
а, +а2 +... Фа, Б + Б +... + Б, 
И И № 
ай: + а» +... + а, 
<---- -- 
п 


При 0<а, са;<... за и Б, 2 Б, 2... >В > 0 





а, + а2+...+а ++... +, 
: 2 
п п 
а Бъ + а» +... + а, 
> и 
п 
3) Обобщенные неравенства Чебышева. При 
О <а, «ат <...<а и 0 <Б, <6,<...<Ь,, К 
натуральном 
Гааз ха = мж Сър 
< 
< (ала) + (ар) +... + (афрај“ 
~ п . 
При 0 <а, Да; <... < а, иђ, > Б, >... >ђ, > 0 
я + 4) +... +ап Б ДЕЛОВИ Ч 


+ (апр ну 


„етен: 1 + шаа) + --- 
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Неравенства называются эквивалентными, если 
ОНИ выполнимы для одних и тех же зна- 
чений входящих в них величин или если они 
невыполнимы. 

Основные свойства 
(эквивалентные преобразования). 

1) Если А, < А», то Аз > А). 

2) Если А; < А; и А; < А}, ТО А; = Ад. 

3) Если А, < А; и А, < Аз, ТО А, < Аз. 

4) Если А, СА; и А, < Аз ИЛИ А, <А, и 
А» < Аз, то А, < Аз. 

5) Если А, < Аҙи Аҙ < Ад, ТО А, + Аз < А +А4. 

6) Если А, СА; и А, >0,.то АА. < А; Аз. 

7) Если А, < 4, и Аҙ < 0, то А, Аз > А. Аз. 

8) Если 0 < А, < 4, или 4,<4А;:<0, то 
1/41 > Аз. 

Решить неравенство, содержашее неизвестную 
величину, — значит определить множество значений 
неизвестного, при которых неравенство выпол- 
нимо, — множество решений неравенства. Для 
отыскания решения используются эквивалентные 
преобразования. 

Примеры решения неравенств. 

1) 5х + 36 8х + 1. Используя свойство 5), прибавим 
к обеим частям неравенства — 8х — 3; получим —3х < -2. 
Используя свойства 6) и 7) получим решение 
хр 2/3. 

2) Неравенство первой степени ах + Б 20“). При а> 0 
имеем х > —бја, при а< 0 имеем ха —бј/а, а при а=0 
неравенство тождественно для 520 и невыполнимо для 
5<0. 

3) х < а. При а<0 неравенство невыполнимо, при 
а = 0 получаем х = 0, при а>0 решением является мно- 
жество значений, определяемое двойным неравенством 
- уа «ха уа 

4) х? эа. При а« 0 неравенство тождественно, при 
а>0 решением является множество значений х, опреде- 
ляемое следующими условиями: или х» Уа, ИЛИ 
хє – Уа. 

5) Неравенство второй степени ах? + ӛх + с 20 (4540) 
может быть преобразовано к виду а((х + р/2) + Р) 2 0, 
где р-Ма, Р == (4ас — Ь2)/(4а*). При р> 0 неравенство 
тождественно при а>0 и невыполнимо при а<0. При 
р < 0, используя свойства неравенств и примеры 3) и 4), 


получим, обозначив х; = -р/2-/-0, х = -р/2 + У –Р, 


что хах, или х » х; при а> 0, х, хах, при а<0. 


неравенств 


2.4.1.6. Элементы теорин групп. Алгебраическая 
система С, в которой определена одна операция, 
ставяшая в соответствие двум любым элементам 
системы какой-либо третий элемент этой системы, 
называется группой, если эта операция (обозначае- 
мая ж ) обладает следующими свойствами: 

1) (ажбжс=а ж(ђ жс) для всех а, Б, себ – 
ассоциативность; 

2) существует «нейтральный» элемент е такой, 
что ежа=аже=а для всех аеб; 

3) для каждого аєС существует обратный 
элемент х такой, что ажх= х жа = е. 

Если, кроме того, для любых элементов а 
и Б выполнено соотношение ажр = Б жа, то 
группа называется коммутативной, или абелевой. 


*) Знак неравенства < можно перевести в > умноже- 
нием неравенства на —1. Если вместо > стоит >, то 
при решении возможность равенства должна быть отбро- 
шена 


В качестве знака операции обычно употреб- 
ляют знак + (аддитивная группа) или · (мульти- 
пликативная группа). Для аддитивной группы ней- 
тральный элемент называется нулем, а обратный 
к а элемент обозначается — а. Для мультипли- 
кативной группы нейтральный элемент называется 
единицей, а обратный элемент обозначается а“ !. 

Коммутативная аддитивная группа называется 
кольцом, если в ней определена, кроме операции 
сложения, вторая операция — умножение, обладаю- 
шая дистрибутивностью: а-(Ь + с) = а: Б+а:с и 
(445) с-а-с45-сдля любых элементов а, фи с. 

Примером кольца может служить # — мно- 
жество всех целых чисел. 

Если операция умножения в кольце обладает 
свойством ассоциативности а: (р: с) = (а: Б): с или 
коммутативности а:Б = Б.а, то кольцо называется 
соответственно ассоциативным или коммутатив- 
ным. 

Если в ассоциативном и коммутативном 
кольце существует единичный элемент е, т. е. 
а-:е=е-а = а для любого а, и для каждого 
элемента а, отличного от нуля, существует 
обратный элемент а”! (т. е. кольцо, из которого 
исключен нуль, образует мультипликативную 
группу), то кольцо называется полем. Примерами 
полей могут служить множество всех рациональ- 
ных чисел, множество всех действительных чисел 
и множество всех комплексных чисел. 

Отображение алгебраической системы С в дру- 
гую систему С’ называется гомоморфизмом, если 
каждому элементу аЕС соответствует определен- 
ный элемент аеС, причем если с=ажђ, то 
"ша ж/Ы(ж- операция, определенная в С, ж — 
операция, определенная в С’). Если такое отобра- 
жение взаимно однозначно, оно называется изо- 
мдрфизмом. 


2.4.2. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ 


2.4.2.1. Уравнения. Пусть С обозначает мно- 
жество чисел, так называемую основную область, 
и а, Б. с,...,х, у, 2 — переменные. Это знаки, 
вместо которых могут стоять элементы основной 
области или ее подмножества, так называемой 
основной области переменных, или области изме- 
нения. Из чисел и переменных могут быть 
построены алгебраические выражения (см. 2.4.1), 


например: 8, —3/5, (2х — 1)/а (а # 0), (ад - 1. Оп- 
ределение выражения можно распространить на 
неалгебраические выражения, к которым относятся, 
например, а’ (В действительное), е“, 108, у, біп х, 
агссо8 г. 

Под областью определения Х выражения с п 


переменными хі, Х2,...,Х, И соответствующими об- 
ластями изменения Хр, Х>;,...,Х, понимают 
множество всех последовательностей (51, 52,..., ба), 


НЕХ; (і = 1, 2,...,п), для которых данное выраже- 
ние переходит в число из области б, если 
переменные х, заменить на &,. 


Если С — множество всех действительных чисел, то выра- 
жение (2х + 1)/5 имеет, например, в качестве области 
определения всю область изменения х, в то время как 
область определения выражения 5/(2х + 1) содержит все числа 
области изменения х, за исключением - 1/2. 
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Два выражения П (хи, Хо, .., Ха), Т (Х1, Х»,..., Хи) 
от переменных хі, Х:,..., Хи называются эквивалент- 
ными по отношению к области определения Х, 
если соотношение Т, (54, 5,.., 5 ) = Т, (51, 5, ... 
..., ба) выполняется для всех последовательностей 
(51, 52, ..., бпје Х (ср. 2.4.1.5). Переход от выраже- 
ния Ті к эквивалентнсму выражению Т; назы- 
вается эквивалентным преобразованием выражений. 
Это понятие зависит от областей определения 


выражений; так, Иа? =а для неотрицательных 
действительных чисел есть эквивалентное преоб- 
разование, но не является таковым для мно- 
жества всех действительных чисел. 


Пример. Выражения 3х/2 + 5х/2 и 4х эквивалентны 
по отношению к множеству всех действительных чисел, 
в то время как а+ Б +1 и а+ (62 – ПДЬ- 1) не зквива- 
лентны по отношению к этому множеству, так как выра- 
жение а + (5? — 1)/(Б — 1) не определено при ђ = 1. 

Если два выражения Ті, Т;, содержащие 
переменные, связать знаком равенства: Ті = Т;, то 
получается уравнение; Т, и Т; называются соот- 
ветственно левой и правой частями уравнения. 
Если выражения Т, и Т; не содержат пере- 
менных, то имеется высказывание о равенстве, 
которое либо истинно, либо ложно. Уравнение 
представляет собой высказывание, которое перехо- 
дит в истинное или ложное только после замены 
переменных их значениями. 

Решение. Множество решений. Пусть 
Ту(ху, х2,...,Хи) = Т(Ххі, Х2,...,Ха) есть уравнение 
с п переменными, и пусть Х — соответствующая 
область определения. Тогда каждая последова- 
тельность чисел (61, 62,...,5,), элементы Е, которой, 
будучи подставленными вместо соответствующих 
переменных х; в уравнение, переводят его в 
истинное высказывание, называется решением или 
корнем этого уравнения. Решить уравнение — 
значит найти все его решения, т.е. найти его 
множество решений. 


Пример. (3, 2) есть решение уравнения Зх, — 2х, = 5 
(хі, х: действительны), множество решений есть 
(((5 + 20)/3, г); г — произвольное действительное число}. 


Уравнение называется разрешимым или неразре- 
шимым в зависимости от того, имеет оно решение 
или нет. Если все последовательности чисел 
(51, 52,...,5.)є Х являются решениями уравнения, 
то оно называется тождеством относительно Х. 
Так, уравнение х? = 2 для рациональных х не- 
разрешимо, а для действительных х разрешимо. 


Уравнение Иа? = а есть тождество по отношению 
к множеству всех неотрицательных действитель- 
ных чисел. 

Уравнения с параметрами. Иногда в уравнении 
с п переменными часть переменных можно рас- 
сматривать в качестве так называемых неизвестных 
т переменных (0 < т <и), а остальные — в ка- 
честве параметров. Тогда решения уравнения мо- 
гут зависеть от параметров. 


Пример. Если в уравнении 5х — 2у =2 + 1 все пере- 
менные считаются неизвестными уравнения, то это есть 
уравнение относительно переменных х, у и 2 и, например, 
тройка (1, 0, 4) есть решение этого уравнения. Если же 2 
рассматривать как параметр, то получается уравнение отно- 
сительно х и у, решением которого является, например, 
(2 + 3, 22 + 7) 


Эквивалентные уравнения. Два уравнения с п 
переменными ху, Х2,.. ,Х,, принадлежащими одной 
и той же области изменения, называются 
эквивалентными над этой областью изменения, 
если их множества решений совпадают. Например, 
уравнения х? = 4 и х? = 8 эквивалентны над мно- 
жеством натуральных чисел, но не эквивалентны 
над множеством целых чисел, так как в последнем 
случае множества решений суть 1-2, 2} и 12! 
соответственно. 

Уравнения, тождественные по отношению к 
одинаковым областям изменения, всегда эквива- 
лентны (это справедливо и для двух неразрешимых 
уравнений); если два уравнения эквивалентны 
третьему, то они эквивалентны друг другу 
(транзитивность эквивалентности) (ср. 2.4.1.5). 

2.4.2.2. Эквивалентные преобразования. Экви- 
валентное преобразование — это преобразование, ко- 
торое переводит уравнение в эквивалентное. 
Преобразование, переводящее уравнение С; в урав- 
нение С›, эквивалентно тогда и только тогда, 
когда для множеств решений 1, и 2; уравнений 
Сі и С; выполняется равенство Г, = Го. Если, 
напротив, Їл = Го, то преобразование называется 
неэквивалентным. 


Примеры (областью изменения в дальнейшем всегда 
будет множество действительных чисел). 


1) Преобразование уравнения бі: Зх-4- 8 + 5х в 


уравнение Со: 2х = —12 является эквивалентным, так как 
[1 = Го = 1-6) 
12 + 4х 2х- 1 
2) Если уравнение ———_—--= 22001 : 
) ур 243 =— переписывают в 


виде (12 + 4х) (5 — х) = (2х — 1) (х + 3), то производят незкви- 
валентное преобразование, так как 1, = {7/2} с (7/2, -3)-14; 
в этом случае а с І.). Если в качестве области изменения 
брать, например, множество положительных действительных 
чисел, то указанное преобразование является эквивалентным, 
так как в этом случае а = 1. = {7/2}. 

3) Еще один пример неэквивалентного преобразования 





подобного типа дает переход от Их + 7 = 2х —-1кх+7= 
= (2х - 1), так как а = {2} с (2, —3/4} = 1р. 

4) При неэквивалентных преобразованиях решения могут 
и теряться, т е. 1, > Го. Например, если перейти от урав- 
нения бі: х? — 4х? = 5х к уравнению б): х? — 4х – 5 = 0, 
то получим + {—1, 0, 5} > 1; ={-1, 5). 

Теоремы 06 эквивалентных 
уравнений (ср. 2.4.1.5). 

1. Уравнение Т, = Т; эквивалентно уравнению 
Тл = Т, если Т, эквивалентно Т; и Т, экви- 
валентно То. 

2. Уравнение Т; = Т; эквивалентно уравнению 
Т. = Т;. 

3. Уравнение Т; = Т; эквивалентно уравнениям 
Т. + Тз = Т, + 13 И Т, – Ту - Т, – Т3, если Т; 
есть выражение, определенное во всей области 
определения уравнения Т; = Т. 

4. Уравнение 7; = Т; эквивалентно уравнениям 
Т.Тз - Т;Гҙ и Т,:Тз = Т: Тз, если Тз опреде- 
лено и отлично от нуля во всей области 
определения уравнения Т; = Т. 

Чтобы решить уравнение, т е. чгобы опреде- 
лить множество его решений, в общем случае 
посредством эквивалентных преобразований состав- 
ляют цепочку уравнений. первос есгь заданное 
уравнение, а последнее — уравнение такой просгой 
струкгуры, что его решение можно найти не- 
посредственно. По построению каждые два соседних 
уравнения цепочки эквивалентны друг другу; вслед- 


преобразованиях 
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ствие транзитивности зквивалентности все уравне- 
ния цепочки эквивалентны друг другу; в частности, 
исходное уравнение эквивалентно последнему урав- 
· нению. Следовательно, найдя множество решений 
последнего уравнения, мы находим также множество 
решений исходного уравнения. 
2 3 


Примеры. 1) 2+ за хо 





(х — действитель- 
ное); 

2) 5(х + 2) (2 — х) + 2х(х + 2) = 3х (2 – х); 

3) —5х? + 20 + 2х? + 4х = бх – 3х?; 

4) 20 = 2х; 5) х = 10. 

Проделанные преобразования эквивалентны для всех 
х # --2, 0, 2. Следовательно, искомое множество решений 
имеет вид 1, = 1,5 = (10). 

2.4.2.3. Алгебраические уравнения. 

Общее понятие. Каноническая фор- 


ма. Любов уравнение Р(хи,...,х„) = 0, где 
Р(хі,..., ха) есть многочлен (отличный от нулевого) 
относительно Х1,..., хь, называется алгебраическим 


уравнением относительно переменных ху,..., Хи. 
Коэффициенты многочлена могут при этом быть 
как постоянными, так и параметрами (т. е. пере- 
менными, отличными от хи,...,Х,) или функциями 
таких параметров. 


В соответствии со сказанным, например, 3х? — х+5=0, 
пх — 1 = 0 — алгебраические уравнения относительно х, а 
х? + 2у? — ху – 3 = 0 — алгебраическое уравнение относи- 
тельно х и у. Уравнение у? — узшх — 25іп2 х – 7 = 0 не 
является алгебраическим относительно х и у, но если х 
рассматривается как параметр, то и это уравнение будет 
алгебраическим относительно у. 

Неалгебраическими уравнениями являются, например, 


удх 1 раз х-5 22-1 
4х-745-1 Ха ха 


ѕіпх – ех + 5 = 0). 


Среди неалгебраических уравнений те уравнения, 
в которые переменные, рассматриваемые как не- 
известные, входят под знаками трансцендентных 
функций (см. 2.5.2), называются трансцендентны- 
ми уравнениями (см. 2.4.3). 

Иногда неалгебраические уравнения можно 
преобразовать в алгебраические (не обязательно 
эквивалентные исходным). 


Примеры. Уравнение + = 2—1 эквивалентно ал- 
гебраическому уравнению 2х? + 3х — 20 = 0. 


х- 5 2111 
х? —8х+15 х-3 
скому уравнению не эквивалентно; оно выполнено для 
всех х, кроме х-Зих- 5. | 

Уравнение 7 — х = /х- | можно преобразовать в алгеб- 
раическое уравнение х?- 15х + 50 = 0, но это уравнение 
не эквивалентно исходному. Алгебраическое уравнение 
имеет множество решений {5, 10}, в то время как исходное 
уравнение выполняется только при х = 5. 





Уравнение никакому алгебраиче- 


Всякое алгебраическое уравнение относительно х 
можно записать в виде 


Аох" + Арх" +... + Ам-1Х + А, = 0; 
Ао #0, п> 1; 


А, называются коэффициентами уравнения, п — его 
степенью. , 

Если все коэффициенты А, являются парамет- 
рами, то уравнение называется обшим 'алгебраи- 
ческим уравнением относительно х степени п. 


Если алгебраическое уравнение разделить на 
Ао = 0, то, обозначая А;/Ао-а; (і = 1, 2,..,п), 
получим каноническую форму алгебраического 
уравнения п-И степени относительно х: 


х" + ах" 1 + ах" 2 +... + ах + а, = 0. 


Корни алгебраических уравнений до четвертой 
степени включительно выражаются через коэф- 
фициенты при помоши конечного числа алгебраи- 
ческих операций. В этом случае каждое решение 
выражается в радикалах, т. е. представляет собой 
выражение, содержашее только знаки арифмети- 
ческих операций и извлечения корней; показатели 
этих корней — целые числа р> 2, а подкоренные 
выражения суть рациональные функции коэф- 
фициентов или сами содержат радикалы. 

Алгоритмы решения алгебраиче- 
ских уравнений с одним неизвестным. 

Линейные уравнения (уравнения 1-Й степени). 
Каждое линейное уравнение есть алгебраическое 
уравнение 1-й степени, т. е. неизвестное встречает- 
ся только в 1-Й степени. Существуют также 
уравнения, эквивалентные линейному. 


Например, уравнение (х — 1)(х + 3) = (\ , ну 2) над 
множеством Ё действительных чисел зквивачентно линей- 
ному уравнению 4х — 13 = 0. Уравнение 17 == 

А ~ 





х_ над множеством Ҝ\{1, 3, 5) зквивале" . | ти- 


нейному уравнению х- 13 =0. Иррациональное уравне- 


3 
ние Ух + 2 = 1 над множеством всех действительных чисел 
эквивалентно уравнению х + 1 = 0. 


Линейное уравнение с одним неизвестным х 
и областью изменения В имеет вид ах + = 0, 
а = 0, ах – линейный член, Б — свободный член. 
Это уравнение имеет одно решение: х = ~ Б/а. 
При изменении множества, над которым определяет- 
ся решение, изменяется и разрешимость уравнения. 
Так, уравнение 2х + 5 = 0 неразрешимо над мно- 
жеством натуральных чисел. 

Квадратные уравнения (уравнения 2-й степени), 
Каждое алгебраическое уравнение 2-й степени 
называется квадратным уравнением. Квадратное 
уравнение относительно х с областью изменения 
В (или множеством комплексных чисел С) 
имеет вид 


ах? + Бх+ с 0, аз 0, 


где ах? - квадратный, Әх- линейный и с- 
свободный члены. После деления на а получаем 
каноническую форму: х? + рх + 4 = 0, где р = Ба, 
а = сја — действительные параметры. 

Число действительных решений квадратного 
уравнения х? + рх + 4 = 0 зависит от знака дискри- 
минанта О = а — (р/2): 

если р «0, то имеется два решения (два дей- 
ствительных корня); 

если Р = 0, то имеется одно решение (два дей- 
ствительных совпадаюших корна); 

если р> 0, то нет действительных решений 
(два комплексных корня). 

Если в качестве области изменения неизвесі- 
ного взять множество комплексных чисел, то 
квадратное уравнение всегда имеет два решения: 
действительные — в случае № <0 и комплексно 
сопряженные - в случае Р > 0. 


146 АЛГЕБРА 





Вследствие того, что 4ас — Б? = да: р, в качестве 
дискриминанта можно использовать выражение 
А = 4ас- Б?, знак которого определяет вид решения 
квадратного уравнения ах? + ђрх + с = 0. 

Решение квадратного уравнениа. 

1-й способ. Применение формулы. 

а) Для уравнения вида ах? + Бх + с = 0 имеем 


—ђ + үм - 4ас 
За | 


Х1, 2 = 


б) Для уравнения вида х? + рх+4=0 имеем 


х1, 2 = —р/2 + И (р/2)* – а = -р/2 + У –Р. 


Эти формулы справедливы всегда, если в 
качестве области изменения неизвестного выбрано 
множество комплексных чисел. Если область из- 
менения есть множество действительных чисел, то 
надо потребовать еше, чтобы выполнялось нера- 
венство О < 0 (или А < 0). 

2-й способ. Разложение на линейные мно- 
жители. В случае, если удается разложить 
квадратный трехчлен на линейные множители: 
ах? + бх + с = а(х — 9) (х – В) (или х?+рх+а= 
= (х — а) (х — В)), уравнение ах? + Бх + с=0 (или 
х? + рх + а = 0) имеет множество решений [= 
= (а, В) 

Кубические уравнения (уравнения 3-й степени). 
Уравнение 3-й степени, или кубическое уравнение, 
имеет вид 


ах? + Бх? + 0сх + 4 + 0, а > 0, 


где а, Б, с, а — действительные, при этом ах? - 
кубический, Рх? — квадратный, сх — линейный и 4 — 
свободный члены. После деления на а уравнение 
принимает канонический вид: 


хз + их? + зх + 1 = 0, (ж) 


где ғ-Р/а, $ = сја, ! = (а. 

Делая в уравнении (ж) замену неизвестного 
у=х + (7/3) (х = у — (ғ/3)), получаем так называемое 
приведенное уравненце: 


у“ + ру +9 = 0, 
35 — р? 213 Р 


= ----- — а. 
45727 3 





Число действительных решений кубического 
уравнения зависит от знака дискриминанта 
р = (р/3)? + (4/2)? (эта величина получается умно- 
жением на (- 1/108) дискриминанта, введенного в 
1.2.1.1): 


х действительное 


Одно действительное решение 


Три действительных решения 


Одно действительное решение и одно действитель- 
ное двукратное решение или одно действитель- 
ное трехкратное решение (последнее в случае 


р-4-0) 





Решение кубического уравнения. 

1- способ. Разложение левой части на ли- 
нейные множители. Если удается найти разло- 
жение ах? + Бх? + сх +а=а(х — а) (х — В)(х – у), 
то уравнение ах? + Бх? + сх + 4 = 0 имеет мно- 
жество решений (а, В, у). Достаточно найти раз- 
ложение вида ах? + Вх? + сх + й = а(х – 9) (х? + 
+ рх + с) (выделение линейного множителя); тогда 
одно решение есть хі -о, а два других нахо- 
дятся путем решения квадратного уравнения 
х? + рх + с = 0. Очевидно, выделение линейного 
множитела всегда возможно, если известно одно 
решение уравнения или это решение можно 
подобрать (см. 2.4.2.4). 

2- способ. Применение формулы Кардано 
Формула Кардано для кубического уравнения 
х? + гх? + 5х +: = 0 относится к его приведенному 
виду у? + ру + 4 = 0. В этом случае 


У! =и + 0, 
и+о и— 0, 
у2 = - “2 + га 113 = ви + сор, 
и + о и— 0 
уул - -4 7 — уз = Бри + 818, 
2 2 
где 
3,------ 3------- 
и= У-арљур, -.-ү-а7-үр, 
р = (р/3)° + (4/2), є: =(-1 #1у3у2 
Посредством замены хұ-у,-(ғ;/3) (К = 1, 2, 3) 
из у, получим решения х, данного кубического 
уравнения. 


В случае р« 0 кубическое уравнение имеет 
три действительных решения. Если применять при- 
веденные выше формулы, то корни будут выра- 
жаться через комплексные величины. Избежать 
этого можно следующим образом (см. также 3-й 


способ). Положим р = у – р?/27, созф = - 4/(2р). 
Тогда решениями приведенного уравнения у? + 
+ ру+а = 0 будут 
3 
уі = 2 У рсоз (Ф/3), 
3 
у; = 2 |/ рсоѕ (ф/3 + 21/3), 
3 
уз = 2 У рсоѕ (ф/3 + 41/3), 
от которых заменой х, = у; — (7/3) снова можно 


перейти к решениям заданного кубического 
уравнения х? + гх? + 5х +Е= 0. 


х комплексное 


Одно действительное и два комплексно сопряжен- 
ных решения 


Три действительных решения 


Одно действительное решение и одно действи- 
тельное двукратное решение или одно действи- 
тельное трехкратное решение (последнее в слу- 
чае р = 9 = 0) 
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Пример. Кубическое уравнение х? — бх? + 21х — 52-0 Решение уравнения 4-й степени. 
заменой х= у + 2 преобразуем к приведенному виду 1-й способ. Разложение на линейные множи- 


3 
+ ду – 26 = 0 (здесь р = 9, а = -26, р = 27 + 169 = 196). 
| а 90у 26 А (здесь р Кардано дает у,-2, уе ели. Если удается произвести разложение 
многочлена ах“ + Бх? + сх? + ах +е=а(х – а) х 


= -1+ 21/3 = —1-— 21/3; следовательно, х; = 4, 
Из, уз | уз: боса х (х — В)(х — у)(х — 6), то уравнение 
Ху»! + 23, хз = 1 — 21/3. 
. ах“ + Ьх? + сх? + ах +е=0 
3-й способ. Применение вспомогательных 
величин, которые могут быть вычислены при имеет множество решений ја, В, у, 6). Доста- 
помощи таблиц. В приведенном уравнении точно найти разложение левой части уравнения 


у? + ру + а = 0 положим В = (ѕівп Ф/Ірі/3 Вспо- 4-Й степени в произведение двух квадратных 
могательная величина ф и при ее помощи  ТРехчленов: тогда решение уравнения 4-й сте- 
корни уу, уг, Уз определяются в зависимости от "НИ сводится к решению двух квадратных урав- 
знаков ри Р = (р/З)? + (4/2)? из таблицы: нений. 


4 
сћф = — зћф = --- 
М 219 М 2 К3 


2 Ф ова? 
2К сһ 3 ча 3 


Кон 5+ з Кећ 7. кә ©. + 13 Ас + 


Ф а. Ф 
көһ--а1ү3Ксһ 5 





Пример. у? – 9у %4- 0, ри -9, 4-4, Рр = -23 < 0, 2-й способ. Если 21, 22, 23 - корни ку- 
К = уз = 1,7321, совф = ——= = 0,3849, ф = 67°22'. бической резольвенты, то 


3/3 
уз у = (Ил + Уго + У25)/2, 


у = –2/3 сов 22°27' = -3,641-09242 = – 3,201, т 
= у 21 — И 22 — | 23)/2 
уз = –2 3 соз 142927 = (-3,641)(-0,7929) = 2,747, уз = (Уа — Уз — У 2з)/2, 


С узе -2ү3сов26227 = (-3,4641)-(—0,1314) = 0455. уз = (–Ул +Уп — Уго, 
Приближенное решение уравнения см. 7.1.2.3. у4 =(– уз — үг: + үгэ)? 
Уравнение 4-й степени имеет вид суть решения приведенного уравнения у“ + ру? + 


~ | 21, У 22, У 23 выбирают так, чтобы выполнялось 
где а, Б, с, 4, е — действительные; посредством заме- 


ны у = х-5/(44) данное уравнение переводим в Равенство ү2, у 2; У2з = -4). Далее посредством 
приведенное уравнение замены х = у — 0/(4а) находят решения исходного 


уравнения 4-й степени. 

Пример. Уравнение х“- 25х? + 60х — 36 =0 имеет 
кубическую резольвенту 23 - 5022 + 7692 — 3600 = 0 с ре- 
шеними 2; = 9, 2, = 16, 2.=25; для того чтобы 


у“ + ру? + ду +т = 0, 


где р, 4 и г- рациональные функции коэф- 
фициентов а, Б, с, а, е. 
Вид решения этого уравнения зависит от вида /721/22ү?з = —60, знаки перед всеми корнями надо взять, 


решения его кубической резольвенты например, отрицательными, т.е. (2; --3, |2; = —4, 
7342 р2? + (р? — 4") 2 — 4? - 0. Изз = -5. Отсюда получим корни исходного уравнения: 


хъ = 1, Хо = 2, хз - 3, ха = — 6. 
Если область изменения неизвестного есть мно- 


жество С комплексных чисел, то имеет место 
следуюшее: ах“ + Бх? + сх? + ах фе = 0 


Кубическая резольвента Уравнение 4-й степени 


Все корни действительны и положительны *) Четыре действительных корня 


3-й способ. Если в уравнении 


Все корни действительны, из них один положительный | Две пары комплексно сопряженных корней 
и два отрицательных *) 


Один действительный корень и два комплексно сопряжен- | Два действительных корня и два комплексно сопряжен- 
ных корня | ных корня 


*) Согласно теореме Виета, произведение корней 21, 22, 23, равное 47, должно быгь все да положительным (45 0) 
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выполняется равенство 6 = 4 = 0, то мы имеем так 
называемое биквадратное уравнение ах“ + сх? +е=0. 
Посредством замены переменного х2=1: это 
уравнение переводится в квадратное уравнение 
а? + сі + е = 0. Из решений 11, Г, этого уравнения, 
полагая х? = 1, получают корни исходного уравне- 
ния 4-й степени. 

Если коэффициенты уравнения х“ + гх3 + 5х2 + 
+ іх + и = Оудовлетворяют соотношению г? + 8: = 
= 475, то уравнение 4-й степени может быть 
решено при помощи квадратного уравнения: 


2 


4 3 2 2, 'Х 2 г 
х + их + 5х + хх 11: = (х + > + 5- “т х 


РХ үх 
х (ғ + =) + и = 0. После замены х? + т ї 


заданное уравнение 4-И степени переходит в урав- 
2 
г 

нение 12 + | -- т) + и = 0, решая которое, полу- 


чаем затем решенил исходного уравнениа. 

Приближенное решение уравнения см. 1.1.2.3. 

Уравнения высших степеней. Уравнения 5-й и 
более высоких степеней в обшем случае прин- 
ципиально неразрешимы в радикалах. Чаше всего 
их решают приближенными методами (см. 7.1.2.3). 
Если можно подобрать решение х}, то выделением 
линейного множителя (х — х,) решение заданного 
уравнения сводится к решению уравнения 
меньшей степени. 

Частные виды уравнений высших степеней. 
т решений хи, Х;,...,Х, двучленного уравнения 
х" ва (т> 1 целое, а положительное) получают 
при помощи формулы Муавра (см. 3.4.2.5) в виде 


ШД Жп .. ==) 
Хи+1 = Иа| с0$ —— + 181 —— |, 
т т 


К--0,1,.., т-1. 


Уравнение х2" + ах" +Ь = 0 заменой перемен- 
ного х" = у переводится в квадратное уравнение 
у? + ау + Б = 0. Если оно имеет решения уу, Уг, то 
при помощи двучленных уравнений х" = у, или 


х" = у, находят корни исходного уравнения. 
2.4.2.4. Общие теоремы. Если х; — корень 
уравнения 


Р(х) = х" + ах“ жак? +... Фа, ах Ға, = 0, 


го многочлен Р, (х), стоящий в левой части 
уравнения, делится на (х – х) без остатка и 
получаемое частное есть многочлен Р, (х) степени 
п- 1: 


Ра(х) = (х — х1) Ра–1 (х). 


В обшем случае остаток от деления Р,(х) 
на (х- хі) равен Р,(х:): 


Р,(х) = (х ни х1)Р,-1(х) + Ра (Хл). 


Если Р,(х) делится без остатка на (х — х,), но 
уже не делится на (х-х.)“! то х, называется 
К-кратным корнем уравнения Р,(х)= 0 (корнем 
кратности К). В этом случае х, есть общий 
корень полинома Р,(х) и его производных 
вилогь до (К — 1)-го порядка. 

Основная теорема алгебры. Каждое алгебраи- 
ческое уравнение п-й степени 


1 


х"+ајх" "+... Фа, іх + а, = 0, 


коэффициенты которого а (і = 1,...,п) — действи- 
тельные или комплексные числа, имеет ровно п 
корней, действительных или комплексных, если 
К-кратный корень считать за К корней. 

Если корни многочлена Р,(х) равны хи, Х»,...,Х, 
и кратности их равны соответственно (41, 92,..., 0, 


ғ” 
(У о = п), то многочлен представим в виде 
і= 1 


произведения: 
Ра (х) = х" + ах" |! +... + а,-1Х + а, = 
= (х - хі) (х - Хэ)? .. „(х - х,)°, 


и соответствующее уравнение имеет вид 


(х - ху)" (х - Хо)2...(х - хы” = 0. 


Решение уравнения Р,(х) = 0 можно упростить 
путем перехода к уравнению, имеющему те же 
самые корни, что и Р,(х) = 0, но уже однократные 
(простые). Так как кратные корни многочлена 
Р,(х) являются также корнями производной 
Ра (х), то определяют наибольший общий делитель 
Т(х) многочленов Р,(х) и Р,(х). Тогда уравнение 
О (х) = 0, где О(х) = Р,(х)/Т(х), имеет те же самые 
корни, что и Р,(х) = 0, но каждый из них имеет 
кратность 1. 

Уравнение с действительными коэффициентами. 
Если уравнение х'-+ ах" !+... + ааа х +а, = 0 
с действительными коэффициентами имеет ком- 
плексный корень хі = а + В (В # 0), то оно имеет 
также корень х; = и — В и притом той же крат- 
ности, что хі. Поэтому число строго комплексных 
корней уравнения с действительными коэффициен- 
тами всегда четно. Следовательно, уравнение не- 
четной степени с действительными коэффициентами 
имеет по крайней мере один действительный 
корень. 

В разложении на множители левой части 
уравнения Р,(х=0 с действительными коэф- 
фициентами наряду с множителем (х- х,)?, где 
х, — комплексный корень, имеется также и мно- 
житель (х- х,)?. Объединив каждую такую пару 
множителей, получим разложение левой части 
на действительные множители: 


Ра(х) = (х — ха) (х — хуј2... 


(х ха) (Хх? + рх + а, в1...(х? + рх + а)ћ, 


к 1 
П = Уа+2 У Ву. 
іші Пер 


Здесь хі, Хо,..., Ху — действительные корни урав- 
нения, а [| пар комплексно сопряженных реше- 
ний - корни квадратных множителей х? + рх +4; 
(1-1, 2,...,). Отсюда следует, что (р,/2)2 — а; < 0. 
Так как каждый из квадратных множителей 
х? + рх + а положителен при любых действитель- 
ных значениях х, то справедливо следующее 
утверждение: если уравнение аох" + ах"! + 
+... Фал-ах +а = 0 не имеет действительных 
корней, то при любых х левая часть имеет 
знак коэффициента ао. Из этого следует утвержде- 
ние: если в уравнении четной степени а, /ао < 0, 
то уравнение имеет по меньшей мере два дей- 
ствительных корня разного знака. 
Теорема Виета. Для уравнения 


х" + ах" !+... Фах + а. = 0 
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имеет место следуюшая зависимость между кор- 
нями уравнения (с учетом кратности) и его коэф- 
фициентами а; (і = 1, 2,...,п): 


п 
+ +... += Ух, = фа, 
ісі 


п 

хіх + Хүхэ +... + хи-ах, = У, х= аҙ, 
ј=1 
і<) 


х1Х2Х3 + Х1Ххоха +... + Ха-2Хп-1Хп = 


= У хохұз -аҙ, 
Зил" 
і<і|<к 


ХүХэ...Ху-(-41/4, 


Таким образом, если уравнение имеет цело- 
численные коэффициенты и целочисленное решение, 
то это решение является делителем свободного 
члена. 

Теорема Виета для квадратного 
ского уравнений. 


и кубиче- 


х? + рх+4+ 0: хы ға + 5х + 1 = 0: 
Х, + Хә = --р, Хъ + Х» + Хз + - 7, 
ХІХ 4, ХХ + ХъХхз + ХХ = 5, 
ХъХоухз = —1. 


Теорема Штурма. При помоши теоремы Штурма 
можно определить число действительных корней 
уравнения с действительными коэффициентами. 
Прежде чем сформулировать теорему Штурма, 
опишем используемый здесь алгоритм. Отделим 
кратные корни заданного уравнения Р(х) = 0, т. е. 
перейдем к уравнению 0 (х) = 0, которое имеет те 
же корни, что и данное, но кратности 1. (На- 
помним, что О(х) = Р(х)/Т (х), где Т(х) - наиболь- 
ший общий делитель Р(х) и Р (х).) Затем составим 
последовательность О (х), О'(х), О, (х),...,0, (х) сле- 
дующим образом (алгоритм Евклида): 


О (х) =, К, (х) О’ (х) — 01 (х), 

О (х) = К›(х) О, (х) – 0; (х), 

О, (х) = Кз(х)0:(х) — Оз(х), 
От- 2 (х) = Ка (х) От- 1 (х) – О,(х), 
От-1 (х) = Ка +1 (х) О,(х) 


е 


(деление с остатком); О; — остатки от деления, 
взятые с противоположным знаком (см. 2.4.1.3). 
Так как в последовательности (О(х) О’(х), 
О, (х),...,О,„(х) степени многочленов монотонно 
уменьшаются, то процесс деления оборвется после 
конечного числа шагов. Как известно, посредством 
такого деления с остатком отыскивается наиболь- 
ший общий делитель исходных многочленов 
О(х) и О’(х). Но так как по предположению 
О (х) имеет только простые корни, то наибольший 
общий делитель О,(х) многочленов О(х) и Ох) 
есть постоянная. 


Положив в многочленах х = Е (5 — действитель- 
ное число), получим последовательность действи- 
тельных чисел 0(5), 0'(5), О, (5),...,0О,„ (5). Если 
в этой последовательности два соседних числа 
имеют различные знаки, то говорят о перемене 
знака. Пусть м (6) означает число перемен знака, 
причем если некоторые из чисел 0;(5) — нули, 
то при подсчете числа перемен знаков их про- 
пускают. | 

Теорема Штурма утверждает: если а и 5 (а < Б) 
не являются корнями О(х), то разность и (а) — 
- „(р) равна числу действительных корней О(х) 
в промежутке Та, Б]. 

Чтобы найти число всех действительных кор- 
ней уравнения, нужно найти промежуток, содер- 
жащий все корни, и применить к нему теорему 
Штурма. Для этого служит 

Правило Ньютона.. Пусть 


Р(х) = аох" + ах ! +... + а, ах + а, = 0, 
ао > 0, 
— уравнение п-И ‚степени. Число 4 такое, что 
Р(х) > 0, Р'(х) > 0,...,Р"- (х) > 0 для всех х > д, 
есть верхняя граница действительных корней урав- 


нения Р(х) = 0. Число АЛ есть нижняя граница 
действительных корней этого уравнения, если (—ћ) 


есть верхняя граница действительных корней 
уравнения Р(—х) = 0. 
Пример. Найти число действи « "тичх корней урапче- 


ния х“ — 5х2 + 8х — 8 = 0. Имеем 
Р(х) = х* — 5х? + 8х — 8, Р(х) = 4» - 10х + 8, 
Р" (х) = 12х2 — 10, Р”(х) = 24х 


Заметим, что Р(х) > 0 для всех х> д ссли 420 Далее 
Р"(х)> 0 и Р(х) > 0 для 9321, но Ги - 0 Так ка! 
Р(х) > 0 при х> 2, то 4-2 есть верхняя грани" хх 
действительных корней этого уравнения Если эте меге 
применить к Р(—х) = х“ — 5х? — 8х — 8, го в каченве гору 
ней границы получим 3, т.е. ћ = — 3 есть нижняя “рапи” 
всех действительных корней заданного уравиения Следова- 
тельно, все действительные корни данного уравнения лежат 
в промежутке |-3, 2]; определим их число при помощи 
теоремы Штурма. Прежде. всего заметим, что Р(\) ис 
имеет кратных корней. Вычислим многочлены 


Р(х) = 0(х) = х* — 5х? + 8л — 8. 
Р’(х) = 0'(х) = 4х? — 10х +8 
О, (х) = 5х? — 12х + 16. 

0; (х) = —3х + 284, 

Оз (х) = – 1 


Так как в дальнейшем важен только 
многочленов, то для упрощения вычисления мне 

О, делимое или делитель можно умножать на пос’ че 
положительный множитель. При х = —3 получаем ғ» ~ 
довательность 4, -70, 97, 293, —1; при > 
последовательность 4, 20, 12, 278, -! Таким е 
м(—– 3) = 3, м(2) = 1, и уравнение имеет и(- 3 = 
действительных корня. Если вычислигь еше, напр", 
\ (0) = 2, то мы найдем, что один корень пахо (и) 
интервале (—3, 0), другой — в интервале (0, 2) 


знак оте 


Правило знаков Декарта. Число положительных 
корней (подсчитанное с учетом их кратности) 
уравнения 


Р(х) = аох" + ах 1+... +фа,-ах +а, = 0 


не больше числа перемен знака в последова- 
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тельности ао, а1,..., а коэффициентов Р(х) и может 
отличаться от него лишь на четное число. Если 
уравнение имеет только действительные корни, то 
число его положительных корней равно числу 
перемен знака в ряду коэффициентов. 


Пример. Коэффициенты уравнения х“ + 2х? – х? + 
+5х — 1 = 0 имеют знаки + + — + -, т.е. знак 
изменяется трижды. Согласно правилу Декарта, это урав- 
нение имеет или три, или один положительный корень. 
Так как при замене х на -х корни уравнения меняют 
знаки, а при замене х на х+й их величины изме- 
няются на й, то при помощи правила Декарта можно 
оценить число отрицательных корней, а также число 
корней, больших һ. В нашем примере заменой х на 
—х получим, что х“ — 2х3 — х? — 5х – 1 = 0, т.е. уравнение 
имеет один отрицательный корень. Замена х на х + 1 дает 
уравнение х“ + бх? + 11х? + 13х + 6 = 0, т. е. все положитель- 
ные корни нашего уравнения (число которых один или 
три) меньше 1. 


В частности, каждое уравнение четной степени, 
первый и последний коэффициенты которого 
имеют различные знаки, имеет по меньшей мере 
один положительный и один отрицательный корни. 
Каждое уравнение нечетной степени имеет по 
меньшей мере один действительный корень того 
же знака, что и (—а,/а)); число его действи- 
тельных корней другого знака — четное число 
(или нуль). 

Правило Декарта позволяет также оценить 
число действительных корней уравнения Р(х) = 0 
в промежутке (а, Ь]. Для этого надо применить 
правило знаков приведенным выше способом к 
уравнению Р(у) = 0, где у = (а – х)/(х — Р). 

2.4.2.5. Система алгебраических уравнений. Если 
заданы т уравнений с п неизвестными и тре- 
буется найти последовательности из п чисел, 
которые одновременно удовлетворяют каждому из 
т уравнений, то мы имеем систему уравнений. 
Если все т уравнений линейны, то говорят о 
системе линейных уравнений; такие системы могут 
решаться методами линейной алгебры (см. 2.4.4.3). 
Проиллюстрируем на примерах методы решения 
для некоторых часто встречающихся типов нелиней- 
ных систем уравнений. 


Примеры. 1) Даны уравнение 1-й степени и урав- 
нение 2-й степени, каждое с двумя неизвестными: 


х? + у? + 3х – 2у = 4, 
х + 2у = 5. 


Линейное уравнение решается относительно одного из 
двух неизвестных (х = 5 — 2у) и полученное выражение под- 
ставляется в квадратное уравнение. Получаем квадратное 


уравнение относительно одного неизвестного 
у? – А. у+ 26... 0, которое решается, как обычно: у; = 2, 


уг = 18/5. Получаем множество решений заданной системы 
уравнений: Г, = (А, 2); (—– 11/5, 18/5)). 

2) Даны два уравнения 2-й степени с двумя не- 
известными: 


х? + у? = 5, 
ху = 2. : 


Так как у = 2/х, то из первого уравнения получаем 
биквадратное уравнение х“ — 5х? + 4 = 0, которое посред- 
ством замены х? = ғ переводим в квадратное уравнение 
относительно Е. Из множества решений квадратного 
уравнения г; =], :;=4 находим корни биквадратного 
уравнения, а затем (вспомнив, что у=2/х) и множество 


решений исходной системы уравнений: 
1 = (0, 2); (-1, -2); (2, 1); (-2, -1) 


3) Даны два уравнения 2-й степени с двумя не- 
известными: 


х? + у? + Зх – 2у = 17, 
: ха + уз + х – у = 12. 


Вычитанием уравнений получим, что 2Х--уш5. Если 
от заданной системы уравнений перейти к эквивалентной, 
содержащей любое из исходных уравнений и полученное 
линейное уравнение, то будем иметь случай, рассмотренный 
в примере 1). Для исходной системы уравнений получаем 
множество решений ((3, 1); (6/5, 13/3)). 

4) На плоскости хОу требуется найти уравнение окруж- 
ности, проходяшей через три точки, например (26, 4), 
(9, 21), (17, 17); получаем три уравнения 2-Й степени с тремя 
неизвестными: 


(26 – с)? + (4 – 4): = 12, 
(9 – с)? + (21 – 4): ==, 
(17 – с)? + (17 – да, 


где с, 4 - неизвестные координаты центра, г — неизвестный 
радиус. Взяв любые два из этих уравнений и вычитая 
одио из другого, получим линейное уравнение с двумя 
неизвестными. Вычитание второго уравнения из первого 
дает -с+ + 5 = 0, вычитание третьего из первого дает 
—9с + 134 + 57 = 0, Полученная система имеет решение с = 2, 
4 = —3. Подставив эти значения в одно из исходных 
уравнений, получим г = 25. 


2.4.3. ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


Общее понятие. Примеры. Уравнение, в 
котором неизвестное входит в аргумент транс- 
цендентных функций, называется трансцендентным 
уравнением (см. 2.4.2.3). К трансцендентным урав- 
нениям принадлежат показательные уравнения, 
логарифмические уравнения и тригонометрические 
уравнения. В общем случае трансцендентные урав- 
нения могут быть решены только при помощи 
приближенных методов. В некоторых особых слу- 
чаях трансцендентные уравнения можно все же 
свести к алгебраическим уравнениям. 

Показательные уравнения (приводи- 
мые к алгебраическим). 

1. Неизвестное находится только в показателях 
степеней выражений, над которыми не произво- 
дится операций сложения и вычитания. Тогда 
логарифмирование общего уравнения (с произ- 
вольным основанием) приводит к цели. 


Пример. 3* == 4*-2. 2х; 
откуда 


х 108 3 = (х — 2)1084 + х 108 2, 


– 21024 - 10816 

1084-1083 + 1082 (1ю8(8/3) 

2. Неизвестное х входит только в показатели 
степени выражений, основания которых являются 
целыми степенями одного и того же числа К. 
Тогда заменой неизвестного у = кх можно по- 
лучить уравнение, алгебраическое относитель- 
но у. 


х 


Пример. 2571 -8::2..4%-2 Основания выражений, 
содержаших х, суть целые степени 2; заменой неизвестного 
у-2% переводим исходное уравнение в уравнение 
уз — 4у2 – 32у = 0) с решениями у; = в, у; = -4, уз «0. 
Отсюда получаем, что х; = 3; других действительных кор- 
ней не существует. 
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Трансцендентные уравнения, содержашие не- 
известное только в аргументе гиперболических 
функций, можно привести к уравнениям рассмотрен- 
ного вида, если гиперболические функции выразить 
через показательные. 

3(е +е“+ е-е 

Пример. Зећх = зһ х + 9, мее) + 3, 
е + 2е ~ —9 = 0. Заменой переменного у = е“ получим урав- 
нение у? – 9у + 2 = 0, алгебраическое относительно у, с 


9 + у73 
2» откуда следует, что х, = іп у: ~ 


~ 2,1716 и Ху- пу ~ — 1,4784. 


решениями ух, = 


Логарифмические уравнения (приво- 
димые к алгебраическим). 

1. Пусть неизвестное х входит только в аргу- 
мент логарифма или уравнение содержит логариф- 
мы от одного и того же выражения А(х), 
где А(х) — многочлен. Тогда замена переменного 
вида у = 105; А(х) приводит к алгебраическому 
относительно у уравнению. Из решений этого 
уравнения получаем решения исходного уравнения 
при помощи таблицы логарифмов. 


Пример. 4-8(35)-3Ї8(35) Полагая у= 


5 
= |. С :) получаем 4 — у? = Зу с множеством решений 


(1, —4). Из г-|8(33) следует = =10, т. е,х-4; 


решение у; = —4 для исходного уравнения — постороннее. 


2. Пусть неизвестное х входит тольков аргумент 
логарифмов одного и того же основания а, 
и все уравнение есть линейная комбинация выра- 
жений вида т;іор, Р(х) (т; — рациональные числа, 
Р; - многочлены относительно х). Тогда уравнение 
можно привести к виду 100, 0 (х) = А, где 0 (х) – 
многочлен, или, потенцируя, к алгебраическому 
уравнению О(х)- а“ = 0. 


Пример. 21085 (3х — 1) – 108; (12х + 1) = 0, 
Вх- 12 _ (Зх = 1): _ Е Е 
1085 12х+1 =0= 1085 1, жаі = 1, Хү -0, хз = 2. 


Проверка показывает, что Ё = (2) есть множество решений 
исходного уравнения. 


3. Пусть неизвестное х входит только в аргу- 
мент логарифма, и уравнение содержит только 
логарифмы с одним и тем же аргументом, но с 
различными основаниями. Тогда в некоторых 
случаях уравнение можно решить после приведения 
логарифмов к одному основанию и использо- 
вания свойств логарифмов. 


Пример. 108,(х — 1) + 108: (х — 1) + 1024 (х – 1) = 
Іор, (х — 1) , 10р, (х — 1) 
= 3 + 10834, - = 
+ 1083 Тора 2 + 10843 + 1оғ4(х- 1) 
= 3 +10834, 10р4(х — 1)(1о8:4 + 10й34+1)+ 3 + 106344, 


0р4 (х – 1) = 1, х = 5. 


Тригонометрические уравнения 
(приводимые к алгебраическим). Пусть неизвест- 
ное х или их + а (п – целое) входит только в 
аргументы тригонометрических функций. Тогда, 
применяя тригонометрические формулы, приводим 
уравнение к виду, содержащему лишь одну триго- 
нометрическую функцию аргумента х. Эту функ- 
цию полагаем равной у и решаем алгебраи- 
ческое относительно у уравнение. Решив его, 
определяем (в общем случае при помощи таблиц) 


неизвестное х. При этом, ввиду периодичности 
тригонометрических функций, следует принимать 
во внимание многозначность решения. При 
переходе от данного уравнения к уравнению, 
содержащему только одну тригонометрическую 
функцию относительно х, иногда бывают необ- 
ходимы неэквивалентные преобразования (на- 
пример, возведение в квадраг при наличии 
радикалов). Поэтому необходимо сделать про- 
верку, чтобы исключить появившиеся посторон- 
ние решения. 

Пример. 45шх = 4005: х – 1; 45іпх = 4(1 — ѕіп? х) — 1; 
после замены переменной у = біп х получим 4у? + 4у – 3 = 0 
с решениями у; = 1/2, у, = —3/2. Решение у; не дает 
действительных решений заданного уравнения (| ѕіп х | < 1); 
Ур дает х = п/6 + кл и х = 5п/6 + кл (к= 0, +1, +2, 
+3,...). 


2.4.4. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 


2.4.4.1. Векторные пространства. 

2.4.4.11. Понятие векторного про- 
странства. Непустое множество У, для злемен- 
тов которого определено сложение (+) и умно- 
жение () на действительные числа, называется 
действительным векторным пространством И = ТУ, 
+, -] или линейным пространством *), а элементы 
У называются векторами, если выполнены следую- 
щие аксиомы: 

1) Для любых двух элементов а, ђе 
существует один элемент а + БЕЙ — сумма аи Ь 
(внутренний закон композиции). 

2) Ассоциативность. Для любых а, В, 
справедливо равенство а + (6 + с) = (а + Б) + с. 

3) Коммутативность. Для любых а, БЕГ спра- 
ведливо равенство а + ђ=ђ + а. 

4) Для любых а БЕГ 
такой, что а + х =. 

5) Для любого ав Уи любого действительного 
числа о имеется элемент о-аеР/- произведение 
элемента а на число ях (внешний закон компо- 
зиции)**). 

6) Ассоциативность. Для любого ае Ки любых 
действительных чисел о, В справедливо равенство 
(«В)а = а (Ва). 

7) Для любого ае И справедливо равенство 
1а =а. 

8) Дистрибутивность. Для любых а, БЕЙ и 
любых действительных чисел о, В справедливы 
равенства «(а + ђ) = ха + о и (а + Ва = са + Ва. 


сек 


существует хеР 


Замечание. При определении умножения вместо поля 
действительных чисел можно положить в основу другие 
поля К. Тогда говорят о векторном пространстве над 
полем К; в частности, о «действительном векторном 
пространстве» или о «комплексном векторном простран- 
стве», если К есть соответственно поле действительных 
или поле комплексных чисел. 

Примеры. 1) Векторное пространство упорядоченных 
пар (х, у) действительных чисел х, у с законами 
КОМПОЗИЦИИ 


(х, у) + (х, у) = (х +х, у у), 
а(х, у) = (ах, ау). 
ж) Векторными пространствами иногда называюгся толь- 


ко линейные пространства, имеющие конечный базис 
(см. 2.4.4.1.4). 


**) Элемент х а обычно обозначается ха 
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2) Векторное пространство конечных последователь- 
ностей (Ху, х›,...,х,) действительных чисел с законами 
КОМПОЗИЦИИ 


(Ху, Х2,...„Ха) + (Уу, уз... Ул) = (Ха + Ув, Х2 + у2,...,Ха + Уа) 


а (ха, Х2,.. > Ха) = (4Х1, ах2,...,(х,). 
п 


3) Векторное пространство многочленов У ах! с за- 
10 
конами композиции 


Уайз У ве У(и+ћ)и+ У ах (пт) 
:=0 і= 0 


іш0 {=т+1 


и и 
а У ах = У (аа) х. 
і=0 і=0 


4) Векторное пространство функций, непрерывных на 
замкнутом отрезке, с законами композиции |/ + 0] (х) = 


= у(х) + 9(х), [9/7] (х) = а. / (0). 

5) Векторное пространство геометрических векторов на 
плоскости, причем сложение и умножение на действительное 
число определены обычным образом (см. 4.2.1). 

Правила действий с элементами векторных 
пространств. Из аксиом 1)— 8) следует, что дей- 
ствия с элементами векторного пространства 
производятся, в сущности, так же, как и с числами; 
по отношению к сложению и умножению на 
действительные числа справедливы, грубо говоря, 
«обычные» правила, в частности: 

1) Существует, и притом только один, нейтраль- 
ный по отношению к сложению элемент 0 такой, что 
а-0-а для любых ає/; 0 называется 
нулевым вектором. 

2) Для каждого вектора ае У существует един- 
ственный обратный по отношению к сложению 
элемент (—а)ЕГ такой, что а + (-а) = 0; вектор 
(-а) называется противоположным вектору а. 

3) Уравнение а + х = Ь, где а, БЕГ, разрешимо 
единственным образом; решение хе / называется 
разностью векторов № и а, пишут: х=} ~ а. 
В частности, 0 — а = —а. 

4) Законы ассоциативности и коммутативности 
сложения, так же как и дистрибутивные законы, 
методом полной индукции можно обобщить на 
любое конечное число слагаемых. 

5) Для векторов а, Бе” и действительных 
чисел о, В выполняются соотношения: 


а) а + (—) =а – 0; 6) – (-а) =а; 

в) — (а + Б) = –а—бђ; г) — (а – Б) = –а +; 
д) 0а = 0; е) «0 = 0, 

ж) (-о)ҙа -а(-а), (– 1)а = -а; 


з) а (а – Б) = аа — оф, (х — В)а = аа — Ва. 


2.4.4.1.2. Векторные подпространства. 
Пусть И- веклорное пространство и И-не- 
пустое подмножество в И. Если Џ по отношению 
к тем же операциям сложения и умножения само 
является векторным пространством, то И назы- 
вается векторным подпространством (пространства) 
Г. Чтобы проверить, является ли И векторным 
подпространством У, не требуется доказывать 
усгинность всех аксиом, так как имеет место 
критерий: И(ОЖИСУ) есть векторное под- 
пространство И тогда и только тогда, когда для 
любых а БЕЙ и любого действительного 4 
справедливы включения а + ђе и час И (замкну- 
тос И по отношению к операциям + и |). 


Примеры. 1) Всякое векторное пространство имеет 
два тривиальных векторных подпространства, а именно: 
само себя и то, которое содержит нулевой вектор в 
качестве единственного элемента. 

2) В векторном пространстве конечных последова- 
тельностей действительных чисел (хі, Хо, ..., х,) подмно- 
жество, содержащее все такие последовательности, что 
сухі + СХ +... + Саха. = 0 (с, — фиксированные действи- 
тельные числа), образует векторное подпространство по от- 
ношению к операциям сложения и умножения, определен- 
ным для последовательностей. 

3) В векторном пространстве многочленов подмно- 
жество всех многочленов степени, меньшей п, образует 
векторное подпространство по отношению к операциям 
сложения и умножения, определенным для многочленов. 

4) Пусть 5 — непустое множество векторного прост- 


ранства. Всякое выражение вида Ла, + Аа; +... + 
+ Ка, где А1, А, ..., А, — произвольные действительные и 
а, а, ..., 3,65. называется линейной комбинацией 


элементов 5. Множество всех линейных комбинаций векторов 
из 8 образует векторное подпространство. 

5) Если И, и ОП, — векторные подпространства од- 
ного и того же векторного пространства И то их пересече- 
ние О, (\} О; также есть векторное подпространство про- 
странства И То же самое справедливо и для пересечения 
большего числа подпространств. 

6) Пусть 5 — произвольное множество векторов век- 
торного пространства И Можно рассмотреть пересече- 
ние всех векторных подпространств пространства И. содер- 
жащих 5. Это снова есть векторное подпространство, а 
именно наименьшее векторное подпространство, содержащее 
5. Его называют линейной оболочкой множества 5 и 
пишут: 57 (5) = (}{0,: О, - векторное подпространство И 
и 5 СО. }. 

Если 5 = (2), то 5 ($) есть векторное подпространство 
из И содержащее только нулевой вектор. 

Если 5 # (2, то 7 (5) наряду с 5 содержит в качестве 
векгорного пространства всякую линейную комбинацию 
векторов из 5 Так как множество всех линейных комби- 
наций 5 само образует векторное подпространство из И 
содержащее 5, а 7 (5) есть наименьшее векторное подпрост- 
ранство, обладающее этим свойством, то (5) состоит 
как раз из всех линейных комбинаций векторов из 5: 


р 
Ф (5) -| У Ма; Мей; аце5; г — натуральное число] 
іші 

Из 5,25, следует 47, ($) < 7 ($2). Если О есть век- 
торное подпространство из И, то (0) = О, и наоборот. 

Если векторное подпространство И пространства РУ можно 
представить как линейную оболочку множества 8 векторов 
из И то 8 называется системой, порождающей О. 

7) В то время как для двух векторных подпространств 
И, и О, пространства И их пересечение вновь является 
векторным подпространством, для их обљединенил это в 
обшем случае не так. Наименьшее векторное подпростран- 
ство из И содержащее //1|)/0; т.е. %(/,() И), назы- 
вают суммой И, + О, (или композицией) О, и 0.. Оно 
состоит из всех векторов х =х, + хо, где х, Е И), хе). 


2.4.4.1.3. Линейная зависимость. Непу- 
стое конечное множество 5 = (а), ..., а,) элемен- 
тов векторного пространства И называется ли- 
нейно зависимым, если существуют действитель- 
ные числа 7, ..., Хр не все равные нулю и такие, 
что 
Ла, +... + Ха = 0. 


Если зто соотношение имеет место тољко при 
Ху =... => А = 0, то множество 8 называется 
линейно независимым. Вектор хеј“ называется 
линейно зависимым от 5, когда он является линейной 
комбинацией векторов из $, т.е. если хе.%(5). 
В случае, если х%.%(5), вектор х называется ли- 
нейно независимым от 5. 
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Примеры. 1) Вектор х = (3, —7, 0) векторного про- 
странства упорядоченных троек действительных чисел ли- 
нейно зависит от множества 


5- {(1, -1, 0): (0, 1, 1); (3, 0, 5); (2, - 1, 3)}, 
так как, например, х = 2 (1, —1, 0) – 3(3, 0, 5) + 5(2, —1, 3), 
т.е. хє.% (5). 

2) Вектор х = (3, —7, 0) не является линейно зависимым 
от множества 5 = ((0, 1, 1); (0, - 2, 5)), так как каждая линей- 
ная комбинация векторов из 8 дает, очевидно, вектор, 
первая координата которого равна нулю, т.е. вектор х 
линейно независим от 5. 

3) Нулевой вектор линейно зависит от каждого мно- 
жества $, так как де. (5) для любого 8. 


Множество 8 векторов из У называется линейно 
зависимым, если сушествует по крайней мере один 
вектор хе), который линейно зависит от 5\{х}. 
Если любой вектор хе5 линейно не зависит от 
5\{х}, то 8 называется линейно независимым. 


Примечание. В случае, когда 5 — непустое конеч- 
ное множество, это определение эквивалентно определению, 
данному в начале пункта. 


Из этого следует, в частности, что пустое мно- 
жество $ = )) линейно независимо. Множество 
5 = (0), содержащее только нулевой вектор 0, 
линейно зависимо, так как 


067 (5\{0}) = 2 (2) = (0). 


Из определенил следует: каждое множество 8, 
содержащее линейно зависимое подмножество 5’, 
само линейно зависимо. Действительно, если 5’ 
линейно зависимо, то по крайней мере для одного 
Хе) справедливо хе (5'\ {х}) и вследствие 
2 (51 (х) < 2 (5\ (х)) также и хе.? (51 (х). 

Справедливо утверждение: каждое подмно- 
жество 5’ линейно независимого множества 5 
само является линейно независимым. Если 5' = (2, 
то 5 линейно независимо, а в случае 5 # (2) ут- 
верждение следует из предыдушего утверждения. 

В частности, любое конечное подмножество 5" 
линейно независимого множества 5 само линейно 
независимо. И наоборот, из линейной независи- 
мости всех конечных подмножеств 5 множества 
5 следует линейная независимость 5. 

Примеры. 1) В векторном пространстве упорядо- 
ченных пар действительных чисел множество ((3, 0); (—1, 2); 
(7, 1)) является линейно зависимым, так как справедливо 
равенство 5 (3, 0) + (—1, 2) – 2(7, 1) = (0, 0). 

2) В векторном пространстве многочленов множество 
$ = (х”, п- натуральное} линейно независимо ввиду того, 
что каждое конечное подмножество (хэм, х3У2, ..., хЗУ,} 
элементов из 5 линейно независимо, так как из предполо- 
жения Муха + А ,х3У2 +... + Ми = 0 (для любого х) 
следует, что все коэффициенты 7, (і = 1, 2,...,К) равны нулю. 

3) В векторном пространстве многочленов множество 


(х3 + 2х2; 2х3 + 2х? — 6х + 4; -х? + 3х; х? — 1) 


является линейно зависимым множеством векторов, так 
как, например, 


2 (х3 + 2х2) — (2х3 + 2х2 — 6х + 4) – 
-2(-х2--3х)-4(х2-1)-0. 


4) В векторном пространстве комплексных чисел над 
полем действительных чисел множество (1, і) является ли- 
нейно независимым множеством, так как соотношение 
А 1+ Ж :1=0 выполняется с действительными А, и А, 
только при А, = А = 0. В векторном пространстве комп- 
лексных чисел над полем комплексных чисел множество 
(1, } линейно зависимо. + А і = 0 при А; =і, А = —1. 


Другие свойства линейной зависи- 
мости. 

1. Если 5 линейно независимо, а $( | {х} ли- 
нейно зависимо, то х есть линейная комбинация 
векторов из 5. 

2. Если 5 линейно независимо, х линейно неза- 
висимо от 5, то 5 | | (х) также линейно независимо. 

3. Если 5 линейно независимо, а;, ..., а,65, ТО 
из соотношения 


Ма, +... + Ма; = Ша; +... + Ма, 


следует, что А, = џ;, ..., АМ, Т.е. к линейно 
независимому 5 всегда можно применить «принцип 
приравнивания коэффициентов». 

Если 5 линейно зависимо, то это уже не так; 
например, для а, = (3, 0), а, = (—1, 2), аз = (7, 1) 
имеем 


та, — За; -- аз = га, — 4а; + аз. 


2.4.4.1.4. Базис. Размерность. Если В- 
система векторов, порождающая векторное про- 
странство И, то каждый вектор хе” можно 
представить в виде линейной комбинации векторов 
из В. Если, кроме того, система В линейно неза- 
висима, то представление х в виде линейной комби- 
нации векторов из В определено однозначно. 
Такая линейно независимая порождаюшая си- 
стема В называется базисом пространства И 

Итак, если И= |И+,: | есть векторное про- 
странство, то каждое подмножество В с И такое, 
что 1) 2 (В) = Уи 2) В линейно независимо, назы- 
вается базисом пространства И 


Примеры. 1) В векторном пространстве В” всех 
упорядоченных п-последовательностей действительных чи- 
сел множество В = (е, = (1, 0, 0, ..., 0); е; = (0, 1, 0, ..., 0); ... 
..; 6, = (0, 0, 0, ..., 1)) есть базис; он называется канони- 
ческим базисом пространства Е". 

2) В векторном пространстве всех многочленов множество 
В = (1, х, х?, ...} есть базис, так как В линейно незави- 
симо и каждый многочлен р(х) можно записать в виде ли- 
нейной комбинации элементов из В: 


р(х) = у ах! 


3) В векторном пространстве всех решений уравнения 
Зх + 4у- г = 0, например, множество В = ((1, 0, 3); (0, 1, 4)) 
является базисом, так как В линейно независимо и каждое 
решение уравнения можно представить в виде х = (х, у, 2) = 
=А, (1, 0, 3) + А, (0, 1, 4) (см. 2.4.4.3). 

4) Векторное пространство, состоящее только из нуле- 
вого вектора 0, имеет В = (©) в качестве (единственного) 
базиса вследствие того, что . (0) = {0}, и линейной незави- 
симости (7. 


Справедливы следующие утверждения о сущест-. 
вовании базиса и его свойствах. 

1. Каждое векторное пространство имеет (по 
меньшей мере один) базис. Каждая порождаю- 
шая система векторного пространства содержит 
базис. Из этого, в частности, следует: если И — век- 
торное пространство, порождаемое конечной си- 
стемой, т.е. имеет место равенство И = {7 (5), 
где 5 — конечное множество, то Г имеет конечный 
базис. 

2. Каждый базис В векторного пространства 
Г есть минимальная порождаюшая система И 
т. е. (а) У (В) = И; (6) для всех В” таких, что В’ с В, 
справедливо соотношение (В) у. Наоборот, 
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каждое подмножество В с И удовлетворяющее 
условиям (а) и (0), является базисом И 

3. Каждый базис В векторного пространства И 
есть максимальное линейно независимое подмно- 
жество пространства И в следующем смысле: 
(а) множество В линейно независимо; (6) для 
всех В’ таких, что множество В > В, В’ линейно 
зависимо. Наоборот, каждое подмножество 
В < И удовлетворяющее условиям (а) и (6), явля- 
ется базисом И 

4. Пусть В — базис векторного пространства 
И и пусть 5 — линейно независимое подмножество, 
содержащее т векторов из |. Тогда в В всегда можно 
найти такое подмножество В“, также состоящее 
из т векторов, что множество (В\В*) |} $, в кото- 
ром векторы из В* заменены на векторы из 5, 
снова будет базисом И Другими словами, это 
означает. что некоторое подмножество из т 
векторов базиса можно заменить на заданное 
линейно независимое подмножество, состоящее 
из т векторов, без погери при этом свойства базиса. 
Таким образом, всегда можно построить базис, 
содержащий заданную линейно независимую си- 
стему векторов. 

При помощи утверждений 2—4 можно постро- 
ить базисы векторного пространства И, порождае- 
мого конечной системой. Для этого или «сокра- 
щают» порождающую систему И последова- 
1ельным отбрасыванием векторов, которые яв- 
ляюгся линейной комбинацией остальных векто- 
ров, до тех пор, пока «сокращенная» порождаю- 
щая система не станет линейно независимой, или 
добавляют к линейно независимому множеству 
Т" вектор хт+!. который не является линейной 
комбинацией векторов из Т", затем к Т"*! = 
=Т"(] {х„+1} добавляют вектор хт-+2, не яв- 
ляющийся линейной комбинацией векторов Т"“:, 
и т. д. до тех пор, пока «расширенное» линейно 
независимое множество Т" (п > т) не сганет по- 
рождающей системой И Предположение, что «И 
порождаелся конечной системой», обеспечивает 
обрыв обоих процессов после конечного числа 
шагов. Векторное пространство, порождаемое 
конечной системой, называется конечномерным. 

В частности, все базисы конечномерного век- 
торного пространства состоят из одинакового 
количества векторов; число базисных векторов, 
одинаковое для всех базисов векторного про- 
странства, называется его размерностью и обо- 
значается 400 И Векторное пространство, содер- 
жащее только нулевой векгор, имеет размер- 
ность нуль. Если векторное пространство не порож- 
дается конечной системой, то оно называется 
бесконечномерным. 


Примеры. 1) Векторное пространство В" упорядочен- 
ных п-последовательностей действительных чисел имеет 
размерность п (діт В" = п), так как канонический базис, а 
следовательно, и любой базис В” содержат п векторов. 

2) Векторное пространство перемещений на плоскости 
двумерно, так как каждые два непараллельных вектора 
образуют базис этого векторного пространства. 

3) Векторное пространство многочленов бесконечномерно. 


Если векгорное пространство И имеет размер- 
ность п 2 1, то каждый базис “есь линейно 'неза- 
висимое множество из п векторов. И наоборот, 
каждое линейно независимое множество, содер- 
жащее п векторов из И есть базис И Это 


дает удобный для практических исследований 
критерий базиса, если известна размерность вектор- 
ного пространства. 

Соотношение Чит У-п> | выполняется тогда 
и только тогда, когда в Г существует по крайней 
мере одно линейно независимое множество, состоя- 
щее из п векторов, в то время как все множества, 
содержащие п + | векторов, линейно зависимы. 

Пусть И-- конечномерное векторное простран- 
ство, а СО, О, и И; — векторные подпространства 
ИУ Тогда справедливы следующие утверждения: 

1) ат И < ат Ки ат И = фм И только тогда, 
когда И = |; 

2) из и, = и, 
О, =0,; ` 

Координаты. Пусть Р- п-мерное прост- 
ранство (и > 1) и В = (а), ал, ..., а,} — базис И 
Вследствие 1-го свойства базиса ( (В) = У) каж- 
дый вектор хе И можно представить как линейную 
комбинацию векторов из В: х = ха, + х,а, + 
+... + ха, и вследствие линейной независимости 
В это представление х единственно (с точностью 
до порядка слагаемых). Если базисные векторы в В 
каким-нибудь образом упорядочить, то каждому 
вектору х можно взаимно однозначно поставить 
в соответствие упорядоченную п-последователь- 
ность (Хү, Ху, ..., Хү) действительных чисел - его 
координаты. 

Пусть И- п-мерное векторное пространство 
(121)иВ--41а,, а,, ..., а,} — базис И базисные 
векторы которого а; стоят в фиксированном по- 
рядке *). Если хе К, то однозначно определенные 


коэффициенты в представлении х = У ха; в виде 


:=1 


и 400, = ат (/; следует 


линейной комбинации векторов В называют коор- 
динатами х по отношению к В и пишут: х- 
= (ху, Хо, ..., ХВ. 

Вместо векторов И можно производить вы- 
числения с сопоставленными им по отношению к В 
упорядоченными п-последовательностями коорди- 
нат в соответствии со следующими утверждениями. 
Упорядоченная п-последовательность координат, 
поставленная в соответствие сумме х + у векторов 
х и у по отношению к В, получается как сумма 
упорядоченных п-последовательностей коорди- 
наг, сопоставленных по отношению к В векто- 
рам х и у. Упорядоченная п-последовательность 
координат вектора ох по отношению к В равна 
упорядоченной п-последовательности координат 
вектора х по отношению к В, умноженной на о. 

Вследствие этого взаимно однозначное соот- 
ветствие между п-мерным векторным простран- 
ством Ги векторным пространством упорядочен- 
ных н-последовательностей действительных чисел 
является изоморфизмом. Справедливо следующее 
утверждение: каждое п-мерное векторное простран- 
ство изоморфно векторному пространству упоря- 
доченных п-последовательностей действительных 
чисел. 

Преобразование координат. 
переходе от одного базиса В = (а), а», 


При 
"3 ал) 


*) Всюду в дальнейшем будем понимать базис именно 
так. 


ВЕКТОРНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 


векторного пространства Ик другому базису В“ = 
= (аў, а, ..., ах), конечно, изменяются коорди- 
наты вектора хе К. Пусть х = (хи, Хо, ..., х,)в = 
= (хў, х%, ..., х*)в». Если базисные векторы а? 
базиса В“ связаны с базисными векторами а; 


п 
базиса В уравнениями а; = У аца, (і = 1, 2, ..., п), 
к= 1 


то для координат х; и хў одного и того же вектора 


х имеет место следующее соотношение: ху = 
п 
= У ах (К = 1, 2, ..., п). 
і= 1 
Матричный способ записи: 
аї а, х, хі 
Если) аз |-АТ| а; |,то| х | =А| х |, 
ал а, Ха ха 


где А есть матрица из элементов ад, а АТ- матрица, 
транспонированная по отношению к А. Говорат, 
что координаты х преобразуются контраградиент- 
“но по отношению к базисным векторам. 


Пример. Пусть В? есть векторное пространство 
упорядоченных троек действительных чисел, В = (е), ез, еҙ) — 
канонический базис В? и В" = (а, = (1, 1, 1), а; = (1, 1, 0), 
аз = (1, 0, 0)) — другой базис Ё?. Тогда вектор х = (3, - 1, 2)в 
имеет по отношению к В“ координаты х = (2, —3, 4)р», 
так как а, =е, +е; "ез, аз ше, + 21, а; ше,, т.е. х; = хў + 
+ хў + х3, х. = хў + х?, хз = ХЇ, откуда следует: х? = хз = 
= 2, ХЗ} =Х; — Хуш —3, хұм х, — Хо = 4. 


2.4.4.1.5. Евклидовм векторнме про- 
странства. Чтобы иметь возможность ввести 
в векторном пространстве понятия «длина вектора» 
и «угол между двумя векторами», его следует 
снабдить дополнительной структурой -- метрикой. 
Это делается при помоши скалярного произве- 
дения. 

Пусть И= [и +, | — действительное векторное 
пространство. Функция о: Их И-» В, которая каж- 
дым двум векторам х и у из И ставит в соответст- 
вие действительное число, называется скалярным 
произведением в У, если она обладает следующими 
свойствами: 

1) дистрибутивностью: ф (х; + Хо,у) = Ф(хь, у) + 
+ (Хэ, у); 

2) коммутативностью: Ф (х, у) = Ф (у, х); 

3) однородностью: Фф (ох, у) = аф (х, у) (а — 
действительное); 

4) положительной определенностью: Ф (х, х) > 0 
для всех х = 0. 

Действительное векторное пространство У= 
= ЈИ +, Ф] с таким скалярным произведением ф 
называется евклидовым векторным пространст- 
вом. Вместо Ф (х, у) часто пишут (х, у) или х-у. 

Примеры. 1) В векторном пространстве У? упоря- 
доченных пар чисел (х, у) скалярное произведение зададим, 
например, так: 


(хі, уі) (х2, Уг)) = 9х,х; — бху — бух; + 5у1у2. 


Выполнение свойств 1)— 3) проверяют вычислением, а 
свойство 4) справедливо вследствие того, что 


(ха, у1), (ха, уз) = 9х1 — 12х1у; + 5уі = (3х1 — ду.) + у:> 0 
для всех (хі, у!) # (0, 0). 
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2) В векторном пространстве В” упорядоченных п-после- 
довательностей действительных чисел скалярное произве- 
дение определим так: 


(хі, Ха...» х,), (уь, У, ·.., у,)) = Ху + х2у2 + Эр + Хаут 


3) В векторном пространстве всех непрерывных на 
Г-т, х] функций скалярное произведение определим соот- 


ношением (/4) = 2 Ї Ле а. 


Модуль вектора. Пусть Р- евклидово 
векторное пространство. Под модулем (нормой, 
длиной) | х | вектора хе И понимают неотрицатель- 


ное действительное число |х | = Их, х). Вектор 
с модулем, равным 1, называется единичным 
вектором; для каждого вектора а»0 вектор 
а/|а | единичный. 

Из свойств скалярного произведения вытекают 
следующие свойства модула: для всех х, уЕГ и 
всех действительных чисел о 


1) |х| 20, |х| < 0 тогда и только тогда, 
когда х = 0; 
2) ох | = [9 | |х |: 


3) |х +у |< | х | + |у | (неравенство треуголь- 
ника). 

Если заменить в последней формуле х на х-у, 
а затем у на у-х, то получим, что ||х|- 
-Т1УуУ |  «|х-у| Знак равенства возможен 
только тогда, когда у = 0 или х = оу, х > 0. 

Имеет место неравенство Коши — Буняковско- 
го: |(х, у) | < 1х | Пу |. Знак равенства возможен 
тогда и только тогда, когда множество (х,у) линей- 
но зависимо. 

На основании неравенства Коши -- Буняков- 
ского величину угла между векторами х ж0 и 


у * можно определить как действительное 
число ф, которое удовлетворяет двум условиям: 
х 
СО5 Ф = ку). < Ф < К. 
Их! ПУ | 


Ортогональность. Два вектора х, у 
евклидова векторного пространства Г называются 
ортогональными, если (х, у) =0. В частности, ну- 
левой вектор 0 ортогонален каждому вектору из 
И т-последовательность {х;, Хо, ..., хи} векторов 
х; евклидова векторного пространства называется 
ортогональной системой, если она не содержит 
нулевого вектора и векторы х, попарно ортого- 
нальны, т.е. х; #0 и (х, ху) =0 для любых іи / 
(і + ј); она называется ортонормированной систе- 
мой, если, кроме того, все векторы х; являются 
единичными, т. е. если 


0 при 
(х, Ху = 6) = 
1 при 


і зе), 
=) 


Ортонормированная система, которая одновре- 
менно является базисом векторного пространства, 
называется ортонормированным базисом. 
Свойства ортогональной системы. 
1. Каждая ортогональная система линейно неза- 
висима. 
2. Если координаты двух векторов х, у заданы 


относительно ортонормированного базиса В: 
Хэ (хі, Хэ, .. х„) в» у = (уі, Уг» 4 У) В» ТО их 
скалярное произведение равно (х, у) = х;у; + 


+ хуз +... + Ху». 
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3. Каждое евклидово векторное пространство 
конечнои размерности имеет ортонормированный 
базис. 

Такой ортонормированный базис можно по- 
лучить методом ортогонализации (Грама - Шмид- 
та) из любого базиса евклидова векторного 
пространства конечной размерности И путем «по- 
следовательной ортогонализации». Если (а), ал, ... 

., а} — базис И то из него получают ортого- 





нальную систему (Ба, Бо, ..., 0,}, где 
х 
к-1 
а, р, 

Бр. та, и, =а, — ју (К = 2, 3, ..., п). 

і= 1 
Тогда | 2 62 2 | ортонорми 

|5:1:15:17: 151 


рованный базис У. 


Пример. {(—1, 2, 3, 0); (0, 1, 2, 1); (2, -1, —1, 1)) — базис 
векторного подпространства И векторного пространства упо- 
рядоченных четверок действительных чисел. Скалярное про- 
изведение определено соотношением ((х,, Хо, хз, Ха), (Уі, у», 
Уз» У4)) = Хууц + Худ + Хауз + хауа. Тогда методом орто- 
гонализации получим ортогональную систему (Ву, Бо, Ба): 


Ы, -(-1, 2, 3, 0), 
4 1 
Б; = (0, 1, 2, 0- =(-1, 2, 3, 0) = (4, -1, 2, 7), 
1 
Ь; = (2, —1, — 1, +5 (-Ь 2, 3, 0) – Та, - 1, 2, 7)- 
1 
= 34 (7 2, 1, -4). 


Если перейти, наконец, от Б, к соответствующим единич- 
ным векторам, то получим искомый ортонормированный 
базис векторного подпространства И в следующем виде: 


| Г (-1, 2,3, 0); (4, -1,2,7; а, 21-9} 
ү14 (70 уто 


Ортогональные векторные подпро- 
странства. Два векторных подпространства И), 
С, евклидова векторного пространства Г называ- 
ются взаимно ортогональными (обозначается: 
О, 1. О,), когда для любого хе Џ, и любого уе 0; 
справедливо равенство (х, у) = 0. Если И — вектор- 
ное подпространство пространства И то мно- 
жество И“ = {х|хЕГи (х, и) =0 для всех иє(/) 
называется ортогональным дополнением И в И 
Ортогональное дополнение И 1 с определенны- 
ми в И операциями вновь является векторным 
подпространством и+ = ші, +, |, при этом 
выполняется соотношение О (О = (0). Если, 
кроме того, У- пространство конечной размер- 
ности, то (07) = Џи О + 01 = И откуда следует, 
что біт ОТ = диа /- іт О. Так как О + О = И 
то каждый вектор хє И можно представить в 
виде х = и + у, где пе (, а үе(/”; учитывая, что 
О 8 ИТ = 10), разложение вектора х в сумму такого 
вида единственно. Вектор и называется ортого- 
нальной проекцией вектора х на Џ, а у — ортого- 
нальной составляющей вектора х, перпендикулярной 
О. Для всех ав (/ справедливо соотношение | Ү | = 
= ||х- 00| < |х -а |, т.е. перпендикуляр У 
имеет известное свойство «кратчайшего расстоя- 
НИЯ». 


2.4.4.1.6. Гильбертово пространство. 
Многое из сказанного в 2.4.4.1.5 о евклидовом век- 
торном пространстве остается справедливым и 
в том случае, если это пространство бесконечномер- 
но, хотя некоторые утверждения, в которых упо- 
минается размерность п,.нуждаются в уточнении. 
Наиболее важным обобшением понятия евклидова 
пространства является гильбертово пространство Н, 
определяемое следуюшими свойствами: 

1) Н — бесконечномерное векторное простран- 
ство. 

2) Для векторов х, уеН определено скалярное 
произведение (х, у), для которого справедливы 
свойства 1)- 4) скалярного произведения евкли- 
дова пространства. Величина | х || + (х, х)? на- 
зывается нормой элемента хє Н. 

3) Для любой последовательности векторов 


хе Н(п = 1, 2,...), для которой іт |х,-х,| = 
п, т-» 9 
= 0, сушествует вектор хе Н такой, что Іт |х- 
п-» 0 
— х, | = 0 (свойство полноты). 


Бесконечнал последовательность векторов в Н 
называется линейно независимой, если любое ко- 
нечное подмножество этой последовательности 
линейно независимо. 

При помоши процесса ортогонализации для лю- 
бой линейно независимой последовательности 
можно построить ортонормированную систему, 
эквивалентную исходной последовательности в том 
смысле, что линейные оболочки подмножеств их 
первых п элементов совпадают для любого п. 

Если уу, уг, ... — ортонормированная система, 

90 


то ряд » оцу; сходится тогда и только тогда, 
:=1 


со 


» у; 


ісі 


о 


когда У о? < оо. При этом 


іші 














(теорема Пифагора в гильбертовом простран- 
стве). 

В любом бесконечномерном подпространстве 
Н, с Н (в том числе и в самом Н) сушествует 
ортонормированный базис В(у;, у», ...) т. е. такой 
ортонормированный набор векторов, что для про- 
извольного элемента хє Н, справедливо разложе- 
ние х= У, (х, у)уь где ряд сходится по норме. 

уеВ 

Хорошо известным примером гильбертова пространства 
Р, элементами которого являются последовательности 
действительных чисел (хі, хз, ..., Хо ...) для которых ряд 
20 
У [х {2 сходится. Скалярное произведение элементов (х;) и 
ісі 


а 


{у} определяется как (х, у) = У, хуу, 
іші 


Ортонормированным 


базисом в Р может служить последовательность векторов 
е, = (1, 0, 0,...), е; = (0, 1, 0,...),..., е, = (0, ..., 0, 1, 0, ...),... 
—— 
п — 1 

2.4.4.2. Матрицы и определители. 

2.4.4.2.1. Понятие матрицы. Если т.п 
выражений расставлены в прямоугольной таблице 
из т строк и п столбцов: 


ајр 412 ... ат 
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157 


ыыы 


то говорят о матрице размера т х п, или сокрашен- 
но об т х п-матрице; выражения а, называются 
элементами матрицы. Положение элемента в таб- 
лице характеризуется двойным индексом; первый 
индекс означает номер строки, второй — номер 
столбца, на пересечении которых стоит элемент 
(нумерация строк производится сверху вниз, а 
столбцов — слева направо). Элементами матрицы, 
как правило, являются числа, но иногда и другие 
математические объекты, например, векторы, 
многочлены, дифференциалы и даже матрицы. 

Матрица обозначается следующими способами: 


4141... ат 8411 ·.. ат 411 ... 641 


ат -. (тп 


а» ... тп ані ... атп 


а также || а, | или (ац). 

Матрица размера п х п называется квадрат- 
ной матрицей порядка п. Квадратная матрица | ад | 
порядка п называется: 

верхней треугольной матрицей, 
для всех і > К; 

нижней треугольной матрицей, 
для всех і < К; 

диагональной матрицей, если ањ = 0 для всех 
г К; 

единичной матрицей, если 
0 при і# К, 


если а’ = 0 


если ак = 0 


а = 60 = 
минь | при і = К. 


Элементы ац, Т. е. элементы, стоящие в таблице 
на диагонали квадрата, проходяшей из левого верх- 
него угла в правый нижний,-- на главной диагонали 
матрицы, -- называются главными диагональными 
элементами или просто диагональными элемен- 
тами; элементы а,,-і-і (ізі, ..., п), т.е. эле- 
менты, стояшие на диагонали, которая проходит 
из правого верхнего угла в левый нижний (побоч- 
ная диагональ матрицы), иногда называются по- 
бочными диагональными элементами. В случае 
т х п-матриц элементы ан (151, ..., ша (т, п)) 
также называют главными диагональными элемен- 
тами или просто диагональными элементами. 
Сумма главных диагональных элементов называ- 
ется следом (Зриг, Тгасе) матрицы и обознача- 
ется ӛр А или ТІ А. 

Матрица размером | хп, состоящая из одной 
строки, называется матрицей-строкой; аналогично 
говорят о матрице-столбце, если речь идет о мат“ 
рице размера тх 1; т х п-матрица, все элементы 
которой равны нулю, называется нулевой т х п- 
матрицей и обозначается О. Каждая таблица вида 


а, 41855 К, 
ак, 41.5, ... ак, 
а, ак, ми а қ, 


1<і,<і;<...<і,<т; 1<К, <К, <... < К, Сп, 


которая получается из т х п-матрицы |а, | вы- 
черкиванием части строк и столбцов, называется 
подматрицей матрицы |а, |: По определению 
матрица |а, | сама должна быть причислена к 
своим подматрицам. Если элементы строк матрицы 


А = | а | расставлены в столбцы (при этом 
одновременно элементы столбцов расставляются 
в строки), то полученная матрица называется 


транспонированной к А и обозначается АТ = | ай |, 
если ај = ац. 

2.4.4.2.2. Определитель квадратной 
матрицы. Каждой квадратной матрице А = 
= || ак | порядка и с действительными или ком- 
плексными элементами можно однозначно поста- 
вить в соответствие действительное или комплекс- 
ное число Р, которое называется определителем 
матрицы А: 


0811 412... ат 
р = де А = деј | 2020-0260 
ні 4,2 Япп 
411 412 ... 4іп 
- 421 422 ... Аэп =) (-12 а, аҙ... а, 
.0%4 40% 0. % " 
а, 4,2... Яни 


причем сумма должна быть распространена на все 
подстановки л набора чисел 1, 2, ..., п. Таким 
образом, из элементов матрицы А сначала состав- 
ляют все возможные произведения 


ац, 42, ... ані» 
из п сомножителей каждое, содержащие по одному 
элементу из каждой строки и по одному из каждого 
столбца. Знак (-1)2(7) определяется числом 
2 (л) – числом инверсий подстановки 


Їй 77) 
ћ = . . . 
и»... 1 


(см. 2.2.4). Полученные п! слагаемых и состав- 
ляют в сумме де А. 
Определитель обозначается также А и |а; |. 
Если Р = |а| — определитель порядка п, то 
минором Ми элемента а называют определи- 
тель порядка п — 1, получающийся из Г «вычер- 
киванием» і-й строки и К-го столбца. Под алгеб- 
раическим дополнением А, элемента а, понимают 
минор Ми, домноженный на (- 1)“: 
_ ік 2 
Ав (-1/ "Ма = 
411 412---41,46-1 414,1... Фул 
421 422---42,4-1 42,ьы1... Яга 


На і%к 
ж(-і1) 4:-1,1 44-1,2---. » • » 40:-1,н 
441,1 @:+1,2. $ >. >». “(іжі,п 
аһ 442... Ч, к-т (һ,ке1..,, (пп 
411 412 
Примеры. 1) = 411422 — 412421. 
421 422 











411 8412 413 
2) | а, 422 423| = а: 1а22азз + 412423431 + 413431432 — 
аз, дэ Язз 


— 41342203 -411423432 — 412421433. 
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Свойсіва определителей. Если рас- 
смагривать строки определителя ШО порядка п 
как векторы 4}, 22, . ,7,, ГО свойства определителя 
"” (2), 72, ..., 2,) с вектор-строками 7, удобно сфор- 
мулировать так: 

1) Перестановка строк можел изменять лишь 
знак определителя Р. 


П(711,..7,...4,...7,)- 

= срби, . ‚ 7%, , 7. > 5): 
в общем случае 
р(г4. з.) = (Чр, оу вы), 


где л — подстановка чисел 1,2, .н.а2(л)- число 
ес инверсий. 
2) Обшии для всех элеменгов строки множигель 


можно выносить за знак опрелелителя: 
П(71,7:... ,02,...,2,) -240(71,22,...,2,...,17,). 


3) При сложении двух определителей, разли- 
чаюшихся только одной сгрокой, соответствуюшие 
элементы этой строки складываются: 

р (11, 72, . , 7,) = 
., Та) 


4) Прибавление крагного К-й строки к 1-Й строке 
не изменяет значения определителя (15 К): 


, 
..7,...,7,) + 0 (21, 22, -..,  ... 


= р (11, 1. .. ‚Я + 5 · 


р (21, 72, ..., 2, ..., гр ---, Ћа) = 
= (Їл, 12, ..., 7,502, ..., 2, ..., 2,). 
5) р(2,, 25, ..., 2,) = 0 тогда и голько гогда, 
когда 121, 22, .., 2,} есть линейно зависимое мно- 


жество векторов. В частности, О = 0, если одна 
строка В состоит из нулей или если две строки ) 
равны или пропорциональны друг другу. 

6) Определитель не изменит своего значения, 
если поменять в нем месгами строки и столбцы, 
г. е. транспонировать определитель Поэтому все 
свойства, сформулированные для строк, верны 
и для столбцов 

Теорема разложения. Если В = |а| - 
определитель п-го порялка, то 


р = » ак А = У 7799: 177 


г 1 і-1 


| <К <и, 


т. е. сумма произведений всех злементов какой- 
либо строки (или столбца) на соответствующие 
им алгебраические дополнения равна значению 
определителя. Сумма произведений всех злементов 
какой-либо строки (или столбца) на алгебраические 
дополнения соответсгвующих элементов другой 
сгроки (или другого столбца) равна нулю: 


» ак Аин = » акАл = 0, К жі. 
ізі 11 
Суммируя сказанное, получаем 


п 


У, а. Ан = У, ак Ац = 
1-1 


121 


р, если К = і, 


0, если К #1. 


Вычисление определителей. Значение 
определителя 2-го порядка вычисляется по мнемони- 
ческому правилу «произведение главных диаго- 
нальных элементов минус произведение нобочных 


диагональных элементов». 


5 
ра! 411432 — 421412 
21 3 
- + 


Для нахожденил значения определитела 3-0 
порядка гакже можно указагь миемоническое пра- 
вило, так называемое правило Саррюса: приписать 
к определителю справа два первых столбца, 
не меняя их порядка, и сосгавить сумму произве- 
дений элементов главной диагонали и элемен- 
гов, параллельных ей, из которой затем вычесть 
сумму произведений элементов побочной диаго- 
нали и элементов, параллельных ей. 


б) 02: 93] Ян 42 
йл, Жо Оа 


~ 


Мб 8 Ёл цаа 


+ 413421432 - 413422431 - 411423432 - 412421433: 


ж. 022 ше(111422433 + 412423431 + 


Определители более высоких порядков тоже 
можно вычислять по определению, однако это 
требует больших усилий. Чаще поступают сле- 
дующим образом: определитель п-го порядка сво- 
дат к определителям (п — 1-го порядка, послед- 
нее — к определителям (и — 2)-го порядка и т. д. 
до тех пор, пока не получат определители 3-го 
или 2-го порядка. В основе этого принципа 
«постепенного понижения порядка» лежит теорема 
разложения: определитель п-го порядка Р запи- 
сывается в виде суммы определителей порядка 
п — і («раскладывается по элементам 1-й строки 
или К-го столбца»); к каждому из этих определите- 
лей порядка п — 1 вновь может быть применена 
теорема разложения. Если все элементы 1-й строки 
определителя Р, кроме одного, равны нулю, то 
сумма, полученная после применения теоремы раз- 
ложения, содержит не более одного отличного от 
нуля слагаемого. Таким образом, вычисления су- 
щественно упростятся, если перед разложением 
определителя по элементам 1-й строки как мож- 
но большее их число будет превращено в нули 
Это становится возможным благодаря примене- 
нию свойств определителей (особенно свойства 4)). 


Пример. 

2 99 4 2 49 4 2 43 4 
ра 2-3 12 8| |2-712 В. 2-74 8 | _ 

4 3-5 4 03-5 4 01-5 

1 26 4 1 06 4 1 02 4 


(свойство 4)) (свойство 2)) 


24 8 23 4 
= 34 —4141—51 -71 41-5 +07 = 
12 4 12 4 


(теорема разложенил) 


23 4 110 
-0-21141-5|--21141-5|- 

12 4 12 4 
(свойство 5) (свойство 4)) 


(ЕЗ 4-5 
= —21 - 
2 4 |1 4 


(теорема разложения) 








|= 21 (4 + 10) –16 + 5) = +47 
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Вычисление определителя оказывается еше более 
удобным, если, применяя свойства 1)- 5), его можно 
преобразовать, так, чтобы все элементы, стояшие 
слева и ниже главной диагонали 411, а›,...,а, 
были равны нулю. Как легко понять на осно- 
вании теоремы разложения, значение определителя 
получается тогда просто как произведение членов, 
стоящих на главной диагонали. 

2.4.4.2.3. Ранг матрицы. Квадратная матри- 
ца называется невырожденной (неособенной) или 
вырожденной (особенной) в зависимости от того, 
отличен ее определитель от нуля или равен нулю. 

Матрица А # О (см. О в 2.4.4.2.1) имеет 
ранг гапр (А) = р, если А имеет по меньшей мере 
одну невырожденную (неособенную) подматрицу 
порядка р, а все квадратные подматрицы А 
более высоких порядков вырождены (особенные). 
Если дополнительно положить гапе (О) = 0, то 
каждой матрице будет сопоставлено одно неотри- 
цательное целое число — ранг матрицы. 

Пример. 


1-2-3 0 
2 3 8 7|-> 
-1 1 1– 


галд 


так как подматрица 2-го порядка | | невырождена, а 


всс подматрицы 3-го порядка вырождены. 


Теоремы о ранге. Если рассматривать 
строки (или столбцы) матрицы А как векторы 
71, 22, ..., 2, (ИЛИ 91, 82, ..., 5,), То теоремы о ранге 
матриц А с вектор-строками 2; удобно фор- 
мулировать так: 

1. Если тапр А -р, то сушествует линейно не- 
зависимое множество из р вектор-строк матрицы А, 
в то время как все множества из о вектор- 
строк (о > р) матрицы А линейно зависимы. Иначе 
говора, ранг матрицы А равен максимальному 
числу линейно независимых вектор-строк мат- 
рицы А. 

2. Ранг матрицы А не изменяется при сле- 
дуюших преобразованиях: 

а) при перемене местами двух строк; 

6) при умножении одной строки на число 
с + 0; 

в) при сложении любого кратного одной строки 
с другой строкой; 

г) при транспонировании А. 

Так как гапе А = гапе (АГ), то теоремы, указан- 
ные выше для строк, справедливы и для столб- 
ЦОВ. 

Вычисление ранга. Нахождение ранга 
матрицы А = | ак | # О сводится к тому, чтобы 
при помощи теоремы 2 матрицу А перевести в 
трапециевидную матрицу А' того же ранга: 


, , , , , 
411 412---416 Йърр+ 1: бі, 


0 4...» а: ... а: 
22 2р “2,р-1 2п р строк 


А = арр Ар, о + 1 Арп 
0-0 0 
• • • • • • е • е е т- р строк 
0 0..0 0 ...0 
—— 
р столбцов п-р столбцов 
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в которой: а) все элементы, стояшие ниже главной 
диагонали, равны нулю; 6) либо все элементы 
последних т-р строк обращаются в нуль, либо 
т=р; в) все элементы главной диагонали а, 
422, ..., ар ОТЛИЧНЫ ОТ нула. 

Если применить определение ранга к матрице 
А, то получим непосредственно, что гапе (47-р 
(т.е. ранг матрицы А’ равен числу главных 
диагональных элементов, отличных от нуля), и 
тогда гапе (А) = гапр(4) = р. 

Чтобы преобразовать матрицу А 550 в трапе- 
циевидную матрицу А’ равного ранга, поступают 
следующим образом: 

1) Так как не все элементы А равны нулю, 
то перестановкой строк и столбцов можно 
добиться того, чтобы первый диагональный 
элемент был отличен от нуля (ај, # 0). 

2) Сложением первой строки, умноженной на 
соответствующий множитель, с другими строками 
всегда можно добиться, чтобы все элементы пер- 
вого столбца, стоящие ниже а11, были равны нулю. 

3) Теперь или уже получена желаемая форма 
матрицы, или в строках со 2-й по т-ю имеется 
по крайней мере один ненулевой элемент, который 
при помощи перестановки строк и столбцов может 
быть поставлен на второе место в главной 
диагонали. Тогда снова выполняем операции этапа 
2) применительно ко 2-й строке и получаем, что 
все элементы 2-го столбца, стоящие ниже 2-го 
главного диагонального элемента, равны нулю 
и т.д, пока через конечное число шагов не 
получим трапециевидную матрицу. 

Этот. метод называется алгоритмом Гаусса. 


Пример. 
1-2-3 0 
гапр 2 3 8 7 [= 
-1 1 1-1 
1-2-3 0 1-2-30 
шїаш| 0 7 14 7 = гап8 0 1 21 |-2 
0-1-2-1 0 0 00 


Для матриц с большими по величине элемен- 
тами можно использовать теорему 20), чтобы 
получить матрицу равного ранга с элементами, 
меньшими по величине. 

2.4.4.2.4. Элементарная алгебра мат- 
риц. Равенство матриц. Две матрицы 
А = |а, || размера гхз и В- |5 | размера 
р ха называют равными, если они имеют одина- 
ковый размер и все элементы, стояшие на одних 
и тех же местах, равны между собой, т.е. если 
г=р, 5=0 и аһ = Ва при всех і и К. Тогда 
пишут А = В. 

Сумма матриц одинакового разме- 
ра. Сумма А+ В двух матриц одинакового 
размера А = || а, | и В= | Ба || есть матрица 
С = |с, || того же размера с элементами 
си = ац + ћу при всех і и К. Таким образом, 
сложение матриц одинакового размера происходит 
поэлементно. 


Умножение матрицы на действи- 
тельное число. Произведение матрицы 
А = |а, | на действительное (комплексное) число А 


есть матрица АА = | Ха, |, т. е. умножение матрицы 
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на действительное (комплексное) число происходит 
поэлементно. 

Свойства 
на числа. 

|. Сложение матриц одинакового размера 
ассоциативно, коммутативно и обратимо. Урав- 
нение 4-3 = В с матрицами одинакового раз- 
мера А = |а || и В- |Ы | имеет в качестве 
единственного решения Х = В— А = | Б, — ак || — 
разность матриц В и А. 

2. Среди матриц одинакового размера имеется 
одна нейтральная по отношению к сложению 
матрица — нулфвал матрица. О, все элементы кото- 
рой равны нулю. 

3. Для каждой матрицы А = | а || существует 
(и притом единственная) матрица, обратная по 
отношению к сложению, так называемая противо- 
положная для А матрица —А = | - а, |. В соот- 
ветствии с определением разности получаем 
О -– А = – А. Далее, имеем В + (– 4) = В – А и 
-(- А) = А. 

4. Умножение матрицы А на действительные 
(комплексные) числа А, и подчиняется правилам: 
(АШ) А = А(рА), 1. А = А. Далее, О.А = О, Х О = 0 
и (- 1): А = —А. 

5. Сложение и умножение на числа связаны 
дистрибутивными законами; для матриц А и В 
одинакового размера и произвольных действи- 
тельных (комплексных) чисел А, р 


(А+ ША = АА + ЦА, Х(А + В) = ХА + АВ. 


сложения и умножения 


Свойства 1-5, взятые вместе, показывают, что 
множество всех матриц одинакового размера 
образует действительное (комплексное) векторное 
пространство (см. 2.4.4.1). 

Умножение сцепленных матриц. 
Матрицы А = | а || размера тхп и В = "| ба | 
размера ғхв называются сцепленными, если 
п = ғ, 1. е. число столбцов первой матрицы равно 
числу строк второй матрицы. При этом матрицы 
В и А могут оказаться не сцепленными, 
если уж т. 

Произведение АВ двух сцепленных матриц А 
и В есть матрица С = (су) размера тх 5, где 


п 
Сік = У а В, Т. е. элемент, стоящий в і-й строке 
ізі 
и К-м столбце матрицы произведения, получается 
в виде скалярного произведения 1-Й вектор-строки 
магрицы А на К-й вектор-столбец матрицы В. 


Прчмер 


Свойства умножения матриц. 

1. Умножение сцепленных матриц ассоциа- 
тивно. 

2. Умножение матриц, вообше говоря, неком- 
мутативно. Так, в приведенном примере произве- 
дение ВА не определено, так как матрицы Ви А 
не сцеплены. Если даже сушествуют оба произ- 
ведения АВ и ВА, то они могут отличаться 
друг от друга. 

3. Существуют делители нуля, т.е. А ЖО, 
В + О, произведение АВ которых есть нулевая 
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матрица; например, 


22 2 

52-2311 -13-5 ИН 

92-34 16 8 24 “ооо! 
80 16 


Следовательно, из того, что АВ = О, А ЖО, 
нелъзя сделать заключение, что В = О, и аналогично 
из АВ = АС, А# О, в общем случае не следует, 
что В = С. 

4. Существует одна матрица, нейтральная по от- 
ношению к умножению, - квадратная единичная 


матрица п-го порядка Е, Тогда для любой 
магрицы А размера тхп 
АЕ, = Е.А = А. 
5. Сложение и умножение матриц связаны 


дистрибутивными законами: еспи А и В имеют 
одинаковый размер и сцеплены с С, то 
(А + В)С = АС + ВС; если С сцеплена с матрицами 
А и В одинакового размера, то С(А + В) = 
= СА + СВ 

На множестве квадрагных матриц порядка п 
всегла выполнимы как сложение, так и умно- 
жение, так как каждые две п х п-матрицы имеют 
одинаковый размер и сцеплены. По отношению к 
сложению и умпожению это множество образует 
кольцо матриц. 

6. Для квадратных матриц 
размеров де (АВ) = де Аде В 

7. Если А и В- сцепленные магрицы, то для 
транспонированных матриц (ср. 2.4.4.2.1) выполнено 
равенство (АВ)! = ВГАГ. 

Нахождение обратной матрицы. 
Если задаться вопросом о существовании матри- 
цы А? обра:ной для квадратной матрицы А 
порядка п по отношению к умножению, т. е. такой, 
что АА”! = Е, то вследствие свойства 6 не- 
вырожденность магрицы А является необходимым 
условием сушествования обрагной матрицы, так как 
в случае вырожденности А было бы де (АА“ ') = 
= де А. де А"! = 0» 1 = Че Е, 

Если А -- матрица п-го порядка, то ее невырож- 
денность есть необходимое и достаточное условие 
существования матрицы А”! такой, что АА”! = Е, 
При этих условиях матрица А ', обратная для А, 
определена однозначно. Кроме того, А7!4-Е,. 

Далее, для п х п-матриц 4 и В справедливы 


формулы 
(АВ! = В 14 1 (471) | = А. 


А и В равных 


Вычисление обрагной матрицы. 

1-й способ Метод неопределенных козф- 
фициентов в применении к АХ = Е, приводил кп 
линейным системам п уравнений с п неизвестными 
каждая (см. 2.4.4.3.3). Решение каждой из этих 
п систем уравнений дает столбец искомой матрицы 
Х-А 1. 

2-й способ. 


Аһ А2 ·: Ат 


где А — алгебраическое дополнение элемента а, 
матрицы А То, что эта матрица удовлегворяег 
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уравнению АХ = Е,, легко установить, вычисляя 
матрицу АА”! при помоши теоремы разложения. 


Пример. 
321 |-: -2-5 4 
102 - 5 5-5 
413 1 5-2 


Решение матричных уравнений. 
Матричное уравнение с неизвестной матрицей Х, 
которое приводится к виду АХ = В или ХА = В, 
может быть решено методом неопределенных 
коэффициентов. Использование этого метода при- 
водит к решению систем линейных уравнений 
для столбцов или строк искомой матрице Х 
(см. 2.4.4.3). Для уравнения АХ = В возможны 
следующие основные случаи. 

1. Уравнение не имеет решения: матрица А 
имеет размер т хп, матрица В имеет размер 
гх5 и тж", а также т-г, но гапё(А)< 
< тапе (А | В)*). 

2. Уравнение имеет бесконечное множество ре- 
шений: матрица А имеет размер т хп, матрица В 
имеет размер т х 8 и гапе (А) = гапе (А | В) < п*). 

3. Уравнение имеет единственное решение: 
матрица А имеет размер тхп, матрица В 
имеет размер т хв и гапр(4) = гапр(А | В) = п; 
в частности, если А и В — квадратные матрицы 
п-го порядка и А – невырожденная матрица; 
в этом случае уравнение АХ = В имеет един- 
ственное решение Х = АВ. 

2.4.4.2.5. Специальные классы матриц. 
Квадратная матрица А называется: 

симметрической, если АТ = А; 

кососимметрической, если АТ = –А: 


ортогональной, если А не вырождена и АТ = АГ, 

Пусть А — квадратная матрица с комплексными 
элементами; А - матрица, комплексно сопряжен- 
ная к А, т.е. получаемая из матрицы А 
заменой ее элементов на комплексно сопряженные. 

Матрица А называется: 

эрмитовой, если А! - 4; 

косоэрмитовой, если АТ = —А; 

унитарной, если А не вырождена и АГ=А-!. 


2-і 3 
Например, | -! 0 5 есть симметрическая 
3 5-4 
0-1 3 
матрица, 1 0-5 |- кососимметрическая матрица, 
-3 5 0 
| сов Фф біп И 
) - ортогональная матрица. 
— 511 Ф сов ф 
Свойства матриц специальных 
классов. 


1. Для каждой матрицы А матрицы ААТ и 
АТА являются симметрическими. 

2. Любую квадратную матрицу А можно 
разложить в сумму симметрической и кососиммет- 
рическои матриц: 


1 1 
А = (0 + А) + (А – А"). 


ж) Матрица (А | В) получаетсл путем правостороннего 
присоединения матрицы В к матрице А. 


6 И.Н Бронштейн, К. А. Семендяев 


3. Если матрицы А и В ортогональны, то 
ортогональны также матрицы АВ и А %. 

4. Квадратная матрица А ортогональна тогда и 
только тогда, когда вектор-строки (или вектор- 
столбцы) матрицы А образуют ортонормирован- 
ную систему. 

5. Для ортогональной матрицы де А = +1. 

6. Любая ортогональная матрица 2-го порядка 


имеет вид 
| соѕ р біп ф | 
. , 
— = УП ФЕ СО5 Ф 


где = = +1 и те(0,2л) — некоторый угол. 


2.4.4.3. Системы линейных уравнений. 

2.4.4.3.1. Понятие системы линейных 
уравнений. Система т линейных уравнений с 
п неизвестными Ху, Хо,..., Хү (см. 2.4.2.3) 


а11Х1 + 412х2 +... + даха = Ву, 


421Х| + 422Х2 +... + ах, = В», 


а,1Х1 + дам Хо +... + дтпХа = 5, 


называется системой линейных уравнений или, 
точнее, т х п-системой линейных уравнений; а, — 
коэффициенты, Ь; — свободные члены системы. Если 
все Ё; = 0, то мы имеем однородную систему 
линейных уравнений, в противном случае говорят 
о неоднородной системе линейных уравнений. 
п-последовательность чисел (Су, с›,...,с,) называется 
решением т х п-системы линейных уравнений, если 
ее элементы, подставленные в заданном порядке 
вместо неизвестных, удовлетворяют каждому из т 
уравнений и принадлежат заданной области из- 
менения. (Если нет специальных оговорок, то об- 
ласть изменения всех неизвестных — множество 
действительных чисел.) Совокупность всех реше- 
ний системы называется множеством решений. 
Две системы линейных уравнений называются экви- 
валентными, если они имеют одинаковые мно- 
жества решений. 

2.4.4.3.2. Решения системы линейных 
уравнений. Однородные системы линейных 
уравнений всегда разрешимы, так как п-последо- 
вательность (0, 0,...,0) удовлетворяет всем урав- 
нениям системы. Решение (0, 0,...,0) называют 
тривиальным решением. Вопрос о решениях од- 


нородной системы линейных уравнений сво- 
дится к вопросу о том, существуют ли, кроме три- 
виального, другие, нетривиальные решения 
или нет. 


Например, однородная 2 х 3-система линейных урав- 
нений 


2х, + х. — хз = 0, х. + хз = 0 

имеет множество решений Г, = {А(1, - 1, 1)}; А — произволь- 
ное действительное число; иначе говоря, х; = А, 
Хә = А, хз = А при любом действительном ХА является 
решением системы. Напротив, однородная 2 х 2-система 
уравнений 


2х; + х, = 0, Хї -х, = 0 
имеет только тривиальное решение: Г. = ((0, 0)). 


Среди неоднородных систем линейных уравнений су- 
шествуют неразрешимые системы; например, 


х + 2х2 = 1, х, + 2х, = 2. 
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Система линейных уравнений 


5х, + х. = 2, 
х; — 2х = 7 
имеет единственное решение х; = 1, х, = —3, или Г. = {(1, —3)). 
Напротив, система уравнений 
2х; + х — Ха = - 5, 
х, + Хз + 1! 
разрешима неоднозначно; при любом действительном А 
значения х; = —2+%, х. = -А, х.=1+ А дают решение 
системы: 


Г. = {(-2, 0, 1) +А(1, -Ь 1}. 


Теория систем линейных уравнений может быть 
наглядно и просто описана при чомощи матриц: 


411 412 ... Сп 


А = 421 422 ...а2, , 
ані 4,2 Ап 
Хі 5 
х= Хэ , ђ = Ь, 
х, Ы, 


Систему линейных уравнений 
411Х1 + 412Х> +... + АјаХл = ђ,, 


а:1Х1 + 422Х: +... + ЯжХа = Бо, 


а,1Х4 + ама Хо +... + дтпХп = р, 


можно записать в виде Ах = 6. 

Характер множества решений этой системы 
зависит теперь только от гапр (А) (ранга матрицы 
коэффициентов А системы) и от гапё(А|Ь) 
(ранга так называемой расширенной матрицы 
коэффициентов (А | 5)). 


Ах = 5 (т уравнений, 
п неизвестных) 


1. гапр (А | Б) = гапр (4) 


2. гапр (А | Б) = гапе (А) = р 
аур-п 


система разрешима 
решение единственно 


6) р<п 


Структуру множества решений описывает сле- 
дуюшая теорема. 

1. Множество решений Г однородной тхп- 
системы линейных уравнений Ах = 0 есть вектор- 
ное подпространство векторного пространства 
упорядоченных п-последовательностей действитель- 
ных чисел, т.е. любая линейная комбинация 
решений системы вновь есть решение системы. 
Если гапе (А) = р, то 


фт Д = и — р. 


В случае р <и можно выбрать п-р неизвест- 
ных, построить и – р линейно независимых ре- 


система неразрешима 


решение не единственно 





шений и получить затем решения системы в виде 
линейных комбинаций этих п — р линейно незави- 
симых решений. 

2. Множество решений І, т х п-системы линей- 
ных уравнений Ах = Б состоит из всех упорядо- 
ченных п-последовательностей вида хо + х*, причем 
хо —некоторое частное решение данной системы, 
а х" пробегает значения всех решений соответ- 


ствуюшей однородной системы Ах = 0: 


[ = (хо + х*, где хо - постоянный вектор такой, 
что Ахо = Б, а Ах“ = 0.} 


(Для иллюстрации этой теоремы следует рас- 
смотреть первый и последний из приведенных 
выше примеров.) 

2.4.4.3.3. Способы решения линейных 
уравнений. 

Алгоритм Гаусса. Нахождение множества ре- 
шений системы линейных уравнений основывается 
на том, что от заданной системы при помощи 
эквивалентных преобразований переходят к системе, 
которая решается «проще», чем исходная система, 
и эквивалентна заданной. Эквивалентными пре- 
образованиями системы линейных уравнений яв- 
ляются: 

1) перемена местами двух уравнений в системе; 

2) умножение какого-либо уравнения системы на 
действительное число с > 0; 

3) прибавление к одному уравнению другого 
уравнения, умноженного на произвольное число. 

Эти эквивалентные преобразования системы ли- 
нейных уравнений Ах =ђ вызывают в матрице 
коэффициентов А и в расширенной матрице 
коэффициентов (А|В) только преобразования, 
сохраняющие ранг, а именно приводят к пере- 
становке строк, умножению строки на число, 
отличное от нуля, и прибавлению к одной строке 
другой, умноженной на произвольное число. 
Справедливо также обратное: если преобразовать 


Частный случай ф = 0, 
(однородная система Ах=0) 


этот случай не может иметь места при 
Б = 0, т. е. однородная система разреши- 
ма всегда 


система имеет только тривиальное ре- 
шение 
система имеет нетривиальные решения 


матрицы А и (415) в матрицы А и (4198) 
соответственно равных рангов, применяя к строкам 
допустимые преобразования строк (см. 2.4.4.2.3), 
сохраняюшие ранг, то системы 


Ах = Би Ах = Б 


будут эквивалентными. Алгоритм Гаусса состоит 
в том, чтобы получить матрицы А" и (А |Б) 
трапециевидной формы. 

В случае, если исходная система Ах = Б 
разрешима (пусть гапе (А) = гапр (А |Б) = р), вслед- 
ствие трапециевидности матриц А’ и (А |) 
эквивалентная система А’х = В’ может быть записана 
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в виде 
ауаху + а12х2 +... + арх, = 


, , , 
=: — а], р+1Хр+1 —... — ФјаХњ 


, ГА 
422Х2 +... + азухр = Бо — а2, р+1Хр+1 —... — д2нХь, 


дррХр = Бр — Фр, р+аХр+а -...- ФрпХи 

Зту систему называют треугольной системой. 
Так как гапо А = гапр(А | Б) = р, то множество 
решений есть (и — р)-мерное многообразие; следо- 
вательно, и – р неизвестных Х,41,....Х, можно 
выбрать произвольно: х, +; = А, Хр+2 = Хорн, Ха = 
= Ха-р; Остальные неизвестные Ху, Хо,...,х, полу- 
чаются из треугольной системы последовательно 
как функции параметров А;: 


. Хр = Лк а, Жо Ат-р) 


Если для получения трапециевидных матриц 
А’ или (А4|Ь) требуется еше перестановка 
столбцов, то этого достигают перенумерацией 
неизвестных в системе уравнений Ах = 5. 


(К = 1, 2,...,р). 


= –1, 


Примеры. 1) х,— 4х, + 2х. 


2х, — 3х, — хз— 5х4 = -7, 
Зх, — 7х; + хз- 5х4 = —8. 
Здесь 
1-4 2 0-1 1-4 2 0-1 
гапр 2-3 -1-5-1 |=тапрј 0 5-5-5-5 |= 
3-7 1-5-8 0 5-5-5 -5 
1-4 2 0-1 
= гапр 0 1-1-01-1 


0 0 0 0 0 


Из этого заключаем: 

а) гапр (4) = гапр (А | Б), т. е. система разрешима; 

6) решение неоднозначно: 4 — 2 = 2 неизвестных могут 
быть выбраны произвольно; 

в) треугольная система имеет вид 


х1 — 4х2 = -і1-д2х3, Хә = —1 + ха + ха. 


Если положить х=А, ха = А, то получим 
Хр —1 + А + А, Х, = —5 + 2А, + 4А, т.е. множество ре- 
шений Г. = {(— 5, —1, 0, 0) + А, (2, 1, 1, 0) + А (4, 1, 0, 1); А, 
і = 1, 2 — произвольные действительные числа). Тогда соот- 
ветствующая однородная система Ах = 0 имеет, очевидно, 
множество решений Г, = {А, (2, 1, 1, 0) + А (4, 1, 0, 1); %— 
произвольные действительные числа). 

2) 2х; + 3х: - Хз = 2, 


7х; + 4х, + 2х3 = 8, 
3х; - 2х, + 4х = 5. 


Тогда 
-12 32 -1 232 
гапё 27 48 |= гапр 011 10 12 
43-25 0001 


(Здесь произведена перестановка трех первых столбцов.) 
Отсюда заключаем : гап (А) = 2, гапе (А | Б) = 3; следовательно, 
система неразрешима: Г. = (2. 

3) Хі- х;+ хз = 12, 


2х, + Зх; — хз = 13, 
Зх, + 4х. = 5, 
—3х, + Хоч 4хз = --20. 


6% 


Здесь 
1-1 1 12 1-1 1 12 
2 3-1 13 5-33-11 
гапр = = гапр = 
0 3 4 51 0 3 4 5 
-3 1 4-2 0-2 7 16 
1-1 112 1-1112 
0-2 716 0-2716 
= гапе = гапр 
0 02958 0 012 
0 000 0 000 


Отсюда заключаем: 
а) гапр (А) = гапр (А | 5), = 3, т. е. система уравнений разре- 
шима; 

6) решение единственно; 
в) треугольная система имеет вид 

Хх- х;+ хз = 12, 

- 2Х: + 7хз = 16, 
хз = 2, 


откуда найдем Г, = ((9, —1, 2)). Соответствующая однород- 
ная система Ах = 0 имеет только тривиальное решение. 


Правило Крамера. Если мы имеем частный 
случай п х и-системы линейных уравнений Ах = Б 
такой, что гапе (А) = гапе (А | Б) = п, то вследствие 
невырожденности А единственное решение х можно 
представить в виде х = А 18. Воспользовавшись 
формулами для обратной матрицы из 2.4.4.2.4, 
получим 


Хү Аһ 421 ... А, Ь, 


Хос А: Аҙ... А) Б, 





Чес А 


Хх Аі, Аҙ, ... Алп Ы, 


где А, — алгебраическое дополнение элемента ад 
матрицы А. Тогда і-я координата х; находится 
по формуле | 





1 

хже----(А, В, + А» +... + Аџћа) = 

і 141) 14 2192 ) 
а... 6 а1һ 
аз... 62 Язп 

1 ЕУ 
С дејА шин р” 
аһ . ба Алп 
1..і1..П 
где определитель Р; стоящий в числителе, 


получается из О = еі А заменой і-го столбца на 
столбец Б. Следовательно, для п х п-системы ли- 
нейных уравнений Ах = Б такой, что Ш = дејА 50 
получим единственное решение х = (хи, Х»,...,Х,) , 
где х; = р;/р (і = 1, 2,...,п). 


Пример. 2х, + х, + 3х, =9, 


ж — 2Х; + хз = – 2, 
3х, + 2х. + 2х3 = 7. 
Здесь 
2 13 9 13 
р=| 1-21) = 13, р,= | -2-211--іІҘЗ, 
3 22 7 22 


АЛГЕБРА 
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2 93 2 1 9 
р,-11-21|-26, 20 ,-11-2-2|-39, 
3 72 з 2 7| 
р 13 р, 26 
= 20 - == 2 = 24 = =- -- 
хус р 13:25 57051399 


2.4.4.4. Линейные преобразования. 

2.4.4.4.1. Основные понятия. 

2.4.4.4.1.1. Понятие линейного преоб- 
разования. Пусть Г и И" - действительные 
векторные пространства. Однозначное отображение 
Ф пространства И в пространство И" называется 
линейным преобразованием И в Г’, если выпол- 
няются условия: 

1) Ф(х+ У = ф(х) + ф(у) для любых х, уеР; 

2) Ф(Х-х)= №: ф(х) для любого хЕГ и всех 
действительных А. 

(При этом операции в Г’ могут быть опре- 
делены иначе, чем в И хотя из соображений 
простоты они обозначаются теми же знаками 
«+» и «».) 

Если Г=Г, то фр: У И называют также 
линейным оператором в Г или линейным пре- 
образованием пространства И. 

Если х = фх, то х называется образом 
(изображением) х при отображении Ф, х- про- 
образом (или оригиналом) х’ при преобразовании 
Ф, а множество {хЕГ|фх = х?) называется полным 
прообразом (или полным оригиналом) элемента х” 
при преобразовании ф. Если М есть подмно- 
жество из Г, то ФМ -(хеР |х = ф(х), хем) 
называют множеством образов элементов из М 
(образом множества \1) при преобразовании 0. 
Если М' — подмпожсетво из И, то М = (хе К| фхе 
ЕМ) называется полным прообразом множества 
М’ при преобразовании Ф. 

Примеры. 1) Преобразование ф,: В? > В? такое, что 
Ф: (Ху, х2, хз) = (х1, Хэ), линейно. 

2) Преобразование ф; пространства В” в векторное 
пространство многочленов не выше (и — 1)-й степени такое, 
что %;(Хі, Хь,...,Х,) = Хх, + х2Ё + ха? +... + ха" ', линейно. 

3) Преобразование фз векторного пространства С“ 
бесконечно дифференцируемых функций в себя такое, что 
фз/ = /’ для всех /еС%, линейно: ф. есть линейный 
оператор в С“. 

4) Преобразование Фа: У — И" такое, что Фах = 0’ для 
любого хе (0 есть нулевой вектор из Г’, линейно; 
его называют нулевым преобразованием. 

5) Преобразование Фф: К? — А? такое, что фз (Хү, Хэ, хз) = 
= (х., 1), не является линейным, так как 


Ф (хи, х2, Хэ) + Ф (ул, уз, Уз) = (ха, 1) + (у, = 
=(х + у, 2) #(х, + у, 1) = Фф: (хі, хо, хз) + (уһ, у», Уз). 


2.4.4.4.1.2. Свойства линейных преоб- 
разований. Для каждого линейного преобразо- 
вания ф: И Г’ имеем: 

1. Образ нулевого вектора 0 пространства Г 
всегда является нулевым вектором 0 в Г: 
50 = 0. 

2. Линейная комбинация элементов из И всегда 
преобразуется в линейную комбинацию соответ- 
ствующих элементов из Г’ с теми же козф- 
фициентами. Поэтому для каждого подмножества 
М < И образ линейной оболочки 4 (М) совпадает 


с линейной оболочкой 27 (ФМ) образа множества М: 
9:27 (М) = ? (ФМ). 

Если, в частности, В является базисом И, то 
фИ= ф.2 (В) = (В). Отсюда следует, что линей- 
ное преобразование Фф: К— Г’ однозначно опреде- 
лено уже множеством образов ФВ базиса В. 

3. Если 5 — линейно зависимое множество векто- 
ров из И, то ф5 — также линейно зависимое 
множество векторов пространства Г’. С другой 
стороны, линейно независимые множества посред- 
ством преобразоваНия ф могут перейти в линейно 
зависимые множества. Поэтому образ базиса В 
пространства Ув общем случае — лишь порождаю- 
щая система пространства ФГ. 

4. Если И — векторное подпространство из Г, 
то ФО есть векторное подпространство из У". 
Если Г конечномерно, то размерность іт ФУ 
пространства образов ФИ называют рангом линей- 
ного преобразования Фф: гапо ф = (іт ФИ. 

5. Если И’ — векторное подпространство про- 
странства ФУи О — полный прообраз И’ по отно- 
шению к Фф, то И является векторным под- 
пространством в И 

Свойства 3—5 означают, что линейное преоб- 
разование сохраняет свойство линейной зависи- 
мости, а свойство быть подпространством сохра- 
няется как у образов, так и у прообразов. 

В частности, вследствие свойства 5 множество 
К, всех тех векторов из Г, образом которых при 
преобразовании ф является нулевой вектор из Г’, 
образует векторное подпространство пространства 
У, называемое ядром К, линейного преобразо- 
вания ф: Кегф = К„ где К. = {хЕГ: фх = 0). 
Если К, конечномерно, то его размерность 
называют дефектом линейного преобразования ф: 
Рејек! ф = (“іт К,. Если ф: И И и И - конечно- 
мерное векторное пространство, то 


гапе Ф 4 Гегекі ф = іт И. 


Примеры. Для примеров 1)-4) линейных преобра- 
зований имеем (см. 2.4.4.4.1.1): 

Ко = (0, 0, хз); хз — любое действительное число); 

ОееК ф, = 1; гапр Фф; = 2. 

Кө, = (0, 0, ..., 0); Оеѓекі фа = 0; гапв Ф: = п. 

Ко = (/: / = сопз ; Пејек! фз = 1; гапр фз не определен 
(так как С“ бесконечномерно). 

Ко, = И; если У конечномерно, то Пек! Фа = Піт И; 


гапё фа = 0. 


Ядро линейного преобразования позволяет 
ввести разбиение пространства Г на классы зле- 
ментов, имеющих одинаковые образы: два эле- 
мента из И принадлежат к одному и тому же 
классу, т.е. имеют один и тот же образ при 
преобразовании ф, тогда и только тогда, когда их 
разность принадлежит ядру Ф. 

2.4.4.4.1.3. Взаимно однозначные ли- 
нейные преобразования. Линейное пре- 
образование ф: К— И называется взаимно одно- 
значным, если из фх = фу следует х = у. Взаимно 
однозначный линейный оператор из Ив Г назы- 
вается также невырожденным оператором в прост- 
ранстве Г; остальные операторы называются вы- 
рожденными операторами. 


В соответствии с этим из приведенных примеров 
линейных преобразований взаимно однозначным является 
лишь Ф»; Ф, таковым, например, не является, так как 
Ф, (1, 1, 1) = Фф, (1, 1, 5), хотя (1, 1, 1) # (1, 1, 5). 
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Для любого линейного преобразования ф: 
Иә И следующие высказывания попарно эквива- 
лентны: 

1) ф взаимно однозначно; 

2) для каждого линейно независимого мно- 
жества 5 пространства У множество ф5 есть ли- 
нейно независимое множество пространства И’; 

3) К. = (0). 

Из 2), в частности, следует, что образ базиса 
У при взаимно однозначном преобразовании ф 
является базисом ФГ. Для конечномерного век- 
торного пространства И и взаимно однозначного 
преобразования ф имеем іт ФИ = йт И 

2.4.4.4.2. Представление линейных 
преобразований с помощью матриц. 
Пусть Ги И — конечномерные векторные прост- 
ранства, іт У = п, іт И = т, В = (аи, а», ... 

., а,) — базис И, В = {Ь;, 5;, ..., Ь,} — базис И’. 

Всякое линейное преобразование Фф: И-» И" 
образами Фа, Фаҙ, ..., фа, векторов базиса В 
определено однозначно, так как каждый вектор 
хе И есть линейная комбинация векторов В и 
вследствие этого его образ фх есть соответствую- 
щая линейная комбинация векторов базиса ФВ. 
Если записать образы фа, Фа», ..., фа, векторов 
В в координатах базиса В, то ф будет опреде- 
ляться однозначно посредством т.п координат 
векторов фа; (і = 1, 2, ..., п) относительно В’, 
которые можно расставить в т х п-матрице А так, 
чтобы К-И столбец матрицы А состоял из коорди- 
нат вектора фа, относительно В’. И наоборот, 
каждой т х п-матрице А по отношению к фикси- 
рованной паре базисов (В, В”) можно единственным 
образом сопоставить линейное преобразование ф: 
И И", если рассматривать столбцы А как коор- 
динаты образов векторов В относительно В’. 

Итак, между множествами линейных преобра- 
зований ф: И-> И, где йт Изи, 448 И = т, 
и множеством т х п-матриц существует взаимно 
однозначное соответствие при фиксированных ба- 
зисах В пространства Ги В’ пространства И". Если 


В = (а), а», ..., а,} и Фа, = (а, А Ж аһ» 
то ф можно записать в виде матрицы: 
ајр 4, ... аш 
А-| 921 922 >>. Сал 
де дһ2 --. Ятп 


(Так как А зависит еще и от выбранной пары 
базисов (В, В’), то точнее было бы написать 


4 В, ву) 


Пример. Пусть линейное преобразование ф: В“ — В? 
задано образами векторов базиса В пространства К“: 


Ф (1, -2, 0, 3) «1-9, 7, 1), ф (0, 0, 1, - 1) = (3, -3, 3), 
ф (1, 0, 3, 0) = (4, 0, —2), Фф (1, —1, 1, 0) = (0, 1, —1). 


(Координаты относятся к каноническому базису пространства 
В* и соответственно к каноническому базису пространства 
В?) Тогда, найдя ф-образы векторов е), еҙ, ез, е, канони- 
ческого базиса пространства ЖК“ и записав их координаты 
относительно канонического базиса пространства К? 
(ср. 2.4.4.1.4), получим матрицу А, описывающую преобразо- 
вание ф по отношению к паре канонических базисов. Для 
этого выразим е; в виде линейных комбинаций векторов 
заданного базиса В и найдем фе, в виде соответствующих 
линейных комбинаций заданных векторов ФВ. Записав коор- 
динаты векторов фе, относительно канонического базиса, 


окончательно получим 


12 1-2 
А=| 31-1 2 
43 —2 


Если перейти от пары базисов (В, В) к новой 
паре базисов (В, В’), то описывающая ф матрица 
А(в В) перейдет в матрицу 


2 -1 
Ав, в) = Т Ав, ву 
причем столбцы матрицы 5 (соответственно Т) 


будут состоять из координат векторов В отно- 
сительно В (соответственно В” относительно В’). 


Матрицы одинакового размера, которые получаются 
олна из другой право- и левосторонним умножением на 
невырожденные матрицы, называются эквивалентными. 
Эквивалентность матриц есть отношение эквивалентности, 
которое разбивает множество матриц одинакового размера 
на классы эквивалентных матриц. Число этих классов 
равно тіп (т, п) +1, где тх п — размер рассматриваемых 
матриц. 

Вследствие этого две матрицы, описывающие одно и то 
же линейное преобразование относительно различных пар 
базисов, эквивалентны. Обратно, эквивалентные матрицы 
относительно соответствующих пар базисов задают одно 
и то же линейное преобразование. 

Линейному преобразованию Фф: И-» И” соогветствует 
единственный класс эквивалентных матриц 


Если И = И", Т.е. если ф — линейный оператор 
в И, то для двух матриц Ари Ар описывающих 
линейный оператор Ф относительно различных 
базисов В, В, вследствие В = В и В = В выпол- 
няется равенство 


Ав = 5714,5. 


Квадратные, матрицы А; и А, для которых 
А, = 871415, где 5 - невырожденная матрица, на- 
зываются подобными. Подобие матриц есть также 
отношение эквивалентности. 


Аналогично сформулированному выше можно утверж- 
дать: линейному оператору Фф в пространстве У соответ- 
ствует единственный класс подобных матриц. 


Свойства всех матриц одного и того же класса 
эквивалентности или одного и того же класса 
подобия тесно связаны со свойствами линейных 
преобразований, описываемых этими матрицами. 
Укажем некоторые из них: 

1. Если р: И-> И — линейное преобразование 
и А(в у - матрица, описывающая ф относительно 
пары’ базисов (В, В’), то для образа фх элемента 
хе РК справедливо соотношение 


(Фх) в, = Яв, В)“в 


где хв — вектор-столбец, составленный из коорди- 
нат вектора х относительно В, (фх)р — вектор- 
столбец, сосгавленный из координат вектора фх 
относительно В. 

По зтой формуле наряду с образом можно 
определить также полные прообразы, что сводится 
к отъсканию решения системы линейных уравне- 
ний (см. 2.4.4.3). 

2. Все матрицы класса эквивалентности, соот- 
ветствующего линейному преобразованию ф: 
Иэ РК (ИЖ И), имеют одинаковый ранг, и 
гапе (А) = гапе ф для всех А из класса эквивалент- 
ности, соответствующего ф. 
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3. Все матрицы класса подобия, соответствую- 
щего линейному оператору ф в пространстве Г, 
имеют одинаковый ранг, одинаковый определи- 
тель, одинаковый след, одинаковый характеристи- 
ческий многочлен и одинаковые собственные зна- 
чения (см. 2.4.4.5). 

В частности, линейный оператор невырожден 
тогда и только тогда, когда матрицы определяе- 
мого им класса подобия невырождены. 

2.4.4.4.3. Операции над линейными 
преобразованиями. Если Фф: У>Г, о: 
Иэ И", у: И — И" суть линейные преобразования, 
то определим 

сумму ф+ф: И И" как (Ф + ф) х = фх + фх 
для любого хе И; 

произведение Фф на число а, т.е. аф: К— И" 
(4 — действительное), как (аф) х = а (фх) для лю- 
бого хе РК; 

произведение уф: У э И" как (уф) х = у (фх) для 
любого хе (последовательное выполнение, или 
композиция, линейных преобразований). 

Преобразования Фф + Ф, оф и уф также явля- 
ются линейными преобразованиями. 

Если Г, И, И" - конечномерные векторные 
пространства с базисами В, В, В” и линейные 
преобразования Ф, ф, у заданы соответственно 
матрицами Ав, в’), 4(в,в) С(в’, в”), то: 

линейное преобразование ф + Ф” относительно 
(В, В’) задается матрицей А + А” 

линейное преобразование оф относительно (В, В’) 
задается матрицей «А; 

линейное преобразование 
(В, В”) задается матрицей СА. 

Так как операциям над линейными преобразо- 
ваниями соответствуют аналогичные операции над 
задающими их матрицами, то множество линей- 
ных преобразований пространства У в Г’ имеет 
такую же структуру, как и множество матриц, 
задающих эти преобразования. Отсюда следует: 

1. Множество линейных преобразований Ив И" 
с определенными на нем действиями сложения 
и умножения на действительные числа образует 
векторное пространство. 

2. Множество линейных операторов простран- 
ства Г с определенными в нем действиями сло- 
жения и умножения образует кольцо. 

2.4.4.4.4. Обратный оператор. Для невы- 
рожденных операторов ф: К— И можно поставить 
вопрос об операторе ф !, обратном к Фф, т.е. 
таком, что фф! = ф !ф = в, где = — тождествен- 
ный оператор, т. е. такой, что ех = х для любого 
ХЕГ. Если ФИ = И, то существует обратный к Фф 
оператор ф“ 1, определяемый следующим образом: 
ф“!'х = у тогда и только тогда, когда фу = х. 
Вследствие невырожденности Фф оператор ф”! 
определен однозначно, и можно показать, что 
Ф”! вновь является линейным оператором в 
пространстве Г. 


уф относительно 


Предположение фИ = И необходимо для того, чтобы 
каждый элемент из У можно было рассматривать как 
образ при преобразовании Фф некоторого элемента из И. 
В случае конечномерного векторного пространства И это 
прелположение всегда выполнено. 


Если Фф, у — невырожденные операторы в И 
такие, что ФУ = УГ = И, то 


1) (ф1)-! = Фф, те фи оф”! 


взаимно обратны; 


2) (уф) "= Фу"; 

3) если Г конечномерно и преобразование ф 
относительно базиса В задается матрицей А, то 
преобразование Фф”! относительно того же базиса 
задается матрицей А“ :; 

4) если Г конечномерно, то множество невырож- 
денных операторов пространства Г по отношению 
к умножению образует группу. 

2.4.4.5. Собственные значения и собственные 
векторы. 

2.4.4.5.1. Собственные значения и 
собственные векторы матриц. Пусть 
А – п х п-матрица. Любой вектор хе!" х 0, 
для которого Ах = Ах, где А — некоторое число, 
называется собственным вектором А, а А — при- 
надлежащим или соответствующим ему собствен- 
ным значением матрицы А. 

Уравнение Ах = Ах эквивалентно уравнению 
(А- ЛЕ) х = 0. Это однородная система линейных 
уравнений, нетривиальные решения которой яв- 
ляются искомыми собственными векторами. Она 
имеет нетривиальные решения только тогда, когда 
гапр (А — АЕ) < п, т. е. если де (А — ЛЕ) = 0. 

Многочлен де (А — АЕ) называется характери- 
стическим многочленом матрицы А, а уравнение 
де (А — ЛЕ) = 0 — характеристическим уравнением 
матрицы А; его решения являются собственными 
значениями матрицы А. Если %3;-- собственные 
значения А, то нетривиальные решения однород- 
ной системы линейных уравнений (А – ЛЕ) х = 0 
суть собственные векторы А, принадлежащие соб- 
ственному значению 24. Множество решений этой 
системы уравнений называют собственным под- 
пространством матрицы А, принадлежащим соб- 
ственному значению А; каждый вектор хж 0 
собственного подпространства является собствен- 
ным вектором матрицы А (само собой разумеется, 
в собственном подпространстве определены ли- 
нейные операции «+» и «»). 


Примеры. 1) Собственные значения матрицы А = 





3 -2 
= | -4 | найдем из характеристического уравнения 
- == = — -- = А = = 
де: (4 - ХЕ) -4 БН 12-4.-5-0, А = 5, А; 
= — 1. Собственное подпространство А, принадлежащее 


М = 5, есть множество решений системы уравнений 


(4 – А.Е)х = 0 = Е Эр 


т.е. Г: = (и (— 1, 1); р — действительное число). 

Аналогично найдем собственное подпространство, при- 
надлежащее А; = —1: 1; = (и (1, 2); һ- действительное 
число). 


2) Матрица А = 3 | имеет характеристическое урав- 


нение А? — 44 + 5 = 0 и, следовательно, собственные значе- 
ния А = 2 +1, Аз = 2 - і. Действительных собственных векто- 
ров нет. Над комплексным полем собственному значению 21 
принадлежат собственные векторы х; = и (1, і — 1), а собствен- 
ному значению А; — собственные векторы ха = и(—1, і + 1); 
здесь џи — произвольное комплексное число, не равное нулю. 


3) Матрица А = | г имеет собственные значения 


М = А; = 2; отсюда получаем собственное подпростран- 
ство Іі; = {р (1, 1); и – произвольное действительное 
число). 
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2.4.4.5.2. Теоремы о собственных 
значениях и собственных векторах. 

1. Подобные матрицы имеют одинаковые ха- 
 рактеристические многочлены и, следовательно, 
одинаковые собственные значения. 

2. Если 31, Хо, ..., А, — собственные значения 
матрицы А, то 


деј А = НЕ" эр А = У м. 


ісі ілі 


Это можно использовать как необходимый кри- 
терий правильности вычисления собственных зна- 
чений. Далее, из того, что дер А = П 24, следует, 
что матрица А невырождена только тогда, когда 
нуль не является собственным значением А. 

3. Если ХУ, А, ..., А, — (попарно) различные 
собственные значения матрицы А и хі, х;,..., х,- 
соответствующие им собственные векторы (А; при- 
надлежит ху), то {х}, Хо, ..., х,) есть линейно 
независимое множество векторов. 

4. Если матрица А имеет собственное значение 


№, то для любых чисел со, Су, ..., с, матрица 
к 


В = У сү! (здесь А: = А и А9 = Е) имеет соб- 


1=0 
к 


ственное значение У, су“. Отсюда, в частности, 
:=0 

следует: если А имеет собственное значение 7, то 
А" (т- натуральное число) имеет собственное 
значение А". Для невырожденной матрицы А это 
высказывание справедливо и при целых отрица- 
тельных числах т, если положить А" = 4“ = 
= (А“ 1 (где К = —т есть натуральное число). 

5. Каждая матрица А удовлетворяет собствен- 
ному характеристическому уравнению, т.е. если 


п 
У с: — характеристический 
і= 0 
п 
У с; А! = 0 (теорема Гамильтона — Кзли). 
і=0 

Для определенных классов матриц справедли- 
вы частные предложения: 

1. Все собственные значения симметрической 
матрицы действительны. 

2. Собственные пространства, принадлежащие 
различным собственным значениям симметриче- 
ской матрицы, взаимно ортогональны. 

3. Все собственные значения ортогональной 
матрицы по модулю равны единице. 

4. Собственным значением ортогональной мат- 
рицы наряду с А является также А!. 

2.4.4.5.3. Применение теории 
ственных значений. 

2.4.4.5.3.1. Задача о нормальной фор- 
ме для линейных операторов. Пусть ф: 
Иэ И (Иж И) — линейное преобразование конеч- 
номерных векторных пространств и А — матрица, 
описывающая ф относительно пары базисов (В, В’) 
(см. 2.4.4.4.2). Вопрос состоит в том, можно ли 
надлежащим выбором пары базисов найти матри- 
цу, описывающую ф и имеющую особенно простой, 
а именно диагональный (отличными от нуля мо- 
гут быть только элементы главной диагонали), 
вид. Так как линейному преобразованию Ф со- 
поставлен единственный класс эквивалентных мат- 
риц, то вопрос можно поставить так: существует 


многочлен 4, то 


соб- 


ли в каждом классе эквивалентности матрица 
диагонального вида? Оказывается, существует: 
если гапр ф = г, то всегда можно построить такую 
пару базисов, что матрица, задаюшая ф, имеет 
вид 

100...0...0 


010...0...0 


000... 


1... 0 
000...0...0 
000...0...0 


(здесь ғ элементов главной диагонали равны еди- 
нице, остальные равны нулю). 

Если поставить тот же самый вопрос по от- 
ношению к линейным операторам в пространстве 
У, то ответ получить гораздо труднее, так как 
в этом случае можно «варьировать» уже не два 
базиса (в Ги Г), а только один (в Г). В этом 
случае справедливо следуюшее утверждение. Линей- 
ный оператор Фф: Г->И относительно базиса 
(ај, аҙ, ..., аа} описывается диагональной матри- 
цей тогда и только тогда, когда базисные векторы 
обладают свойством фа; = Ма, где № — некоторые 
действительные числа. Эти числа А; и являются 
элементами диагональной матрицы. 

Всякий вектор х = 0, для которого фх = Ах, 
где А – некоторый скаляр, называется собствен- 
ным вектором линейного оператора Ф, а Х— 
собственным значением оператора ф, принадлежа- 
щим этому собственному вектору. 

Следовательно, линейный оператор ф относи- 
тельно базиса В описывается диагональной мат- 
рицей тогда и только тогда, когда базисными 
векторами являются собственные векторы, и вся 
постановка задачи сводится к вопросу о существо- 
вании базиса из собственных векторов оператора 
Ф. Для того чтобы существовал базис из соб- 
ственных векторов, т. е. для того, чтобы линейный 
оператор ф имел п линейно независимых соб- 
ственных векторов, необходимо и достаточно, 
чтобы все собственные значения оператора ф 
были действительными и для каждого собствен- 
ного значения Х кратности р выполнялись ра- 
венства 


гапе (ф — Хе) = гапе (А - ЛЕ) = п – р, 


где А — какая-либо матрица, задающая ф. Это 
означает, что собственное подпространство, при- 
надлежащее собственному значению кратности р, 
должно иметь размерность р (чтобы для р 
совпадающих собственных значений получить р 
линейно независимых собственных векторов). 
Поставленная проблема не всегда разрешима, 
так как не обязательно все собственные значения 
линейного оператора должны быть действительны- 
ми и может случиться, что для кратных собствен- 
ных значений нельзя получить требуемого числа 
линейно независимых собственных векторов. Од- 
нако симметрический оператор в евклидовом век- 
торном пространстве всегда может быть описан 
диагональной матрицей относительно подходя- 
щего ортонормированного базиса, так как всегда 
можно получить ортонормированный базис, со- 
стоящий из собственных векторов симметриче- 
ского оператора. (Линейный оператор ф в евклидо- 
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вом векторном пространстве Г называется сим- 
метрическим, если (фх, у) = (х, Фу) для всех х, ує И.) 

Вычисление собственных значений и собствен- 
ных векторов линейного оператора ф производится 
путем определения собственных значений и соб- 
ственных векторов какой-либо матрицы опера- 
тора Ф. 

2.4.4.5.3.2. Приведение матрицы к ди- 
агональному виду. Задача состоит в том, 
чтобы для их п-матрицы А подобрать такую 
матрицу С, чтобы матрица А" = С "АС имела 
диагональный вид. Эта задача тесно связана с 
задачей огнормальной форме линейных операторов. 
Если относительно базиса В линейный оператор 
Ф в пространстве Г описывается матрицей Ар, 
то ищем базис В’, по отношению к которому 
описывающая ф матрица Ав’ имеет диагональный 
вид. Так как матрицы Ав и Ав должны быть 
подобны, то эта задача сводится к отысканию 
такой матрицы С, чтобы матрица Ав’ = С "АВС 
имела диагональный вид. Если задача разрешима, 
то В’ должен состоять из собственных векторов 
оператора ф, т. е. столбцами искомой матрицы С 
должны быть координаты собственных векторов, 
образующих базис В’. 

Задача всегда разрешима, если матрица А 
симметрическая, так как тогда все собственные 
значения действительны и размерность собствен- 
ного подпространства, принадлежащего собствен- 
ному значению А, совпадает с кратностью А. 
Вследствие ортогональности собственных под- 
пространств, принадлежащих различным соб- 
ственным значениям, для симметрических матриц 
А всегда можно найти такую ортогональную 
матрицу С, что САС = СТАС имеет диагональ- 
НЫЙ ВИД. 


Пример. Для того чтобы привести к диагональному 
виду матрицу 


2-1 2 
А=| -1 2-2), 
2-2 5 


найдем сначала ее собственные значения: Хү = 7, Аҙ = Аз = 1; 
отсюда получаются собственные пространства: 


Гл = (и (1, —1, 2); р – действительное}, 
І = (и) (1, , 0) + и; (-2, 0, 1); и, из — действительные}. 


Далее получаем ортонормированную систему собствен- 


ных векторов: 
Ив у2 уз 
| 97 30-0 ој. 


1 уз -/2 
Таким образом, -1 уз у2 
2 о ү 


(1, – 1, 2); (1, 1, 0); 


посредством С = 


Ив 
6 


Т 700 
матрица А преобразуется в 4 = С АС-1010 
001 
2.4.4.5.3.3. Преобразование квадра- 
тичных форм к главным осям. Под 


квадратичной формой относительно переменных 
Ху, Хо, ..., Х, понимают выражение вида х Ах, 
где х = (х, Хо, ..., х)? и А = | ак | — симметри- 
ческая матрица, ад — действительные числа. Мат- 
рица А называется матрицей квадратичной формы. 


А 


Например, Ф = х? + 4х2 — 6х,х, является квадратичной 
формой, так как 


ьа 5 73-е 


Постановка задачи такова: найти такую орто- 
гональную матрицу С, чтобы после введения но- 
вых переменных уг, у», ..., у, при помощи 
уравнения х = Су данная квадратичная форма со- 
держала только слагаемые с квадратами текущих 


координат: хТАх е, Ау? + уз +... + Ау2. Та- 


кой вид квадратичной формы называют канони-_ 
ческим. 

После замены переменных х = Су форма хЇАХ 
переходит в форму у (СТАС) у, которая должна 
содержать только слагаемые с квадратами пере- 
менных. Таким образом, задача равнозначна сле- 
дуюшей: найти ортогональную матрицу С такую, 
чтобы матрица С АС имела диагональный вид. 
Это всегда возможно для симметрической матрицы 
А, если в качестве столбцов искомой матрицы С 
выбрать ортонормированную систему собственных 
векторов матрицы формы А. Тогда посредством 
замены х = Су квадратичная форма приводится 
к виду Лу? + №у2 +... + Ху, где А; — собствен- 
ные значения матрицы А с учетом кратности. 
Собственные векторы матрицы А, стоящие в 
столбцах С, называются главными осями квадра- 
тичной формы, а процесс преобразования квадра- 
тичной формы в ее каноническую форму назы- 
вается приведением к главным осям или приве- 
дением к каноническому виду. 

Каноническая форма определяется однозначно 
с точностью до нумерации переменных у;. 


Пример. Для того чтобы квадратичную форму 
6х2 + 5х2 + 7х2 — 4х,х, + 4хохз привести к каноническому 
виду, вычислим собственные значения и соответствуюшие 


6-2 2 
собственные подпространства матрицы | -2 5 0 |. По- 
2 07 


лучим А, = 3, № = 6, Аз = 9; 1; = (и (2, 2, –1)), Ё, = 
= (и (–1, 2, 2)), Ез= (и (2, —1, 2)}. Так как собственные 
значения попарно различны, то соответствуюшие им век- 
торы попарно ортогональны, и, чтобы получить ортонор- 
мированную матрицу, их нужно только пронормировать. 


2-і 2 
Заменой х = — 2 2-1 |у заданная форма приводит- 
-1 2 2 


ся к каноническому виду 3у? + 6у2 + 9у3. 


Если все собственные значения симметрической 
матрицы А положительны (все отрицательны, все 
неотрицательны, все неположительны), то для всех 
хе 0 квадратичная форма х Ах положительна 
(соответственно отрицательна, неотрицательна, не- 
положительна) *). 


Пример. Для действительных чисел хі, Хо, хз таких, 
что (х,, х; хз) я (0, 0, 0), справедливо неравенство 
3х2 + 10х2 — 3х2 + 4хухз > 4х2 — 2х? — 10х2 + хүхэ, так как 
в этом случае 5х2 + бх? + 7х2 — 4х/х; + 4хохз > 0, ибо мат- 
рица полученной квадратичной формы имеет только поло- 
жительные собственные значения: А; = 3, Аҙ = 6, Аҙ = 9. 

Критерий положительной определенности квадратичной 
формы (критерий Сильвестра) приведен в 3.1.6.6. 


*) Квадратичная форма в первом и втором случаях 
называется определенной (положительно определенной или 
отрицательно определенной) и в двух других случаях — 
положительно или отрицательно полуопределенной. 
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2.5. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 


К элементарным функциям относятся рацио- 
нальные функции, степенные функции, тригоно- 
метрические функции и обратные к ним, показа- 
тельные и логарифмические функции, гиперболи- 
ческие функции и обратные к ним, а также 
функции, представимые в виде суммы, разности, 
произведения, отношения или суперпозиции пере- 
численных функций («функции, заданные форму- 
лами», т. е. представимые в виде аналитического 
выражения, причем областью определения элемен- 
тарной функции является множество всех чисел, 
для которых ее аналитическое выражение имеет 
смысл). 


К неэлементарным функциям относятся, 


нө. 


например: 
1 для рациональных х 
0 для иррациональных х 


‚ (функция Дирихле): |функция у = [х] (целая часть от х), 
т.е. у равно наибольшему целому числу, не превосходя- 


функция у- Нт 1 


шему х: “Гү 
по 1+Х" 


функция у- 





функция у = Г (х) = 


х 
біп х 2 
= ~ ах (интегральный синус): 
0 
20 
ре СТ а: (гамма-функция). 

0 


2.5.1. АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


2.5.1.1. Целые рациональные функцин. 

2.5.1.11. Определение целой рацио- 
нальной функции. Функция / называется 
целой рациональной функцией (или многочленом), 
если она может быть представлена в виде 


у-/0)- Ў а-ә 


1= 0 


(2.23) 


для любого х (из области определения *)); числа 
ао, 41, ..., а, действительны (или комплексны); 
ао = 0; пе М (или п = 0). Правая часть называется 
многочленом (относительно переменного х), числа 
а; — коэффициентами многочлена, число п — сте- 
пенью целой рациональной функции (или степенью 
многочлена). Представление (2.23) единственно, 
т. е. функции 


Го) = Ў алх абд= Ў қаж 


к= 0 к= 0 


равны тогда и только тогда, когда т = пи а, = Б, 
для К = 0, 1, 2, ..., п. Выражение (2.23) называется 
канонической формой представления целой рацио- 
нальной функции. Многочлен степени 1 называется 
линейным. 
Примеры. 
пень /, равна 0. 


2) /: (х) = х, степень /; равна 1. 
3) Уз (х) = (7х + 1) (3х + 5), степень /з равна 2. 


4) у, (х) = Из х2-2 ут хз сов + · х, степень /, рав- 
на 3. 


1) у, (х) = с — постоянная функция, сте- 


ж) Если для функции /, заданной аналитическим выра- 
жением, область определения не задана Явно, то под этим 
всегда следует понимать множество всех действительных 
чисел хо, для которых аналитическое выражение у = / (х) 
дает действительное число / (хо). 


Графики целых рациональных функций для 
некоторых частных случаев приведены в 1.2.1.1. 
2.5.1.1.2. Разложение на линейные 


п 
множители. Многочлен У ад Х, п > 1, назы- 
к-0 
вается приводимым, если он может быть пред- 
ставлен в виде произведения многочленов низших 
степеней; в противном случае он называется 
неприводимым. 

Многочлены нулевой степени (константы) не 
являются ни приводимыми, ни неприводимыми; 
многочлены первой степени всегда неприводимы. 
Возможность разложения на множители много- 
членов степени, большей единицы, зависит от 
выбора области определения коэффициентов, 
которая, в обшем, не обязательно совпадает с 
множеством действительных чисел. 

Пример. Многочлен х“— 7 неприводим, если счи- 
татђ, что коэффициенты многочленов должны быть рацио- 
нальными числами. Если же в качестве области определения 
коэффициентов взять множество действительных чисел, то 
х* — 7 = (х? + /7)(х? -И7). Если же допустить существо- 
вание комплексных коэффициентов, то данный многочлен 
может быть разложен на линейные множители: 


х-т-(х- 7+9 + (х – ИТ. 


Основная теорема алгебры. Любая целая ра- 
циональная функция п-й степени с коэффициента- 
ми из множества комплексных чисел может быть 
разложена на и + 1 сомножителей, один из которых 
имеет нулевую степень, а п множителей линейны 
с единичными коэффициентами при переменном: 

п 

У асах = ах — 91) (х — а)... (х — о). 

к=0 
Здесь 0; — комплексные числа. Если ао, 41,..., а, — 
действительные числа, то для каждого линейного 
множителя (х — 04) с комплексным о в разложе- 
нии содержится линейный множитель (х - б»), где 
8, — число, комплексно сопряженное к оц. 

Если область определения коэффициентов су- 
жена до множества действительных чисел, то 
любая целая рациональная функция и-й степени 
может быть разложена на множители первой и 
второй степени: 


2. ал их“ = ао(х — 91) (х — аз)... 


„(х= а) (х2 + рах + 41)... (х? + рх + а), (2.24) 


где 21 +г=пм, а ао, 8,, .. 
действительные числа. 

2.5.1.1.3. Корни целых рациональных 
функций. Число х; называется корнем (нулем) 
целой рациональной функции / с действитель- 
ными коэффициентами, если 


Ло) = у а, кху = 0. 
ко 


-» М», р, ..., рь, 4--- 241- 


Если х, является корнем целой рациональной 
функции /степени п, то сушествует целая рациональ- 
ная функция ў; степени и — 1 такая, что для каж- 
дого х, принадлежащего множеству П области 
определения /, имеет место равенство /(х)- 
-(х- хі)Л(х). Если, помимо этого, корнями / 
являются числа Хо, хз, ..., Хх» то существует 
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целая рациональная функция /, степени п — г(г < п) 
такая, что для всех хер имеет место равенство 
Го) = (х ха)... (х — х,) Л. (х). 

Число х; называется корнем кратности К, 
(или корнем К;-го порядка), если существует целая 
рациональная функция Л, такая, что 


10) -(х-х)9/,6) и, (х) #0. 


Учитывая кратность корней, целую рациональ- 
ную функцию / степени п можно представить 
в виде 


Го) = (х – х) (х – ха... (х – х.) а(х), 


5 
где У К, =", д(х) — целая рациональная функция 
ізі 


(2.25) 


степени п- ғ. Из выражения (2.25) следует: целая 
рациональная функция степени п имеет не более п 
различных корней; если число корней равно п, 
то она может быть представлена в виде произве- 
дения п линейных множителей и одного множителя 
нулевой степени. Число корней (с учетом их крат- 
ности) является четным или нечетным в зависи- 
мости от того, является ли степень функции / чет- 
ной или нечетной; если степень целой рацио- 
нальной функции с действительными коэффициен- 
тами нечетна, то функция имеет по крайней мере 
один действительный корень. 


Примеры. 1) /(х) = х* — х? — 5х2 — х — 6 имеет корни 
Хүз--2 и х, = 3. Других действительных корней нет. 
Поэтому для этой функции сушествует представление 
Р(х) = (х + 2) (х – 3) (х2 + 1). 

2) у(х) = х5 – х? — 11х65 + 11х5 + 30х% — 583 — 12х? + 
+ 88х — 48 имеет корень х; = | кратности 2, корень х, = 3 
(однократный) и корень хз = —2 кратности 3. Отсюда полу- 
чаем разложение 


Ах) = (х — 12(х — 3)(х + 2)3 (х? — 2х + 2). 


Корни и графики функций. Каждому корню функ- 
ции / однозначно соответствует точка пересечения 
(или точка касания, если порядок корня равен 
четному числу) графика функции с осью абсцисс. 
В точке, соответствующей однократному корню, 
график имеет наклон, отличный от нуля; в точке, 
соответствующей многократному корню, наклон 
равен нулю, т. е. касательная к графику в точ- 
ках, соответствующих многократным корням, 
совпадает с осью абсцисс. 

Вычисление корней. Вычисление корней целых 
рациональных функций сводится к решению 


алгебраических уравнений У а„-кх“=0 (см. 2.4.2.3). 
к= 0 


2.5.1.1.4. Поведение целых рациональ- 
ных функций на бесконечности. Пове- 
дение целой рациональной функции / степени и 
на бесконечности зависит: 

1) от знака коэффициента ао при х"; 

2) от четности или нечетности и. 





Из того, что целые рациональные функции 
непрерывны во всей своей области определения, 
следует, что любая целая рациональная функция 
четной степени всегда ограничена либо сверху, либо 
снизу, а целая рациональная функция нечетной 
степени не ограничена ни сверху, ни снизу. 

2.5.1.1.5. Частные случаи. Линейные функ- 
ции — это целые рациональные функции первой 
степени: /(х) = аох + ау, ао + 0. Они монотонно 
возрастают при ао > 0 и монотонно убывают при 
ао < 0. Графиками линейных функций являются 
прямые, которые пересекают координатные оси в 
точках А(—а1/ао, 0) и В (0, а) (см. 1.2.1.1). 

Квадратичные функции — это целые рациональ- 
ные функции второй степени: /(х) = аох? + ах + 
+ аҙ, ао = 0. Преобразуя, получим 


/бд = ао + х + “). 


| 2 + [42 а? 
- х+ — ------|) 
40 2а, ( а 4ад 


Графиком квадратичной функции является пара- 
ац а ) 
---, а - ——), которая 
2а0 440 

своими ветвями направлена в сторону положи- 
тельных (ао > 0) или отрицательных (ао < 0) 
ординат (см. 1.2.1.1). 

Степенные функции (с положительным показа- 
телем степени) - это целые рациональные функции 
Р(х) = х" (пе №. Графики этих функций симметрич- 
ны относительно оси ординат при четном п и 
центрально симметричны относительно начала 
координат при нечетном п; они называются 
параболами п-го порядка (см. 1.2.1.1). 

2.5.1.2. Дробно-рациональные функции. 

2.5.1.2.1. Определение дробно-рацио- 
нальной функции. Функция / называется 
рациональной функцией, если она представима в 
виде отношения двух целых рациональных функ- 
ций Р(х) и О(х), т.е. в виде 


бола с вершиной с(- 





у= (х) = 


где ао # 0, Бо # 0, п, тє М (или т, п = 0). При т = 0 
это целая рациональная функция. При т> 0 
функция / называется дробно-рациональной функ- 
цией. 


Примечание. Выражение (2.26) называется канони- 
ческой формой представления дробно-рациональной функ- 
ции ў, если функции Р(х) и О(х) не имеют общих корней. 
Если Р(х) и О(х) имеют общие корни хи, ..., хь, то 


ло = Р(х) _ (х= х,).. (х — ха.) РА, (х) 


Б 0 (5) (х= ха)... (х= ж0, (х) 


где целые рациональные функции Р, (х) и О, (х) не имеют 
общих корней. Следовательно, их отношение Д (х) = 
= Р,(х)/ О, (х) является канонической формой представ- 
Р(х) 
О(х) 
цию / значения которой совпадают со значениями / во всей 
области определения /,, исключая точки х, (} = 1, 2, ..., К), в 
которых функция / не определена. Расширяя область опреде- 





ления функции /,. Выражение /(х) = описывает функ- 
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ления функция /, получим функцию /; такую, что 
Ло), если х ж х, 


Љ(х) = 
Іші /(х), если х = х и предел конечен 


Мы (/ = 1, 2, ..., К). 
Функция /, совпадает с функцией Л. 
Примеры. 
х“ ~ 2х + 3 


1) / (х) = 


(канонический вид). 


2 
х-ү5 





2) /,(х) = 7 2. (канонический вид). 
_ 2-6 __ 2(х-3) 
3л0)- 3х? -6х-9 3(х-3)/х-1) 


Дробно-рациональная функция /(х) = Р(х)/О(х) 
называется правильной дробно-рациональной функ- 
цией, если степень многочлена 0 (х) больше, чем 
степень многочлена Р(х) (примеры 2) и 3), и 
неправильной в противном случае (пример 1)). 
Последнюю, разделив числитель на знаменатель 
(см. 2.4.1.3), можно разложить на сумму, состоящую 
из целой рациональной функции и правильной 
дробно-рациональной функции. 


Пример. ро) = 3 24 +3 = 3х – 1 =. 
х-і -1 

2.5.1.2.2. Нули и полюсы дробно-ра- 
циональных функций. Действительное чис- 
ло х; называется нулем или корнем рациональной 
функции /(х) = Р(х)/0 (х), представленной в канони- 
ческой форме, если Р(х)) = 0, а О(х)) * 0. Если при 
этом х, является корнем кратности г многочлена 
Р(х), то х, называется корнем кратности г функ- 
‚ ции /(х). Таким образом, нахождение корней 
рациональных функций сводится к нахождению 
корней целых рациональных функций. 

Действительное число х, называется полюсом 
дробно-рациональной функции /(х) = Р(х)/О (х), 
представленной в канонической форме, если 
О(х) =0, а Р(х) 0. Если при этом х; является 
корнем кратности г многочлена 0 (х), то х, назы- 
вается полюсом порядка г. 


х? — 1 
Пример. Пра а-а-а гүү 
р р. Правильная функция /(х) к-р 
имеет два однократных корня х; = | и х = -1, полюсы 


хз = 3 (полюс 1-го порядка) и ха = -2 (полюс 2-го по- 
рядка). 


В окрестности полюса х, значение функции 


растет неограниченно, т.е. Шт Ме )| + о; 
х-»х 
прямая х = х, является асимптотой графика зтой 


функции. 

О поведении дробно-рациональной функции 
в окрестности полюса х, можно сделать въвод по 
знакам значений /(х; + =) и /(х; - =), где = — доста- 
точно малое положительное число. 


Пример. х =4 является полюсом функции /(х) = 


х-1 
“224. при малом є»0 
4-6-1 3-6 
Дж +=) = (4 + =—44+8 ае > > 0, 
4—Е—1 3-6 
Јо: 8) = (4-6)-4(4-6) | 241459 





2.5.1.2.3. Поведение дробно-рацио- 
нальных функций на бесконечности. 
Если дробно-рациональная функция / задана в 
виде 


> а,-үх" 
ДО) = 4 
Ўт 


где ао 50 и Ьо #0, то для всех х #0 











где іт и(х) = ао и іт о(х) = Бо. Таким 
х— + о х- + 00 
образом, получаем: 
а) Прит-п 
х"и(х) _ и(х). 
хто(х) (х) 
следовательно, 
іт /()- ша “924 
хэ + ою х- + оо р(х) Бо 


т. е прямая у = ао/Бо является асимптотой гра- 


фика функции /. 
6) Прип<т 


х" и (х) 
х" р(х) 
следовательно, 


па (х) = Шт 


х — + со 








т. е. асимптотой является ось абсцисс. 
в) Прип>т 


х"и(х) _ х" "и(х) 


х"о(х)  о(х) 


Поведение функции на бесконечности зависит от 
знака дроби аб и от того, четно или нечетно 
число п- т. Для всех трех случаев, обозначив 
ао/Бо = с, получаем следующую таблицу: 





п- п- 
четно нечетно 


“Бэр 


2.5.1.2.4. Степенные дробно-рацио- 
нальные функции. Простейшими дробно- 
рациональными функциями являются степенные 
функции с целым отрицательным показателем 
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степени: 
х) = х", п--і, -2, —3,... 


Если п нечетно, то (—х)" = - (х"), т.е. эти 
функции являются нечетными; графики их пред- 
ставляют собой кривые типа гиперболы, центрально 
симметричные относительно начала координат. 
Асимптотами этих графиков являются коорди- 
натные оси. В точкех = Озти функции не определены. 
Степенные функции с четным (отрицательным) 
показателем степени являются четными функциями, 
т. е. (—х)" = х". Их графики симметричны относи- 
тельно оси ординат. Асимптотами этих графиков 
являются ось абсцисс и ось ординат (положитель- 
ное направление). В точке х = 0 эти функции не 
определены. 

Если в выражении (2.26) т = 1, п< 1, то полу- 
чается дробно-линейная функция 

ло = аох + ај до + а Бо — аор! 
Бух + Ь, Бо | (х + Ь, /Бо) 


где Бо #0 и а, Бо — аб, # 0. Функция / имеет ко- 
рень х, = --а1/4 (если ао # 0) и полюс х, = – Б, /Бо. 
При х-› + оо значения функции стремятся к 
ао/Бо. Графиком функции / является равносторонняя 
гипербола, ветви которой расположены симметрич- 
бі а 
но относительно точки М [| — —, ---|. (Графики 
( Бо 9 

дробно-рациональных функций см. в 1.2.1.2.) 
2.5.1.2.5. Разложение дробно-рацио- 
нальных функций на элементарные 
дроби. Для интегрирования рациональных 
функций в общем случае необходимо разложить 
их на сумму простейших рациональных дробей. 

Если 


5 
з 
1 
= 
~ 
ж 





-0 
х 

Ма а МА а 
о 


~ 
1 
о 


~ 


с- 
Е) 
1 
~ 
>< 
~ 


где Р(х) и О(х) не имеют общих корней, п< т 
и Бо = 1, то /(х) единственным образом представ- 
ляется в виде 


А А Ајк 
Трој = 5 т + је – к и тұла + 
Аз А; Азк, 
(х- х;) + (х- х)? (Х- х)8 + 
.. та . Р тауы 
(х- х,) А (асв И 
Въ + Сих Во + Сох , 
(х2 + рах + 41) (х? + рах + 41) 
соз Ву, + Сх Ву, + Сулх 
(х2 + рх + 41)! (х2 + рәх + 42) 
Во» + Сззх Ву, + Си,х 


(х? + рх + 4)? (х2 + рх + 42)? 


Вы + С, х В + Суох 
(х2 + рх + а) _— (х2 +р,х + а): 
В, + Сых 


О НИ 227 
(х? + рх + 4,)"" (2.27) 


где К, |, г, 5 — натуральные числа; Ад, В С, 


4» р; — действительные числа; х; — корни функции 
2 


О(х); кроме того, 5—4 <0 (2-1, 2, ..., г) 


Слагаемые в выражении (2.27) называются элемен- 
тарными (простейшими) дробями. 

Частные случаи. 

1) Если уравнение 0 (х) = 0 имеет только одно- 
кратные действительные корни, например Ху, 





Хо, ..., Хь, ТО (2.27) имеет вид 
Р(х А А А, 
(х) РО 4а ,. 4... 4. 
О(х х-х, х-х, Х — Ха 


2) Если уравнение 0 (х) = 0 имеет действи- 
тельные, но не обязательно однократные корни, 
например х; - корень кратности К, то (2.27) имеет 
ВИД 





- у Ам, у Аф уса 
(х – хі) (х- х) 00 | (х-х)” 
је1 1-1 ілі 


3) Если уравнение О (х) = 0 имеет также и комп- 
лексные, но только однократные корни, то (2.27) 


имеет вид 
к | 


Ш Р (х) Ш 4) В, + Сух 
Јо) = О (х) - ) 2: Ут 


ј=1 ј=1 





Методы разложения на элементар- 
ные дроби. Сначала функция приводится к 
каноническому виду (см. (2.26)); в случае непра- 
вильной дробно-рациональной функции выделяется 
целая рациональная часть и значение коэффи- 
циента при члене с наибольшим показателем сте- 
пени в многочлене, находящемся в знаменателе 
оставшейся правильной дробно-рациональной 
функции, приводится к 1. Далее, для разложения 
на элементарные дроби требуется, чтобы было 
известно множество решений уравнения 0 (х) = 0, 
т. е. представление О (х) в виде произведения 
(см. (2.24)). Для определения коэффициентов при 
разложении на элементарные дроби существуют 
различные методы; поясним некоторые из них на 
примерах. 


Метод неопределенных коэффициентов. 


Пример 1 

у= РӘ) с х. х 
л О(х) 2х2-4х+2 х -2541 (х- 1? 
Запишем 


ох 4 4 > 
(х= 1)? х-1 (х-1)2 
Умножая обе части на (х — 1), получим х = Ах + (А; – А)). 


Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, 
получим А, = і и А; — А, = 0; следовательно, 


јој = = + (х1) 


Пример 2. 


2х% + 2х2 — 5х + 1 
Л) = 00 их и 


2х4 + 2х? — 5х +1 
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Запишем 
А, В, “Сх В, + С,х 
70) = хо хи (Х + х + 1) 


Умножим обе части на х(х? + х + 1): 
2х4 + 2х? — 5х + 1 = 

= А, (х + х + 1) + (В. + С1х)(х + х + 1)х + (В; + Сух) х. 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенах х в 
левой и правой частях, получим 

А, + С, = 2, 24, +В, + С. -0, 

ЗА, +В, ЕС, + С; = 2, 2А, + В, + В, = —5, А, = 1. 
Отсюда А, + С, = С, =1, В, = -Зи В, = —4. Таким об- 
разом, 


јод = - + —3+х —4+х 
х Хх (хх + 52 


Метод подстановки численных значений. 
Пример 3. 


Р(х) хікх-і1 х+х- 1 


Ло) = 00) х3ї-х?-2х х(х41(5-2) 


А А 
2 + 3. Полагая последо- 
х+ 1 х-2 





Запишем /(х) < а + 


вательно для х значения 1, -2 и 3, получим систему 
1 1 1 1 
– 5 = 41+ 542 – 43, -д#- А 42-- А» 
1 1 
12534! +4 42 + Аз. 
Решение этой системы: А, = 1/2, А, = - 1/3, Аҙ = 5/6. 
Таким образом, получаем разложение 
1 1 5 
П) 50-3(:01)76(5-2) 
Метод предельных значений. 
Пример 4. 
О) = 3х4 — 9х3 + 4х? — 34х + 1 Ш 
х5-1555-1052-60х-172 | 
3х4 — 9х3 + 4х? — 34х + 1 
(х – 2)? (х + 3)? | 


Запишем 
Ај А Аіз Аз} Аҙ 
Л = + съв б 3 028 


Таблица к п. 2.5.1.3. 


Јох) + 


Умножив (2.28) на (х — 2)?, получим 
3х4 — 9х3 + 4х2 — 34х + 1 - 
(х + 3): и 


А+ - 2 (а + (х – 2) А,, + 


нози ( вяз) 


Устремив х в обеих частях к 2, получим Аз = —3. Умножив 
(2.28) на (х + 3)? и устремив затем х к — 3, получим Аҙ; = - 5. 
Простое преобразование выражения (2.28) дает в результате 


За ___5__ А, 

(х- 2) (х+3: (х-2(х-3) | 
__Апо, Яғ 4 Ал 
025+ (022) * +3. 


Хх -- 
Аналогичным образом (т. е. умножая (2.29) на (х — 2): или 
на (х + 3) и устремляя х к 2 или к -3) получаем 4; = 0, 











(2.29) 








3х —1 
=2. П . т 
Аз реобразуя (2.29) в равенство (12-26 33) 
- = = <-> получим, что Ај, = 1. Таким образом, 


приходим к разложению 
1 -3 2 -5 
Г) = ОЕ 


Примечание 1. Для случая, рассмотренного в при- 
мере 1, т. е. для разложения /(х) вида 








Ро) _ А 4, А, 
0() х-х, х-х: 7 х-— ха 
по вышеописанному методу предельных значений имеем 
А Р(х) 
А; = Їл (х-х)---- (/ = 1, 2, ..., т) 
х-»Х, ”0() 


С другой стороны, 


209 _ т 


х 


0(9-0() _ 


хх О(х) # 0, 


Іт 
х-хуХ7Х) хх, 
и, значит, разложение на элементарные дроби оконча- 
тельно может быть записано так: 








Примечание 2. Для случая, рассмотренного в при- 
мере 4, неопределенные коэффициенты можно искать по 


п = 2т – 1; ТЕМ 


Степенная функция 


Иррациональная функция 


х для 


Область значений / 


Точки перегиба 


Поведение функции на интервалах 
монотонности 


-ү-х для - о <х <0 


монотонно возрастаст 





го) = - Их 


0<х<-о 


о) = Их 


О<х< +оо 
О<х< +оо 


монотонно 
возрастает 


монотонно 
убътвает 
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формулам 
Аіз- Шт [(х- 2)°/(х)], Аз- т іт (х- 2)°/(х)Т,, 
х-2 "х-»2 
Ал = эр іш бе 276, Ав = Пт [04 394), 
“х-2 х--3 


Аз = тр Ша [0+ 30/0). 
у 3 


х-- 


2.5.1.3. Иррациональные алгебраические функ- 
ции. Простые иррациональные алгебраические функ- 
ции, называемые также степенными функциями 
с дробными показателями степени вида 1/п, где п — 
натуральное число, являются обратными к степен- 
ным функциям с натуральными показателями 
степени. В случае четного показателя степени 
существуют две обратные функции; для нечет- 
ного показателя — одна обратная функция. 

Графики иррациональных функций см. в 
1.2.1.3; свойства приведены в таблице на стр. 173. 


2.5.2. ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ 


Неалгебраические функции называются транс- 
цендентными (см. 2.5.1). К наиболее важным 
трансцендентным функциям относятся тригоно- 
метрические функции, показательные функции, 
гиперболические функции, а также функции, об- 
ратные к ним. 

2.5.2.1. Тригонометрические функции и обрат- 
ные к ним. 

2.5.2.1.1.. Определение тригономет- 
рических функций. Пусть круг радиуса ғ с 
центром в начале (прямоугольной декартовой) 
системы координат 
пересекает положи- 
тельную ось абсцисс 
в точке 5 (рис. 2.7). 
Движуцалса по ок- 
ружности точка Р с 
координатами 6, 1| 
определяет угол 5ОР, 
величину которого (в 
радианах или в гра- 
дусах — см. 2.6.3) обо- 
значим через х. При 
этом х положительно, 
если точка Р, начиная 
движение из точки 5, пробегает окружность в 
направлении против часовой стрелки (положи- 
тельном направлении). Тригонометрические кру- 
говме функции (функции угла) определяются 
следующими равенствами: 





Рис. 2.7 


синус: (х) = п х = л, 


косинус: (х) = сов х = 


тангенс: (х) = ї6х = 


котангенс: /(х) = сір х 


| 
З м“ 


секанс: }(х) = зесх = —; 


косеканс: ((х)- созесх = 


2 | 


Область определения тригонометрических функ- 
ций состоит из множества действительных чисел х, 
за исключением значений, обращающих в нуль 
знаменатель. 


Примечания 1) Косинус (лат. «сотріетепі 
811485» — дополнительный к синусу) является синусом 
дополнительного угла, и, наоборот, синус является коси- 
нусом дополнительного угла; соответственно также тангенс и 
котангенс или секанс и косеканс находятся друг с другом 
в отношении функция — кофункция, т.е. имеют место 
равенства (х — в радианах) 


С08 Х = 51 л х $1 = с0$ т х 
= 5 , 5іп х = со 2 , 
с[2 х = ї Хо рх = сї к, 
8 -- Е 2 э в — в 2 , 
т т 
соввох = (5х) с = сок (5 -х) 


2) Благодаря простым соотношениям зесх = 1/с05х и 
соѕес х = 1/біпх функции секанс и косеканс используются 
на практике сравнительно редко (в основном в астрономии). 
В связи с этим подробные сведения о свойствах этих функ- 
ций здесь приводиться не будут. 

3) Если в определении круговых функций специально 
выбрать ғ = і, то значения тригонометрических функций 
могут быть определены (при 0 < х < л/2) как длины следую- 
щих отрезков (см. рис. 2.7): ѕіп х соответствует РГ; со5х 
соответствует ОГ; їр х соответствует Р”5, сір х соответст- 
вует 5Р”. 

Периодичность тригонометриче- 
ских функции. Так как положения движушейся 
по окружности точки, соответствуюшие двум 
углам, величины которых отличаются на число, 
кратное 2, совпадают, то значения всех триго- 
нометрических функций периодически повторяют- 
ся, т. е. имеют место равенства біп х = ѕіп (х + 2Кл), 
сов х = соѕ(х + 2Кл), а для тангенса и котангенса 
даже і5х-ір(х + Кл) и сірх = ср (х + Кл), при 
этом К=0, +1, +2,... 

Соотношения в прямоугольном 
треугольнике. Для значений аргумента х между 
0 и 1/2, рассматриваемого в качестве угда прямо- 
угольного треугольника, имеем следующ СООТ- 
ношения для тригонометрических функций: 


. а Ь а 
их = —, С05Х = —, {8х = —, 
с с Ь 
Ь с с 
Чех = —, 5зесх = —, созесх = —-, 
а Ь а 


где (рис. 28) а — длина противолежашего катета, 


Б — длина прилежашего 
катета, с — длина гипо- 
тенузы. 
Графики тригономет- С 4 


рических функций см. в 

1.2.2.1, таблицы значений 

функций - в 1.1.1.10. 5 
Вспомогательные ме- 


тоды для нахождения Рис. 2.8 


значений, которые не 
могут быть непосредственно определены из таб- 
лиц. 

2.5.2.1.2. Свойства тригонометрических 
функций. 

1) Значения тригонометрических функций для 
аргументов, значения которых лежат между 


п/2 и 2л, сводятся к значениям функций от аргу- 
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И(х) = япх 


Область определения 


д 
| НЫ 


Полюсы 


Т(х) = созх 





- о<х< + о 
хэт 
– о < (х) < + о — о < (х) < + о 
Т Еп 


х = Кл 


2 


дната Г ооо оо 





Л 
х = + Кт 


2 


Экстремумы в точках 








Четность функции нечетная четная нечетная нечетная 


к= 0, +1, +2, ... 


ментов, лежащих между 0 и 1/2, при помощи сле- 
дующих формул приведения: 


д 
біп (5 + х) = СОЅ Х, 


біп(л + х) = + біп х, 


. 3 
(я + 4) = — СО8 Х, 


д . 
ШЕ + х) = — біп х, соз(л + х) = — сов х, 


3 
а(х) = + (6х. 


2) Значение тригонометрической функции / от 
отрицательного аргумента может быть выражено 
через значение соответствуюшей функции от поло- 
жительного аргумента при помоши соотношений 
А-х) = (х) для косинуса и /(-х)--/(х) для 
синуса, тангенса и котангенса. 

3) Для определения значений тригонометри- 
ческих функций при значении аргумента |х|>2л 
нужно учитывать периодичность тригонометри- 
ческих функций (см. 2.5.2.1.1). 


4) Значение любой тригонометрической функ- 
ции для значений аргумента между л/4 и п/2 может 
быть сведено к значению дополнительной функ- 
ции для дополнительного угла. Это используется 
в таблицах тригонометрических функций. 

5) При выполнении различных действий с три- 
гонометрическими функциями полезно знать зна- 
чения функций для некоторых углов и знаки 
значений функций в четырех квадрантах: 


Радианы 


Градусы 


КЕЕ “| 


т 
0<х<- 


"< < 
= <х<л 
2 


л<х< а 
2 


3 
27<х<2л 
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2.5.2.1.3. Соотношения между триго- 
нометрическими функциями. 

Связь между функциями с одинаковым значе- 
нием аргумента *). 


5112 х + соѕ2 х =1, 





біп х 
(2 х = ‚ вх. сх = 1, 
сов х 


ѕес2 х — ір2 х -1, сірх- 





вх. 
, их. созесх = 1, 
х 


созес? х — сш? х = 1, созх.зесх = 1. 


Теоремы сложения для 


аргументов *). 


суммы и разности 


біп (х + у) = чт х сову + соѕ хіп у, 


соѕ (х + у) = соѕ хсозу біп х біп у, 


рх+ шу 
ір (х + у) ЗГ хї үй 

+ рхру 

ср хе! + | 


сву + арх ' 

ѕіп (х + у + г) = біп х соз у сов 2 + сов х біп у сов 2 + 
+ соѕ х соѕ у іп 2 — біп х іп у 510 г, 

соѕ (х + у + 2) = сов х сов у сов 2 — біп х іп у с0$ 2 — 


— ѕіп х соѕ у ѕіп 2 — с05 х Біп уз г. 


Теоремы сложенил для кратных аргументов. 


. . 218 х 
зи 2х = 2511 хсо8х = В 
1+ (0х 
| — 122 х 
со 2х = 605? х — ѕіп2 х = В, 
14418 х 


біп Зх = 3 ѕіп х — 4 3 х, 


сов 3х = 4 с053 х — 3 сов х, 
біп 4х = 8 соѕ? хзшх — 4 со х $1 х, 


сов 4х = 8с054 х — 8 сов2 х + 1, 


218 х 2 
1 — рх Чех — [2 х 
(22 х – 1 ех-і 
се Во ОВХ ВХ 
2 ср х 2 
3 сх — Зсі 
1 — 312 х Зе х- 1 
412 х — 4123 
ар 
1 — 616“ х + їр" х 
шиш х — 6сір? 1 
сір 4х = 8 х ср х + 


4с167х-4сї х 


Для больших значений п выражения для сіп их 
и созпх получают, пользуясь формулой Муавра 
для комплексных чисел (см. 3.42): 
сов пх + і ѕіп их = (соѕ х + і ѕіп х)" = 
п 
= У Ск соз" “хаш х. 
к= 0 





*) Следует заметить, что правые части приводимых 
формул могут быть неэквивалентны левым частям при неко- 
торых значениях аргумента. 


Приравнивая действительные и мнимые части, по- 
лучаем 


соѕ пх = соѕ" х — С? со”? хѕіп? х + 


+ Сё сов" 4 х ѕіп х — Сб соз" 6 хіп х + ..., 


п 1 


ѕіп их = С. сов" | хзшх — 


3 


— СЗ со 3 хѕіп? х + СО соз" 5хвіпӘх-... 


Для функций половинного аргумента имеют 
место следуюшие соотношения (знак + или - 
выбирается в соответствии с тем, в какой четверти 
(квадранте) находится угол - аргумент х/2): 


біп х + 1 — соѕ х 
Ї “А ААУ 
2 — 2 





























| — соѕ х 511 х 1 — совх 
(2 — = + = Е 
1 + соѕ х | + сов х $10 Х 
+ 1 + совх 
сов — = 5 
2 — 2 
х 1+ соѕ х біп Х 1 + соѕ х 
сір — + = —————_— = = 
2 1 — совх 1 — соѕ х 5 Х 
Теоремы сложения для суммы и разности 
функций. 
. . . + х- 
зшх + зшу = 291 У СО8 У 
2 2 
. . х + „х- 
ѕіп х — зу = 2с05 У біп У. 
2 2 
х + х- 
соѕ х + созу = 2 соѕ У СО5 У 
2 2 
„ох . - 
соѕ х — С05 у = — 2 п $11 55 
. (п Л 
совх + зшх = Из х) = ЈЕ + х), 
ап (х + 
ху = ( Еу) 
с08 х сов у 
ѕіп (х + 
сох + СО у-94Ж4---тг-- ( Е» 
біп хзш у 
с08(Х- 
ех + сівбу = соз(х – у) 
сов х чп у 
соз(х + 
сех — Шу = соз(х + у) 
зш х соз у 


Произведенил тригонометрических функций. 
ѕіп (х + у) яп (х — у) = сов? у — сов? х, 


сов (х + у) соѕ (х — у) = сов? у- ѕіп? х, 


. В 1 
біп хзш у = > (сов(х- у) – соз(х + у)], 
1 
сов х сову = > [соз (х — у) + соз(х + у)], 
. 1.2. . 
біп х созу = > |зіп(х- у) + за (х + у)], 


. 1. . 
соѕ хвіпу = > [5іп (х + у) — зщ (х — У) |, 
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2200202, 16. 
Яп х ѕіп увіп2 -- [$11 (х фу - 2) + 
+ зтју + 2 — х) + Чп (2 +х — у) -зш(х+у+ 2)], 
1р. 
зіп х сов у с05 2 = - 8 (х + у – 2) – 
— ѕіп (у +2 — х) + зп (2 + х – у) + пп (х + у + 2)], 
. | 
зіп х зіп усоѕ2 ---|- сов(х фу — 2) + 
+ соѕ (у + 2 — х) + соз (2 + х – у) – сов(х + у + 2), 
1 
соз х сов у С052 = — [60$ (х +у- 2) + 


+ сов (у + 2 — х) + с0$ (2 + х — у) + соѕ(х + у + 2)], 


ех + ву {2х — у 
вхру = ат — 5—2, 
сів х + сів у сір х — сів у 
сех + сіг у сів х — сіру 
срхсгу---------- ------- 
ех + гу {8х — Фу 
(2х + су (2х— сів у 
ір хсір у -----------------. 
Чех + Фу Чех — {у 
Соотношения между квадратами тригоно- 


метрических функций с одинаковым значением аргу- 
мента. 





Степени тригонометрических функций. 


вт? х = > (1! - сов 2х), 
2 1 
сове х = > (1 + сов 2х), 
23 1... В 
8? х = 4 біп х — біп Зх), 
3 1 
со х == (3 сов х + сов 3х), 
. 4 1 
510“ Х = 3 (905 4х — 4соѕ 2х + 3), 
1 
со54 х = (сов 4х + 4 соз 2х + 3). 


Для вычисления 511" х и сов" х при больших нату- 
ральных показателях степени п можно исполь30- 
вать- формулы для зп пих и созпх (см. выше). 
2.5.2.1.4. Синусоидальная функция 
общего вида /(х) = Аз (ох + ф). Многие про- 
цессы в природе и технике имеют колебательный 


характер, что в математической форме запис „вается 
в виде функции /(х) = А ѕіп (ох + Ф) (где А, о, ф- 
действительные числа и А # 0, о # 0). Если сравнить 
график функции /(х) = А ѕіп (ох + 0) = Азто(х + 
+ 9/0) с графиком функции у = ѕіп х, то видно, 
что параметр А вызывает сжатие (| 4! < 1) или 
растяжение (| А | > 1) графика вдоль оси ординат; 
если А < 0, то график будет к тому же зеркально 
отражен относительно оси абсцисс; параметр о 
изменяет (наименьший) период колебаний, период 
становится равным 2л/| о |; слагаемое ф вызывает 
смещение графика функции вдоль оси абсцисс на 
| ф/о [ единиц (см. 1.2.2.1 и рис. 1.22). 


Пример. График функции /(х) = — 2 5іп(2х + п/4) по 
сравнению с графиком функции д (х) = ѕіп х зеркально отра- 
жен и сжат в два раза относительно оси абсцисс, растя- 
нут в два раза вдоль оси ординат и сдвинут на 1/8 в 
отрицательном направлении оси абсцисс. Наименьший пе- 
риод функции / равен т. 


Физическая интерпретация функ- 
ции /(х) = А зп (ох + о). Если выбрать в качестве 
независимого переменного время г, то получим 
Ло) = А чп (оѓ + Фф). Здесь Фф — это смещение по 
фазе, или «начальная фаза», Т = 2л/о — «период 
колебаний», у = 1/Т= о/2л) — «частота колеба- 
ний», © = 21/Т = Хлу — круговая, или циклическая, 
частота (число колебаний за 2л секунд) и А- 


21-22 
созес2 х 


бозес х – | 


соѕес2 х 


1 
созес2 х — 1 


соѕес2 х — 1 


«амплитуда колебаний». Если А зависит от вре- 
мени по закону 4 = А() = е, где К> 0, то 
амплитуда постепенно уменьшается (затухающее 
колебание; см. 1.2.2.2). Если колебания наклады- 
ваются друг на друга, то результат определяется 
как сумма синусоидальных величин; если коле- 
бания имеют одинаковую частоту, то их сумма 


имеет ту же частоту: 
У А, ѕіп (оі + Фи) = Аз (ог + Ф). 
ксі 


При п = 2 имеют место следуюшие соотношения: 


ИЕ о) 
зоо А, ЧпФ, + А; біп 9 
АДИ А; соѕ Фф; + 4) сов Ф. ' 


Функцию / (1) = А зп (о + ф) можно также пред- 
ставить в виде (г) = азш оѓ + Б соѕ ог, причем 


А = Иа? + 52, а/А = сов ф. БА = віп о. 


2.5.2.1.5. Определение обратных три- 
гонометрических функций. Функции, 
обратные к тригонометрическим функциям, назы- 
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ваются обратными круговыми или обратными три- 
гонометрическими функциями. 
Пусть К — целое число. 


у = $іп х 
Функции, у = с08 х 
обратные , 
к функциям у= рх 

у = сів х 


ка ж+1 
2062 " 


рассматриваемым | (Кт, (К + 1) х] 
на каждом из 2% -1 2% + 1 , 
промежутков п -----л 
2 2 

(кл, (К + 1) я) 

арксинусом *), 

арккосинусом, 

называются 


‚| арктангенсом, 
арккотангенсом 
у = Агсвіп х, 
у = Агссов х, 
и обозначаются 
у = Агсір х, 
у = Агссір х. 


Наиболее часто применяются обратные триго- 
нометрические функции, которые получаются, 
если положить в вышеприведенных интервалах 
К = 0 (так называемые главные значения; они обо- 
значаются соответственно агсѕіп х, агссоѕ х, агсір х, 
агсс!2 х). 

Примеры. агсзт 0 = 0, агссов (1/2) = л/3, агсї І = л/4, 


агссір уз = п/6. 


2.5.2.16. Свойства обратных триго- 
нометрических функций. 


Область определения 


Область значений 


Монотонность 
Точки перегиба 


іш 2709, , іт о! (х) 


х > 


у = агсѕіп х 


монотонно 
возрастает 


Графики обратных тригонометрических функций 
см. в 1.2.2.1. Таблицы значений обратных три- 
гонометрических функций см. в 1.1.1.9 и 1.1.1.10. 


*) Агсиз — дуга; запись у = Агсвіп х означает, что у есть 
величина такого угла в радианах, синус которого равен х 
(лат.: агсив сшиз 505 х есі). 


монотонно 
убывает 





2.5.2.1.7. Соотношения между обрат- 


ными тригонометрическими функ- 
ЦИЯМИ. 
агсѕіп х = — агсвіп(-х)- 


-- агссов х = агсір 


т 
2 


агссоѕ х = л — агссоѕ (—х) = 


агсїй х = — агсіе (—х) = 


Л . 
= 5 - агссір х = агсѕіп ———— 


т 
= > -- агсѕіп х -агссір ------- 
агссір х = п — агссір(-х) = 


х 

И! — х2° 
х 

Ит- ха. 
х 

И! хі 
х 


п 
= — — агсір х = агссо$ 
2 И1 +х? 


Суммы и разности обратных тригонометри- 
ческих функций. 


агсвіп х + агсѕіп у = 
= агсѕіп(х|/1 — у? + ују1 х2) 
при ху < 0 или х? + у: < 1; 
= п — агсзи (х ИЛ — у? + у 1 - х2) 
при х > 0, у> 0 их? +у2 > 1; 
= — п ~ агсѕіп (х ИТ — У? + у! х2) 
при х < 0, усби х2 + у: > 1; 
агсѕіп х — агсѕіп у = 
= агсвіп (х ү1-у - уу - х2) 
при ху = 0 или х? + у2 < 1; 
= п — агсѕіп (х ү1-у - уү1-х2) 
при х > 0, у<0 и х? + у2 > 1; 
= —п — агаш(х/1- у? -уү1-х2) 
при х <0, у> 0 и х? + у2 > 1; 





монотонно 
убывает 


монотонно 
возрастает 


агссов х + агссов у = 
= агссоз (ху — И: -х? И: — у?) при х+у>0; 


= 21 — агссоѕ (ху — И: -х? И: - у?) 
при х+у< 0; 
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агссоѕ х — агссоѕ у = 


= -агссоз (ху + И: -х? ул — у?) при х>у; 
= агссов (ху + ул - х ул — у?) при х < у; 
х+у 
агсір х + агс у = агср іс; при ху < 1; 
= п + агсір----при х > 0, ху > 1; 
| — ху 
х + 
= п + агар 277 при х<0, ху> 1; 
1- ху 
х--у 
агсір х — агсіру = ага ---- при ху > —1; 
| + ху 
Х -- 
= л + агар 27 при х> 0, ху<-іІ; 
1-х 
= —п + агсір - прих<0, ху<-і. 
| + х 
2.5.2.2. Показательная и логарифмическая 


функции. 

2.5.2.2.1. Определение показательной 
и логарифмической функций. Функция / 
называется показательной, если для каждого зна- 
чения х, принадлежащего области определения, 
имеет место равенство 

у= (х) = а, 
где а > 0 — действительное число, а # 1. 

Областью определения функции /(х) = а“ яв- 
ляется множество действительных чисел; так как 
а“ > 0 для всех х, то множеством значений функции 
является множество положительных действитель- 
ных чисел. При а> і функция является строго 
возрастающей, при 0 <а < 1 – строго убываю- 
щей. 

Так как ахах = ах! + х2, то каждая показатель- 
ная функция / удовлетворяет теореме сложения 
Дх) (хэ) = Дж + хо). Функция, обратная к пока- 
зательной функции у = а“, называется логарифми- 
ческой функцией и обозначается у = Іор,х. 

Существование логарифмической функции обе- 
спечивается строгой монотонностью показа- 
тельной функции на всей ее области определе- 
ния. Логарифмическая функция определена только 
для положительных значений аргумента. 

2.5.2.2.2. Частные случаи показатель- 
ных и логарифмических функций. Если 
умножить значения функции на действительное 
положительное число К, т. е. перейти к функции 
д (х) = Ка“, то в силу равенства Ка“ = а 988 это 
означает сдвиг графика функции / на 1о8,К единиц 
в положительном направлении вдоль оси абсцисс. 

Если в выражении /(х) = а“ в качестве а взять 


. 1 үл 
число е = Шт |1+—), трансцендентное число 
п-» оо п 


е = 2,718 281828 459 045..., то получим показатель- 
ную функцию /(х) = е, играющую важную роль в 
естественных науках. Значения функции е“ с любой 
точностью можно вычислить при помощи степен- 
ного ряда (см. 3.1.14.6): 


Применения функции/ (х) = е“. Процессы (органи- 
ческого) роста: 9(г) = дое“ (до — начальная величина, с- 
постоянная роста). 

Процессы распада: т(:) = те “(то — начальная вели- 
чина, А — постоянная распада). 

Затухающие колебания: 
2.5.2.1.4). : 

Теория ошибок: /(х)-е”“ (кривая Гаусса - функция 
ошибок). 

Функция, обратная к у = е“, обозначается у = шх. 


Так как 102, (Кх) --1ов,К + Іор,х, то график функ- 
ции 4 (х) = Іов, (Кх), где К > 0, получается из графика 
функции /(х) = 102.х сдвигом последнего на Торак 
единиц в положительном направлении оси ординат. 


Пд = е “сіп (ог + Ф) (см. 


2.5.2.2.3. Свойства показательной 
и логарифмической функций. 


Уа 


0<а<! 
-О<Х<-4о 


Область 
определения 


Область 
значений 


Монотонность монотонно 
возрастаюшая 
Нули 


Точки пересечения 
с осью ординат 


монотонно 
убываюшая 


а>і 


0<х<-о 
-о<у<-ко 
Монотонность монотонно 
возрастающая 


Точки пересечения 
с осью ординат 


Область 
определения 


Область 
значений 


монотонно 
убывающая 


не имеет 
смысла 


не имеет 
смысла 
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Графики показательных и логарифмических 
функций см. в 1.2.2.2. Таблицы значений показа- 
тельной и логарифмической функций см. в 1.1.1.10— 
1.1.1.12. 

2.5.2.3. Гиперболические функции и обратные 
к ним. 

2.5.2.3.1. Определение 
ских функций. 


гиперболиче- 


Синус гиперболический 


е-е 
У = $ х = 
2 
Тангенс гиперболический 
ех — ег * 
у=Шх= тр 
е +е 
Секанс гиперболический 
2 
у = ве] х = ————— 
е +е“ 


Косинус гиперболический 


сох е +е > 

ух 
Котангенс гиперболический 

е +е > 

у= сір х = СЕНГЕНІ 


Косеканс гиперболический 











іт (х) 


х-эсіо 

















Монотонность монотонно МОНОТОННО на (- оо, 0) 
возрастает монотонно возрастает МОНОТОННО 
убывает, убывает, 
на (0, + оо) на (0, + 00) 
монотонно монотонно 
возрастает убывает 


Четность функции нечетная четная нечетная нечетная 


Графики гиперболических функций см. в 1.2.2.3. 
Таблицы значений гиперболических функций 
см. в 1.1.1.10. 

2.5.2.3.3. Соотношения между гипер- 
болическими функциями. Приведенные 
ниже равенства аналогичны соотношениям между 
тригонометрическими функциями. 


Замечение. Равенства, в которых гиперболические 
функции / встречаются в форме Дх) или / (ах), могут быть 
получены по аналогии с выводом соотношений для соот- 
ветствующих тригонометрических функций, если формально 
заменить віпх на іѕһ х и соѕх на сћх, где 2 = —1 (см. 
также 3.4.1). 

Примеры. сова х + віп? х = 1 преобразуется в сћ? х + 
+ Й 52 хас х — 62 х = 1; зіп 2х = 2 зіп хсоѕх преобра- 
зуется в (51 2х = 2ізһ х сћ х, или зһ 2х = 2 5 х сћ х. 


Основные соотношения: 





561 х 

х = —— 
х сх’ 
сћх 

М х = ——— 
сах 61 х’ 
іһх 
һхх--- 
шин 68 х” 
її 
свећ х = = х 
сїї х 


съ? х — зћ2 х = 1, 
вс? х + 182 х = 1, 
сва х — свећа х = 1, 
ШхсШ х = 1. 
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Соотношения между квадратами гиперболических функций с одинаковым значением аргумента 







БЕЛЕ йн 


сћех—1 


ах $62х сћех— 1 
зћех + 1 сћ2х 
зћ2х + 1 сһ2х 

2 шетте ее а 


Теоремы сложения для суммы и разности аргу- 
ментов. 





з1 (х + у) = зи хесћу + сВ хай у, 
с (х + у) = схсһу + сП х ѕһ у, 


х + Шу 
(х + ш --------- 
(+0) | Кіһхіһу 

1 Есіһхсіһу 
(х + у) = 
аһ(х + у) ст х + сећу 


Теореми сложения для двойного и половинного 
аргументов. 


зћ2х = 25ћхсћх, 
сћ2х = $82 х + сћ2 х 


ах = 2х 
1+ 2 х 
2 
оћ2х = 198 х, 
201 х 


= /(сһ х – 1)/2 при х> 


Ей -И(һх-1У2 при х<0, 


сћ 2 = У(ећ х + 1/2, 


х 511 х сћх — 1 
ћ— --------:>-- 
2 ећх + 1 зћх 
аһ зћх _ сћх + 1 

2 сһх-і вх“ 


Сумма и разность гиперболических функций. 

















вх + ћу = 2 == 
х у= ден 7 2 2, 
х пу = 2 7 ар =>, 


51 (х + у) 


Шх + Шу = св хсну“ 


Ш2х 1 
1-112х ст? х — 1 
сс _ 1 
2 2 2102 
1 1 
2210 | — већ2 2122 
21 201 
х | —већех 





сөсһ2х 


| —већ2х 
5сһ2х 







| + езсћ2 х 


сѕсћ2 х 










сѕсһ2х + 1 


Формула Муавра. 
(сћх + 5ћ х)" = сћпх + зћ их. 


2.5.2.3.4. Определение обратных ги- 
перболических функций. Функции, обрат- 
ные к гиперболическим, называются также ареа- 
функцилми. Они определяются следуюшим 06- 


разом: 
ареасинус 


у = Агзћ х, если х = ѕһ у; 
ареакосинус %) 
у = Агсћ х, если х = сћу; 
ареатангенс 
у = АгШ х, если х-іру; 
ареакотангенс 


у = Ате ћ х, если х = “Пу. 


Явное выражение обратных гиперболических 
функций через логарифмические функции. Если 
приведенные в 2.5.2.3.1 функциональные уравнения 
разрешить относитељно х и затем формально 
поменять переменные местами, то получим 


у = Агзћх = ш(х + уха + 1), 


у = Агсһх = Іп (х — Их? – 1) 


(для х> | и -о0 <ух< 0), 


у = Агсћх = а(х + Их? – 1) 





(для х> | и0<у< +оо), 
ізх | | 
у= Аићх = |—-< ща ЕХ 
1-х 2 1-х 


(при |х| < 1), 
1 1 1 
у = Агсіћ х = Іп х + рлы 
х-1 2 
(при |х|> 1). 





*) Следует учесть, что у-сһх не во всей области 
определения — монотонная функция Следовательно, об- 
ратную функцию получают отдельно для каждого из двух 
промежутков монотонности 
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2.5.2.3.5. Свойства обратных гиперболических функций. 


-о<х<-о 1<х < +оо -|<х< +1 -о<х<-і 
+1<х< +оо 


Область значений - со <у< +оо 


ње _____|- ме | 
шин 









Область определения 















—оо <у< +00 - оо <у< +оо 
уж 0 










нет 































Поведение на бесконеч-| Пт Агѕһх = +оо ша _ Агсћх = + 00 іт Агсһх-0 
ности х Жо х “о 2 хэ +оо 
для Агећх = а(х + Их? – 1); 
Пт Агсһ х = — оо 
хе» +оо шан 
для Агсһ х = ш(х- Их? - 1) 





Четность функции ни четная, 


ни нечетная 


нечетная нечетная нечетная 


Графики ареафункций получаются из графи- зеркальным отражением относительно прямой 
ков соответствуюших гиперболических функций у + х (см. 1.2.2.3). 





2.5.2.3.6. Соотношения между обратными гиперболическими функциями. 


Агсіћ х 





Во втором столбце таблицы принято, что Агсһ х + Агсћ у = Агѕһ (ху + Ис? —1) (2-1), 
Атећ х = Іа (х + үх? - 1), 


и для х» 0 берется знак +, а для х <0 берется + ху 


+ 
Агіһ х + Апћ у = Агіћ ҮҮ 


знак —. 1 + ху 
Агсіһ х + Агсіһ у = Агсіһ ----. 
Агвһ х + АгзВ у = АгзВ (х У1+ у: + уу1+х>), ху 
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2.6. ГЕОМЕТРИЯ 


2.6.1. ПЛАНИМЕТРИЯ 


Треугольник. Сумма двух сторон в треугольни- 
ке (рис. 2.9) больше третьей стороны: Б + с> а. 
Сумма углов в треугольнике равна 180% а + 
+В + у = 180°. 

Треугольник определен, если задан какой-ни- 
будь из следуюших наборов его элементов: 1) три 





Рис. 2.9 


стороны; 2) две стороны и угол между ними; 
3) сторона и два прилежаших к ней угла. Если 
заданы две стороны и угол, противолежаший 
одной из сторон, то при помоши этих элементов 
можно построить либо два, либо один, либо ни 
одного треугольника (рис. 2.10); подробнее см. 
2.6.3.1.2. 

Медианой называется отрезок прямой, соединя- 
юший вершину треугольника с серединой проти- 
волежашей ей стороны. Медианы треугольника 
пересекаются в одной точке -- центре тяжести тре- 
угольника (рис. 2.11) — и делятся этой точкой в от- 
ношении 2: 1 (считая от вершины). Длина медианы, 
проведенной к стороне а, равна 


И2 (2 + с?) – а? 
ма 
(см. также 2.6.3.1.2). 


Биссектрисой треугольника называется лежа- 
щий в треугольнике отрезок прямой, которая 





Рис. 2.12 


Рис. 2.11 


делит его внутренний угол пополам. Биссектрисы 

треугольника пересекаются в одной точке, являю- 

шейся центром вписанной окружности (рис. 2.12); 

о радиусе вписанной окружности г см. 2.6.3.1.2. 

Длина биссектрисы угла а вычисляется по формуле 
(см. также 2.6.3.1.2) 


- үс ПБ + с)? — а?) | 


Б + с 


Центр описанной окружности 
находится в точке пересечения 
перпендикуларов, восставленных 
к сторонам треугольника в их 
серединах (рис. 2.13); о радиусе 
описанной окружности К см. 
2.6.3.1.2. 

Высотой треугольника называется отрезок пер- 
пендикулара, опущенного из вершины треуголь- 
ника на противоположную сторону. Высоты тре- 
угольника пересекаются в одной точке, называемой 


жа 
| 


Рис. 213 


его ортоцентром; о длинах высот ћ, һ, й, *) 
см. 2.6.3.1.2. 

Высота, медиана и биссектриса, опушенные на 
одну и ту же сторону, совпадают, если две другие 
стороны треугольника равны (равнобедренный тре- 


угольник). Совпадения двух из этих отрезков 
достаточно для того, чтобы треугольник был 
равнобедренным. 


Для равностороннего треугольника (а = Б = с) 
центры вписанной и описанной окружностей, центр 
тяжести и ортоцентр совпадают. 

Средней линией называется отрезок прямой, 
соединяющий середины двух сторон треугольни- 
ка; она параллельна третьей стороне и равна 
половине ее длины. 

Площадь треугольника: 


5 = Б} /2 = (ађ іп у)/2 = ғр = 


-авс(48) = Ур(р — а)(р – ђ) (р – с), 


где р = (а + Б + с)/2. 

Прямоугольный треугольник (рис. 2.14): с- 
гипотенуза, а и Б — катеты. Имеют место равен- 
ства: а? + Ь? = с? (теорема Пифа- 
гора), А? = тп, а? = тс, Б? = пс. 
Площадь: 5 = ађ/2 = (а? 18 В)/2 = 
= (с? іп 28)/4. 

Тригонометрические форму- 
лы, относящиеся к треугольнику, 
см. в 2.6.3.1.1. 

Треугольники (а также мно- 
гоугольники с одинаковым чис- 
лом сторон) подобны, если у них соответствен- 
ные углы равны и сходственные стороны пропор- 
циональны. Для подобия треугольников доста- 
точно выполнения одного из следующих условий: 
1) три стороны одного треугольника пропор- 
циональны трем сторонам другого; 2) два угла 
одного треугольника равны двум углам другого; 
3) две стороны одного треугольника пропорцио- 
нальны двум сторонам другого треугольника, а 
углы, заключенные между ними, равны. 

Площади подобных фигур пропорциональны 
квадратам соответствующих линейных элементов 
(сторон, высот, диагоналей и т. п.). 

Параллелограмм (рис. 2.15). Основные свойства: 
1) противоположные стороны равны; 2) противо- 
положные стороны парал- 
лельны; 3) диагонали в точ- 
ке пересечения делятся попо- 
лам; 4) противоположные 
углы равны. Наличие у че- 
тырехугольника одного из 
двух последних свойств или 
равенства и параллельности 
одной пары противоположных сторон вызывает 
как следствия все остальные свойства. 

Диагонали и стороны связаны соотношением 
42 + 43 = 2 (а? + Ь?). Площадь: $ = ай. 

Прямоугольник и квадрат. Параллелограмм яв- 
ляется прямоугольником (рис. 2.16), если: 1) все 
углы прямые или 2) диагонали равны (одно из 
этих свойств есть следствие другого). Площадь: 
5 = аб. 

9) һ означает высоту, опушенную на строку В тре- 
угольника. 





Рис. 2.14 





Рис. 2.15 
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Прямоугольник есть квадрат (рис. 2.17), если 
а = Б. Имеют место формулы 4=а у2%~ 1,414а; 
а = У2 4/2 ~ 0,7074. Площадь: 5 = а? = 42/2. 


22 47 


Рис. 2.17 Рис. 2.18 





Рис. 2.16 


Ромб. Параллелограмм является ромбом 
(рис. 2.18), если у него: 1) все стороны равны, или 
2) диагонали взаимно перпендикулярны, или 3) диа- 
гонали делят углы параллелограмма пополам (од- 
но из этих свойств влечет как следствия два осталь- 
ных). Площадь: 5 = ай = а? зп о = 4,4,/2. 

Трапеция — четырехугольник, у которого две 
стороны параллельны, а две другие не парал- 
лельны (рис. 2.19), а и Б – основания трапеции, 
ћ — высота, т- средняя линия (отрезок прямой, 
соединяюший середины непараллельных сторон): 
т = (а + Б)/2. Площадь: 8 = (а + Б) 1/2 = тй. Если 


а 





Рис. 2.19 Рис. 2.20 
4 = с, то говорят о равнобочной трапеции. В этом 
случае 


5 = (а — с сов у) с чп у = (Б + с сов ү) с сіп у. 


Четырехугольник (рис. 2.20). Сумма углов вся- 
кого выпуклого четырехугольника равна 360°; 
а? + 5? + с? + 4? = 4? + 42 + 4т?, где т- отрезок, 
соединяюший середины диагоналей. Плошады: 
5 = (414, біп 0)/2. 

В четырехугольник можно вписать окружность 
тогда и только тогда, когда а+с= Б +4 (опи- 


Элементы правильных многоуголыников. 


санный четырехугольник, рис. 2.21, а). Около че- 
тырехугольника можно описать окружность тогда 
и только тогда, когда а + у = В + $ = 180° (вписан- 
ный четырехугольник, рис. 2.21, 6). Для вписанного 





Рис. 2.21 


четырехугольника ас + Ба = 4,42. Площадь вписан- 
ного четырехугольника: 


5 = И(р— а(р—ђ)(р— о (р – 0), 
где 
р =(а+ђ + с + 4)/2. 


Многоугољник (рис. 2.22). Если число сторон 


равно п, то сумма внутренних углов равна 
и а 
Рис. 2.22 Рис. 2.23 


180° (п — 2). Сумма внешних углов равна 360“. 
Площадь определяют, разбивая многоугольник на 
треугольники. , 

Если у многоугольника все стороны и углы 
равны между собой, то говорят о правильном 
многоугольнике (рис. 2.23). Для правильных много- 
угольников с п сторонами имеют место следу- 
юшие соотношения: центральный угол а = 360°/п, 
внешний угол В = 360%/п, внутренний угол ү = 
= 180° — В. Если К — радиус описанной окруж- 


Обозначения: п- число сторон, 5 — площадь, а — сторона, К — радиус описанной окружности, 


г — радиус вписанной окружности 


10,190 


325,69 
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ности, а ғ- радиус вписанной окружности, то 
сторона а=2 Е? – г? = 28 біп (9/2) = 2ғ1р (9/2). 
Площадь: $ = паг/2 = иг? ір (0/2) = пЕ? (сіп а)/2 = 
= па? сір (4/2)/4. 

Данные об отдельных правильных многоуголь- 
никах см. в таблице их элементов на стр. 184. 

Окружность. Радиус г, диаметр 4. 

Углы, связанные с окружностью *): вписанный 
угол а = ВС/2 (рис. 2.24), угол между хордой и 
касательной В = АС/2 (рис. 2.24), угол между хор- 
дами у = (СВ + ЕР)2 (рис. 2.25), между секущими 


> 
В 
Е 
А 


Рис. 2.24 








Рис. 2.25 





Рис. 2.27 


Рис. 2.26 


а = (БЕ – ВС)/2 (рис. 2.26), между секущей и каса- 
тельной В = (ТЕ – ТВ)/2 (рис. 2.26), между каса- 
тельными о = (ВБС — ВЕС)/2 (рис. 2.27). 

Пересекаюшиеся хорды (рис. 2.25): 

АС. АР = АВ. ДЕ = г? — т?. 
Секущие (рис. 2.26): 
АВ. АЕ = АС. АБ = АТ? = т? — 72, 
Длина окружности С и площадь круга 5: 


л = С/х 3,141592653589793..., 
С = 2пг ~ 6,2837, 
С = ла ~ 3,1424, 
С =2 Уп5 м 3,545 (8, 
$ = пе? ~ 3,14272, 
$ = п4?/4 ~ 0,78542, 
$ = Са/4 = 0,25Са, 
г = С/(2л) ~ 0,159С, 
4 28 ~ 1,128 /5; 


см. также таблицы 1.1.1.13 и 1.1.1.14. 
Сегмент и сектор (рис. 2.28) г – радиус, 1- 
длина дуги, а — хорда, а — центральный угол (в 


*) В этих равенствах фигурирует не длина дуги, а ее 
угловая мера, совпадаюшая с мерой соответствуюшего 
центрального угла 


градусах), ћ - стрела сегмента: 
а-2ү2т-1һ-2ғвіп(о/2), 

ћ =" – Ут“ – (42/4) = г (1 — соз (а/2)) = (4/2) 16 (а/4), 
| = 2лғо/360 ~ 0,01745га. 


Приближенно: 
1) 1~ (85 — а)/3; 
2) 1= Уа? + (1612/3). 
Площадь сектора: 8 = лғ?0/360 ~ 0,008737 22. 
Плошадь сегмента: 
51 = г? ((па/180) – зта]/2 = [№ – а (г – П)1/2. 


Приближенно: 5, є ћ (ба + 85)/15. Таблицы для 8), 
1, риа см. в 1.1.1.15. 





Рис. 2.28 


Рис. 2.29 


Круговое кольцо (рис. 2.29) р = 2К — внешний 
диаметр, 4 = 27 — внутренний диаметр, р = (К + 


+ г)/2 — средний радиус, 6- К-г- ширина 
кольца. 

Площадь кольца: $ = п (К? — г?) = п (р? — 42)/4 = 
= 2прб. 

Плошадђ части кольца (заштрихована на 


рис. 2.29) с центральным углом ф (в градусах) 
равна 


ФЛ |? 2 рт 2 2 фт 
5 = —— (КҜ — ш---( - а“) = — 0, 
360 0 7) = 1440 | )= 180 Р 


2.6.2. СТЕРЕОМЕТРИЯ 


2.6.2.1. Прямые и плоскости в пространстве. 

Две прямые (несовпадающие), лежащие в одной 
плоскости, либо имеют одну общую точку, либо 
не имеют ни одной. В последнем случае они 


2222 


Рис. 2 30 


параллельны. Если через две прямые нельзя про- 
вести плоскость, они называются скрещивающи- 
мися. 

Угол между скрещивающимися прямыми опре- 
деляется как угол между параллельными им пря- 
мыми, проходящими через одну точку (рис. 2.30). 
Расстояние между скрещивающимися прямыми 
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равно длине отрезка прямой, пересекаюшей обе 
заданные прямые и перпендикулярной к ним. 

Две плоскости (несовпадаюшие) или пересека- 
ются по одной прямой, или не имеют общих 
точек. В последнем случае они параллельны. 
Совпадаюшие плоскости также считаются парал- 
лельными. Если две плоскости перпендикулярны 
одной и той же прямой или если на каждой из 
них имеются по две пересекаюшиеся прямые, 
соответственно параллельные между собой, то эти 
плоскости параллельны. 

Прямая и плоскость. Прямая может лежать 
целиком в данной плоскости, иметь с ней одну 
общую точку или не 
иметь ни одной. В по- 
следнем случае прямая 





параллельна плоскости. 
Угол между прямой и 
плоскостью измеряется 


"Рис. 2.31 


углом между прямой и ее 
проекцией на плоскость 
(рис. 2.31), Если прямая перпендикулярна двум 
пересекаюшимся прямым на плоскости, то она 
перпендикулярна любой прямой на плоскости 
(перпендикулярна плоскости). 

2.6.2.2. Двугранные, многогранные и телесные 
углы. Двугранный  угол.- фигура, образованная 
двумя полуплоскостами, выходящими из одной 
прямой. Двугранный угол измеряется своим ли- 
нейным углом АВС (рис. 2.32), т.е. углом между 
перпендикулярами к ребру РЕ двугранного угла, 
восставленными в обеих плоскостях (гранях) из 
одной точки. 

Многогранный угол ОАВСРЕ (рис. 2.33) обра- 
зуется несколькими плоскостями (гранями), имею- 
щими общую точку (вершину) и пересекающимися 
последовательно по прямым ОА, ОВ, ..., ОЕ 
(ребрам). Два ребра, принадлежащие одной грани, 
образуют плоский угол многогранного угла, а две 
соседние грани — двугранный угол. Многогранные 
углы равны (конгруэнтны), если они при наложе- 
нии совпадают; для этого должны быть равны 
соответствующие элементы (плоские и двугран- 
ные углы) многогранных углов. Если соответствен- 
но равные элементы многогранного угла располо- 


6.2, 


Рис. 2.32 Рис. 2.34 
жены в обратном порядке, многогранные углы 
при наложении не совпадают; в этом случае их 
называют симметричными, т.е. они могут быть 
приведены в положение, изображенное на 
рис. 2.34. 

Выпуклый многогранный угол лежит целиком 
по одну сторону от каждой его грани. Сумма 





плоских углов 2 АОВ + 2 ВОС +... + 2 ЕОА 
(рис. 2.33) любого выпуклого многогранного угла 
меньше 360° (или 27). 

Трехгранные углы равны, если они имеют: 
1) по равному двугранному углу, заключенному 
между двумя соответственно равными и одинаково 
расположенными плоскими углами, или 2) по 
равному плоскому углу, заключенному между 
двумя соответственно равными и одинаково рас- 
положенными двугранными углами, 
или 3) по три соответственно рав- 
ных и одинаково расположенных 
плоских угла, или 4) по три соот- 
ветственно равных и одинаково 
расположенных двугранных угла. 

Телесный угол — часть простран- 
ства, ограниченная прямыми, про- 
веденными из одной точки (верши- 
ны) ко всем точкам какой-либо 
замкнутой кривой (рис. 2.35). Он ха- 
рактеризует угол зрения, под кото- 
рым из вершины видна данная кривая. Мерой 
телесного угла является площадь, вырезаемая 
телесным углом на сфере единичного радиуса с 
центром в вершине. Например, для конуса с углом 
при вершине 120° телесный угол равен л (см. 
формулы в 2.6.2.4). 

2.6.2.3. Многогранники. Обозначения: И — объем, 
5 - полная поверхность, М — боковая поверхность, 
һ — высота, Е — площадь основания. 

М ногогранник — тело, ограниченное 
стями. 

Призма (рис. 2.36). Основания — равные много- 
угольники; боковые грани — параллелограммы. 





Рис. 2.35 


ПЛОСКО- 





Рис. 2.37 


Призма называется прямой, если се ребра пер- 
пендикулярны плоскости основания. Призма назы- 
вается правильной, если она прямая и ее основа- 
ния -- правильные многоугольники. 

Имеют место соотношения: М = рр где ! — реб- 
ро, р- периметр сечения призмы плоскостью, 
перпендикулярной ребру; 5 = М + 2Е; И = РИ. 

Для треугольной призмы, усеченной не парал- 
лельно основанию, У = (а + Ь + с) 0/3 (рис. 2.37), 
где а, Б, с — длины параллельных ребер, О – 
площадь перпендикулярного сечения. 

Для п-гранной призмы, усеченной не парал- 
лельно основанию, Г = Ю, где І – длина отрезка 
прямой ВС, соединяющего центры тяжести осно- 
ваний, О — площадь сечения, перпендикулярного 
этой прямой. 

Параллелепипед (рис. 2.38) - призма, у которой 
основания — параллелограммы. В параллелепипеде 
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все четыре диагонали пересекаются в одной точке 
и делятся в ней пополам. Параллелепипед назы- 
вается прямоугольным, если он прямой (прямая 





Рис: 2.38 Рис. 2.39 
призма) и его основания -- прямоугольники. В пря- 
моугольном параллелепипеде (рис. 2.39) все диаго- 
нали равны. Если а, В, с — ребра прямоугольного 
параллелепипеда, а 4 - его диагональ, то 4? = 
= а? + ђ2 + с?, У-аһс, 5 = 2 (аЬ + Әс + са). 

Куб — прямоугольный параллелепипед с равны- 
ми ребрами: а = Б = с, 4? = 3а?, У = а?, 5 = ба”. 

Пирамида (рис. 2.40). Основанием является 
какой-либо многоугольник, боковые грани — тре- 
угольники, сходяшиеся в одной вершине. Пира- 
мида называется п-угольной, если в ее основании 
лежит п-угольник; И = Ећ/3. 


2 
П 
А 
А С 
В 


Рис. 2.40 





Рис. 2.41 


Если пирамида пересечена плоскостью (рис. 2.41), 
параллельной основанию, то 


54, 58. 5С, 50 
АА ВВ С.С 77 00” 


площадь АВСРЕЕ _( 50 2 
площадь 4,8,С,0,Е,Е, \ 50, ) ' 


где 50 - высота пирамиды, т. е. отрезок перпенди- 
кулара, опущенного из вершины на основание. 
Пирамида называется правильной, если в ее 
основании лежит правильный многоугольник, а 
высота проходит через его центр. Для правильной 
пирамиды М = рб/2 (где р — периметр основания, 
а Б — высота боковой грани (апофема)). 
Треугольная пирамида (рис. 2.42). Если ОА =а, 
ОВ = Б, ОС + с, ВС = р, СА = ӯ И АВ = г, то 














Усеченная пирамида (плоскость сечения парал- 
лельна основанию, рис. 2.43). Если Е — площадь 
нижнего основания, / — площадь верхнего основа- 
ния, ћ — высота (расстояние между основаниями), 
а и А — две соответственные стороны оснований, 
то 


И= [Е + Ј + УБГ)З = ВЕ [1 + (аја) + (а/ А)2]/3. 


Для правильной усеченной пирамиды М = (Р + 
+ р) 5/2, где Р и р- периметры соответственно 





Рис. 2.42 Рис. 2.43 


нижнего и верхнего оснований, Б — высота боко- 
вой грани (апофема). 

Обелиск. Нижнее и верхнее основания явля- 
ются прямоугольниками, расположенными в парал- 
лельных плоскостях; противоположные боковые 
грани одинаково наклонены к основанию, но не 
пересекаются в одной точке (рис. 2.44). Если 





Рис. 2.44 Рис. 2.45 


а, Би а, Б, — стороны оснований, й — высота, то 
У = ћ [(Са + а,) Ь + (За, + а) Ь,]/6 = 
= ћ [ађ + (а + а1) (6 + 51) + а,Ь, ]/6. 


Клин. Основание — прямоугольник, боковые 
грани — равнобедренные треугольники и равно- 
бочные трапеции (рис. 2.45); 


У = (2а + ај) ђћ/6. 


Правильные многогранники. Все грани — равные 
правильные многоугольники, и все многогранные 


Ане 


АА «Аз 
см 


Рис. 2.46 


188 ГЕОМЕТРИЛ 





Элементы правильных многогранников (а — длина ребра). 


Название 


Тетраздр 4 треугольника 
Куб 6 квадратов 
Октаздр 8 треугольников 
Додеказдр 12 пятиугольников 
Икосаэдр 20 треугольников 


углы равны. Сушествует всего пять правильных 
многогранников (рис. 2.46) данные о которых 
представлены в таблице элементов правильных 
многогранников. 

Теорема Эйлера. Если е - число вершин выпук- 
лого многогранника, / — число граней и К — чис- 
ло ребер, то е-к--/- 2. 


П римеры см. в таблице правильных многогран- 


НИКОВ. 


2.6.2.4. Тела, образованные перемешением ли- 
ний. Обозначения: И — объем, 5 — полная поверх- 
ность, М — боковая поверхность й — высота, 
Е - площадь основания. 

Цилиндрическая поверхность (рис. 2.47) обра- 
зуется прямой линией (образующей), перемещаю- 
щейся параллельно заданному направлению вдоль 
некоторой кривой (направляющей). 





Рис. 248 


Рис 247 


Цилиндр (рис. 2.48) — тело, ограниченное ци- 
линдрической поверхностью с замкнутой направ- 
ляющей и двумя параллельными плоскостями, 
являющимися основаниями цилиндра. Для любого 


2 13 


Рис 249 Рис 250 





цилиндра (р- периметр основания, р, — пери- 
метр сечения, перпендикулярного образующей, О — 
площадь этого сечения, !— длина образующей) 
имеем М = рћ = р, У = Еһ = 0!. 

Круговой прямой цилиндр имеет в основании 
круг, и его образующие перпендикулярны плоско- 
сти основания (рис. 2.49). Пусть К — радиус осно- 
вания; тогда М = 2^ ВИ, 5 = 20КЕ (В +1), У = лК?/. 


Число граней и их форма 
ребер вершин 





Полная 
поверхность 


1,7321 0,1179а3 
аз 

0,4714а3 
7,663143 


2,1817а3 


8,6603а 


Усеченный круговой цилиндр (рис. 2.50). 
М-лК (А; + Йо), 


2 В — Въ 2 
5 = дк ћ + + Е + К + 772 2 , 


ћу + А, 


У = пк? 
т 2 


Отрезок цилиндра -- «копыто» (обозначения см. 
на рис. 2.51; «- ф/2 — в радианах). 
У = [а (ЗК2 – а?) + ЗВ? (Ь — К) о /ЗЬ) = 
= АЮ? [уп а – (біп? 9)/3 - а сов “| /Б, 
М = 2Кр [(Ь – К) о + а]/Ь 


(формулы остаются в силе при Б> К, ф > л). 
Цилиндрическая труба (рис. 2.52). К и г — внеш- 


ний и внутренний радиусы, 6 = К-т, р = (К + 
+ ")/2 (средний радиус); 
И = п (К? — г?) = пи (28 — $) = 

= 1/6 (2ғ + 0) = 2пйбр. 


Коническая поверхность (рис. 2.53) образуетса 
прямой линией (образующей), перемещающейся 









" 
Рис. 2.52 
Направляющая 
ћ 
Вершина 
Рис. 2.53 Рис 2.54 


вдоль кривой линии (направляюшей) и имеюшей 
неподвижную точку (вершину). 

Конус (рис. 2.54) - тело, ограниченное кониче- 
ской поверхностью с замкнутой направляющей 
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и плоскостью, образуюшей основание. Для любого 
конуса И = АЕ/3. 

Круговоц прямой конус (рис. 2.55) имеет В осно- 
вании круг, и его высота проходит через центр 





Рис. 2.56 


Рис. 2.55 


круга (І - длина образующей, К — радиус основа- 
ния). 


М = пк = КУК? + #2, 5 = пК(К + ђ, 
И = пК2!/З. 
Усеченный прямой конус (рис. 2.56). 
| = ИУ? +(Е – т), Мел (В + г), 
И = ли (К? + г? + Вғу3, Н="ћ+ т/(К - г). 


Конические сеченил см. в 2.6.6.1. 

Сфера - поверхность шара (рис. 2.57). (Обозна- 
чения: К — радиус сферы, р = 2К — диаметр сфе- 
ры.) Любое сечение сферы 
плоскостью есть круг. Под 
большим кругом — кругом ра- 
диуса К — понимают се- 
чение сферы плоскостью, 
проходящей через ее центр. 
Через всякие две точки сфе- 
ры (не являющиеся противо- 
положными концами диамет- 
ра) всегда можно провести 
только один большой круг. 
Меньшая дуга этого боль- 
шого круга является кратчайшим расстоянием на 
сфере между данными точками. О геометрии на 
сфере см. 2.6.4.1. Поверхность сферы и объем 
шара: 


5 = 4аК? ~ 12,57К?, 5 = пр? 3,1427, 
5 = И3бл? ~ 4,836 / У? 
У = 4762/3 = 4,1893, У = лрз/б ~ 0,523603, 
У = (у 53/т)б = 0,09403 |/53, 
К = (/5/т)/2 ~ 0,2821 5, 
к = Узудал) ~ 0,6204 УУ. 
Шаровоц сектор (рис. 2.58). 
$ =лК (21 + а), И = 2Е?1/3. 








Рис. 2.58 


Шаровой сегмент (рис. 2.59). 
а? = (28 – һ), М = жЕй = п (а? + ћ2), 
5 = п (ОК! + а?) = п (А? + 2а2), 
И = пћ (За? + Һ2)/6 = п? (3В — ћ)/3. 





Рис. 2.61 


Шаровой слой (рис. 2.60). 

В? = а? + [(а? — Б? — 12) (21) ]?, 
5 = п (СК + а? + Ь?), 
У = пћ (За? + ЗЬ? + #2)/6. 


Если У, — объем усеченного конуса, вписанного 
в шаровой слой (рис. 2.61), и І- его образуюшая, 
то И- И, -тһ12/6. 

Тор (рис. 2.62) - поверхность, образованная вра- 
шением окружности вокруг оси, лежашей в 


М = 27КА, 





Рис. 2.62 


Рис 2.63 


плоскости этой окружности и не пересекающей ее. 
5 = 4п? Кг ~ 39,48 Вг, $ = п? ра ~ 9,870ра, 
И = 212 Ку? ~ 19,74В 7, У = л ра2/4 ~ 2,467ра?. 


Бочка (рис. 2.63) Для круговой бочки (обра- 
зуюшая - дуга окружности) приближенно 


У ~ 0,2621 (20? + а2), или Им 0,08731 (2р + 4)2. 
Для параболической бочки 
У = пћ (8р? + 404 + 342)/60 ~ 
~ 0,05236ћ (802 + 404 + 342). 


2.6.3. ПРЯМОЛИНЕЙНАЯ 
ТРИГОНОМЕТРИЛ 


Радианное измерение углов. Наряду 
с обычным в практике градусным измерением 
углов, при котором полный угол равен 360°, 
прямой угол 90°, каждый градус делится на 
60 минут (1° = 60”, минута - на 60 секунд (1' = 60"), 
используют безразмерное радианное измерение 
углов, прежде всего в теоретических вопросах, 
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особенно для тригонометрических функций (см. 
2.5.2.1). При этом величина центрального угла а 
в произвольном круге определяется как отношение 
длины дуги | на которую этот угол опираетса, 
к радиусу К: а = ИК. В круге радиуса 1 (единич- 
ном круге) радианная мера угла равна длине дуги, 
которую вырезают стороны этого угла. За единицу 
измерения принимается радиан — центральный 
угол для дуги, длина которой равна радиусу. 
Радианная мера полного угла равна 2л, пра- 
мого угла п/2. Если « — мера угла в градусах, а 
а — мера того же угла в радианах, то переход от 
одной меры к другой производится по формулам 


_ 180 
а= —_ 4, у = а (2.30) 


Таблицы дла перевода градусов в радианы см. 
в 1.1.1.16. 

2.6.3.1. Решение треугольников. 

2.6.3.1.1. Решение прямоугольного 
треугольника. Обозначения: а, ђ— катеты, 
с — гипотенуза, а, В – углы, противолежащие со- 
ответственно сторонам а и 5. 

Основные соотношения: 


а + В = 90°; 
біп а = соѕ В = а/с, соѕа = ѕіп В = с, (2.31) 
іра = сір В =а/Ъ, сіра = їе В = бја. (2.32) 


2.6.3.1.2. Решение косоугольного 
треугольника. Обозначения: а, Б, с — стороны, 
а, В, у — противолежащие им углы, р = (а + Б + 
+ с)/2 — полупериметр, К — радиус описанной 
окружности. 

Основные соотношения: 


а + В + у = 180°. 


Теорема синусов. 


= = 26, (2.33) 











Тгорема косинусов. 
с? = а? + Б? — Зађ соѕ у. (2.34) 


Дополнительные соотношения: 
Тгорема тангенсов. 


а-5 _ таи – Вуд _ ва – В/0). 





= = 2.35 
а+ь (а + В)/2) сір (у/2) 239) 
Теорема половинного угла. 
у (р – а) (р – Б) 
а; 2.36 
87 1 р(р — с) 239 
| - - Б 
біп 4 = Шалы (2.37) 
у _ |/Р(р— о) у 
сов > = 125: . (2.38) 
Формулы Мольвейде. 
а + _ соз((а В)/2) _ сов (а ВУ зр 
со біп (у/2) С соз ((а + В)/2) ° | 
а-5 _ (а) _ т (9-00) зд 


с сов (у/2) ___ зш (ос + у/2)” 


Формула косинусов (теорема о проекциях). 
с = асоз В + р сова. (2.41) 


Формула тангенсов. 


ву = сапа - свіпр | (242) 
ђ — с сова а – с соѕ В 

Остальные соотношения получаются из формул 
(2.34) — (2.42) соответствующей циклической пере- 
становкой сторон а, Б, с и соответственно углов 
а, В, у. 

Основные случаи решения тре- 
угольников. 

Г Даны сторона и два прилежаших угла, 
например с, а, В. Тогда третий угол также извес- 
тен: у = 180° — а — В. Стороны определяются по 
формуле (2.33): 

біп 9 біп В 


— Ыс —— 
біп ү біп у 








П. Даны две стороны и угол между ними, 
например а, №, у. 
1) Решение при помоши формулы (2.34): 
------------------- 12 2 _ „2 
с = Иа? + Ь? - 246 соз 7, С08 д = а-ы, 
с 


В = 180° –— а – у. 
2) Решение при помоши формулы (2.35): 
х — В а—ђ у 




















1 = сір --, 
Ё 2 а+ђ 85 
я + В у 
= 90° — —: 
2 2’ 
а — В а + 
зная 2 И 5 можно вычислить и и В, 
_ 97 
77 8800 


ПІ. Даны две стороны и угол, противолежа- 
ший одной из них, например а, Ь, а (а - против а). 


25 
ѕіп В = — $іп о; 
а 


решение существует только тогда, когда В зт а < 
<а. 

Различные случаи. 

1) а> б; угол противолежит большей стороне; 
тогда о > В, В < 90° и треугольник определяется 
однозначно. 

2) а = Б; тогда а = В и равнобедренный тре- 
угольник определяется однозначно. 

3) а <Б; угол противолежит меньшей стороне: 

За) ђ ап а < а; имеются два решения В, и В», 
В. + В, = 180°; 

36) ђ чп а = а; одно решение В = 90°; 

Зв) Бзш а > а; нет решений. 

біп ү 





Далее, у = 180° – а – В, с-а--- 
біп 0 
ТУ. Даны три стороны: а, Б, с. 


из 039: 4 = | РЯ ага 


р(р-а) 
р? 2. „2 
Из (2.34): сова = оста и т. д. 
2Ьс 


Вычисление других величин в тре- 
угольнике (см. также (2.6.1)). 
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Радиус описанноц окружности К (см. также 
теорему синусов (2.33)). 


р 


К = тг үдг 2.43 
4 сов (4/2) сов (В/2) сов (у/2) (2.43) 
Радиус вписанной окружности г. 
"< (р – а (р – Б) (р – Ур; (2.44) 
а, В У 
= р [2 — (2 — (2 —'; 2.45 
гері 18—18; (2.45) 
= 46 зіп 2 зіп Роза (2.46) 
2 2 2' 
у 
г = (р — с) >. (2.47) 
Высота Л, на сторону с. 
ћ = азш В = Бзш а. (2.48) 
Медиана т, на сторону с. 
1 ----------------- 
т. = 5 Иа? + Ь? + Зађ сов у. (2.49) 
Биссектриса |, угла у. 
|, = гас сов (В/2) ы 26с сов (9/2) | (2.50) 
а + с Ь + с 
Плошадь 5. 
1 
5 = > ађ зп у; (2.51) 
5 = 26? зп а біп В ѕіп у; (2.52) 
біп а ѕіп В біп х ѕіп В 
5 = с2 —-= С > (2.53 
И 2 біп ү 2 біп (о + В) (2.53) 
Формула Герона. 
5 =тр = рр-а(р-Вфр- с). (2.54) 


2.6.3.2. Примененне в элементарной геодезни. 
Определение недоступного расстояния. 
В точках А, В могут быть измерены углы о, В, 
у и 6 между направлениями к точкам Ри О 
и заданной прямой АВ (рис. 2.64). Пусть известно 





расстояние а = АВ (или ђ = РО) и требуется найти 
РО (или АВ). 

Для решения необходимо определить углы ф 
и у. Так как р является углом при вершине как 
в треугольнике АВ5, так и в треугольнике РО5, 
имеем 


1 1 
> (е + у) = (а + 7) = 61. (2.55) 


Применяя дважды теорему синусов (2.33), полу- 
чим половину разности искомых углов. Выпишем 
формулы: 

АР/а = зш у/чп (180° — са – В — у) = 
= біп Ү/біп (а + В + у), 
ВО/а = зт 9/5ш (а + у + 6), 
МАР = чп В/ѕіп д, Б/ВО = сіп 6/5ш Ф. 


Из зтих соотношенин прежде всего получаем 





5. іп В ѕіп у біп 6 біп а 
а  зпузш(а + В+у) _ чпфаот(о + у + 6) 
(2.56) 
откуда 
біпФ сіп бвіп а біп (а + В + ү) зов, (257) 


біп Чу Б біп В ѕіп у ѕіп (а + у + 6) 
где п — вспомогательный угол. Применяя опера- 
ции сложения и вычитания, имеем 

біп Ф- плу _ срп – 1 
ѕіп ф + ѕіпу сру+1' 
2 сов ((ф + \)/2) іп ((ф — 4)/2) сів 45° срп — 1 


2 ѕіп ((Ф + 9)/2) соз ((ф — Ҹ)/2) сів т + сів 45° ' 
(2.58) 


18 ((ф — 4)/2) = (8 (ф + у)/2) сір (45° + т) = 
< ((а + у)/2) сір (45° + 1). 


Отсюда можно определить 6; -(Ф- \)/2, и 
тогда 


у = Е, — Е5. (2.59) 


Подставляя в (2.56), получим искомое расстолние. 

Обратная задача. Пусть положение трех 
точек А, В, С определено относительно друг друга 
при помощи отрезков АС -а и ВС = Б, а также 
углом 2 АСВ = ү. Пусть в точке Р измерены 
углы: 2 СРА=а и 2 СРВ = В. В общем случае 


Ф = &; + ё), 





Рис. 2.65 


можно найти положение точки Р относительно 
точек А, В, С, т. е. однозначно определить от- 
резки х, у, 2 (рис. 2.65). Для этого только необ- 
ходимо, чтобы точка Р не лежала на окружности, 
описанной вокруг треугольника АВС. Имеем 


= 360° — = 2 


. 20. . 2 . 
зпф = --зшо, 58500 = р біп В, 
а 


192 


ГЕОМЕТРИЯ 





откуда 


біп Ф ђ ап а 
біп у азш В 
где т - вспомогательный угол. Опять получаем 
выражение (2.58) и определяем Фф и у из выра- 
жений (2.59). Подставляя эти значения в (2.60), 


найдем 2, а при помощи теоремы синусов (2.33) 
получим затем хи у. 


= Сір 1), (2.61) 


2.6.4. СФЕРИЧЕСКАЯ ТРИГОНОМЕТРИЯ 


2.6.4.1. Геометрия на сфере. 

Большой круг. Если пересечь шар плос- 
костью, проходящей через его центр, то в сечении 
шара получим большой круг, радиус которого 
равен радиусу шара. Если точки А и В не явля- 
ются противоположными концами диаметра, то 
через них можно провести только один большой 
круг; длина меньшей его дуги является наикрат- 
чайшим расстоянием на сфере между этими точ- 
ками (геодезическая линия). Большие круги играют 
на сфере роль, аналогичную роли прямых на 
плоскости. 

Двумя различными точками А и В, лежащими 
на сфере, определяется пучок плоскостей. Каждая 
плоскость пучка пересекает шар по некоторому 
кругу. Если А и В не являются противополож- 
ными концами диаметра, то плоскость пучка, про- 
ходящая через центр шара, определяет наиболь- 
ший круг пучка — большой круг. Остальные круги 
называются малыми кругами; плоскость, перпен- 
дикулярная плоскости, содержащей большой круг, 
пересекает шар по наименьшему кругу. 

Измерение дуг и углов на сфере. 
Измерение расстояний на сфере проводится вдоль 
дуг большого круга. Длина дуги большого круга 
между точками А и В равна 


АВ = Ка, (2.62) 


где К — радиус шара, а — соответствующий цент- 
ральный угол (измеряемый в радианах). Если огра- 
ничиться случаем единичной сферы (радиус К = 1), 
то любую дугу большого круга можно охаракте- 
ризовать соответствующим центральным углом 
в радианах. Угол пересечения дуг двух больших 
кругов измеряется линейным углом между каса- 
тельными к большим кругам в точке пересечения, 
или, что одно и то же, двугранным углом, обра- 
зованным плоскостями больших кругов. 

Сферический двуугольник. При пере- 
сечении двух больших кругов на поверхности 
шара образуются четыре сферических двуугольни- 
ка. Площадь сферического двуугольника с уг- 
лом о: 


5 = 2820, (2.63) 


2.6.4.2. Сферический треугольник. Три пересе- 
кающихся больших круга образуют на сфере 
сферический треугольник. Три точки А, Ви С, 
из которых никакие две не являются противо- 
положными концами диаметра, определяют три 
больших круга, которые пересекаются в точках 
А, В, С и диаметрально противоположных к ним 
точках А’ В’, С’и делят поверхность шара на 
восемь сферических треугольников (рис. 2.66). При 
этом стороны (дуги больших кругов) и соответ- 


ственно углы некоторых из этих треугольников 
меньше п (К = 1); такие сферические треугольники 
называются треугольниками Эйлера. Здесь рассмат- 
риваются только треугольники Эйлера. 





Рис. 2.66 


Примечание. Треугольник АВС, не являющийся 
треугольником Эйлера, с углом у = 2 АВ > л, отличается 
от полусферы, которая определяется большим кругом, 
проведенным через точки А и В, только на треугольник 
Эйлера ВАС с углом 2 ВА =2- у. 


Для треугольника Эйлера (со сторонами а, В, с 
и противолежащими им углами а, В, у) имеют 
место следующие утверждения. 

1) Неравенство треугольника. Сумма двух сто- 
рон больше третьей, разность двух сторон меньше 
третьей: 


а+Ь> с, ја—ђј<с. (2.64) 
2) Сумма двух углов меньше, чем третий угол, 


увеличенный на л: 


а + В <у+л. (2.65) 
3) Наибольшая сторона противолежит наиболь- 
шему углу: 


а< Б, если а <; 


а =}, если а = В. 


4) Сумма углов заключена между т и Зл, 
сумма сторон — между 0 и 25К (К — радиус сферы): 


п<а+ В + у< Зл, О<саљ+-ћђћ-+с<2кЕ. (2.66) 


Таким образом, сумма углов сферического 
треугольника всегда больше 180%. Разность 


с +— В + у—тл=в (2.67) 


называется сферическим избытком или сфериче- 
ским зксцессом. Через эту величину определяется 
плошадь сферического треугольника: 


$ = КјЕ. (2.68) 
2.6.4.3. Решение сферических треугольников. 
В этом пункте мы ограничимся случаем единич- 
ной сферы (радиус К = |). 
2.6.4.31. Основные соотношениа. 
Теорема синусов. 











біп а біп Р 5 с 
——= = === (2.69) 
біп о за В чпу 
Теорема косинусов сторон. 
с08 с = сова сов Б + сіп а іп ђ сов у. (2.70) 


РЕШЕНИЕ СФЕРИЧЕСКИХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ 193 





Теорема косинусов углов. 









































сов ү = -с05 а, соѕ В + чп овіп В соѕ с. (2.71) 
Теорема половинного угла. 
у іп (р - а)віп(р- Б) 
їр = |у | 
2 біп р ѕіп (р — с) 
іп (р = а) ѕіп (р – Б) 
за 1 |/ ар“ 4) 002—0) (7 
2 біп авіп Б 
о у біп р біп (р - с) 
со---|/--------- 
2 біп а 51п р 
где 2р=а+ Б + с. 
Теорема половинной стороны. 
„Са — ап Р ѕіп (Р ү) 
= ап (Р — фзш(Р-В)’ 
, еіп Реп (РА. 
и <= /- жа Рв ын! (2.73) 
2 біп а 51п В 
с ѕіп (Р – о) ѕіп (Р – В) 
со5---|/----- а, 
2 шт а 51п В 
где ЗР=а + В + у — т. 
Апалогии Непера. 
х — + р х + 
(р 5 с05 а = ір ———- со5 2 В , (2.74) 
4 - Б. 04 
ЇЕ 5 51 шал ір 22. 510 2 Ж (2.75) 
у а—ђ х + В а-+Ь 
ір — -------ір----- ------- 2.76 
сір 2 СО5 2 ІМ 5 СО5 > ( ) 
Үү. а-ь а-р.а-ь 
{2 — -----і ИП --- 2.77 
сір 7 511 5 в 5 т 5 (2.77) 
Формулы Деламбра (Гаусса). 
+Ь „с - 
510 > 5 = 5 > с05 2 5 В (2.78) 
+Ь а + 
5 > с05 4 5 = СО5 > с05 сад (2.79) 
. а—ђ „с. 0- 
с05 1. 5 ——= 510 5 51П > (2.80) 
—ђ ". 04 
Сов > с05 а = СО8 > зіп 2 р (2.81) 


(Из соотношений (2.70)—(2.81) соответствуюшей 
циклической перестановкой сторон а, Б, с и углов 
о, В, у получаются остальные соотпошениа.) 
Основные случаи решения 
УГОЛБНИКОВ. 
Та) Даны три стороны. 


тре- 


Из (2.72) 
91 1 шт (р— Б)зш (р- с) 
2 біп р ѕіп (р – а) 
Из (2.70) 
сов а — сов В сов с 
со = —— 


ѕіп Бзш с 


7 ИН Бронштейн, К А Семендяев 


10) Даны три угла. В противоположность 
плоскому треугольнику сферический треугольник 
в принципе однозначно определяется тремя угла- 
ми. При этом должны быть выполнены неравен- 
ства (2.65) и (2.66). Решение аналогично случаю 1а) 
по формуле (2.73) или (2.71). 

Па) Даны две стороны и угол между ними, 
например а, №, у. 

1) Решение по формуле (2.70): 


с05 с = сова 08 Б + біп а 51п ђ сов 7, 


сова — соз р сов с 
сова, ---------- 
біп Баш с 





соз р — сова со с 





соѕ В = : 
япаянс 
однозначно определяет с, а, В. 

2) Решение по формулам (2.76) и (2.77): одно- 
значно находим (а + В)/2 и (а — В)/2, а тем самым 
а и В. Формула (2.69) дает 

шт а 
пс = 51п у ---; 
5 © 
с должно быть выбрано большим 
чем Ё, если у больше (меньше), чем В. 

Пб) Даны сторона и два прилежащих угла, 
например с, о, В. 

1) Решение при помоши формулы (2.71). 

2) Решение при помоши формул (2.74) и (2.75) 
(аналогично Па)). 

Ша) Даны две стороны и угол, противслежаший 
одной из этих сторон, например а, Б, а. 


(меньшим), 


5609 . 
ут В = — — та; 
5т а 
решение существует только тогда, когда чп ЁБ чп а < 
< яп а. 

Различные случаи. 

1) зла > віп ВБ; следовательно, за > ѕіп В; та- 
ким образом, я> В, если а>ЪЬ, и наоборог; 
В определено однозначно. 

2) япа-віп Б; следовательно, чпа = зш В; 
как и в случае 1), В определено однозначно. 

3) эта < чп В; следовательно, віп и < іп В. 

За) за Б ѕіп о < біп а; имеются два решения В, 
и В»; В, + Во = т; 

36) за ђ ап а = 5іп а; одно решение В = 1/2; 

Зв) віп Р яп а > зш а; решений нет. 

Далее, разрешив формулы (2.74) или (2.75) 
((2.76) или (2.77)) относительно їр (с/2) (сір (у/2)), 
получим си у. 

#16) Даны два угла и сторона, противолежащая 
одному из них, например а, а, В. 


5іп В . 
Решение аналогично Ша): чпђ = —— п а; 
51 


па 
затем используются аналогии Непера (2.74) — (2.77). 

Вычисление других величин, свя- 
занных со сферическим треугольни- 
ком. 


Радиус описанпого круга Е. 
- _ віп(Р-о)віп(Р- В) ѕіп (Р — 

сЕ = ү- біп (Р- а) зп (Р- В) зіп (Р – у) : (282) 
- а. 

сір К = сір > ѕ1п (1-Р), (2.83) 


где ЗР=а + В + у ~ п. 
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Радиус вписанного круга г. 


біп (р - а) іп (р — Б) Ур (р 0), (2.84) 








бг = - 
біп р 


рн 16 > біп (р – а), (2.85) 


где Хр=а + ђ + с. 
Сферический избыток в (формула Ульера). 


Р Е р р-а р-5 р-с 
р — = <2— = Ир 1р 12-18 7---18 ———, 
8 5 8-2 во В 2 В 5 8 5 
(2.86) 
где 2Р = с. 
Связь между сферической триго- 


нометрией и прямолинейной триго- 
нометрией. 

Справедлива теорема Лежандра: площадь сфе- 
рического треугольника с малыми сторонами 
(поэтому и с малым сферическим избытком) 
почти равна площади плоского треугольника с 
теми же сторонами; каждый угол плоского тре- 
угольника примерно на одну треть сферического 
избытка меньше, чем соответствующий угол сфери- 
ческого треугольника. . 

Теорема синусов, теорема косинусов и теорема 
о половинном угле в сферической тригонометрии 
для малых сторон (или, что то же самое, для 
большого радиуса шара К) переходят в соответ- 
ствуюшие теоремы прямолинейной (плоской) три- 
гонометрии. 

2.6.4.3.2. Решение прямоугольных 
треугольников. Обозначения: а, Б — катеты, 
с — гипотенуза, о и В – углы, противолежащие 
соответственно сторонам а и №. 





Рис. 267 


Основные соотношения: 


біп а = соѕ (90° — а) = сіп а $1 с, (2.87) 
біп Б = сов (90° — Б) = чп В сіп с, (2.88) 
соѕ с = біп (90° — а) эт (90° — Б) = соѕ а сов Б, (2.89) 
соза = зш (90° — а) ѕіп В = соѕ а з1п В, (2.90) 
сов В = ѕіп (90° — Б) чп а = сов Б біп о, (2.91) 


біп а = сов (90° — а) = сір (90° — Б) сіс В = ір Б сір В, 


(2.92) 
ѕіп Б = сов (90° — Б) = сір (90° — а) сір а = (6 а с! о, 

(2.93) 
с05 с = сір а сір В, (2.94) 
сов а. = сір (90° — Б) сір с = їр ђ сір с, (2.95) 
сов В = сір (90° — а) сір с = їв а сів с. (2.96) 


Эти основные соотношения могут быть полу- 
чены из правила Непера. если расположить пять 
элементов прямоугольного треугольника (пропус- 
тиль прямой угол) по кругу в том порядке, как 
они находятся в треугольнике, и заменить при 
этом катеты а и Б их дополнениями до 90° 
(рис. 2.67), то косинус каждого элемента будет 
равен произведению синусов двух не прилегающих 
к нему элементов, а также произведению танген- 
сов двух прилегающих к нему элемен гов. 

Формулы (2.87) и (2.88) можно получить из 
(2.69); (2.89) — из (2.70); (2.90) и (2.91) — из (2.71). 


2.6.5. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ 


Системой координат У п-мерного аффинного 
пространства А, (см. 2.6.6) называется множество, 
состоящее из некоторой точки О аффинного 
пространства (начала координат) и л линейно 
независимых векторов Хү, ..., х,, которые при- 
надлежат векторному пространству У, аффинного 
(см. 2.6.6) пространсгва А, (хі, ..., х, образуют 
в И, базис): Х = {0; х. ..., х,ј. Каждая точка Р 
аффинного пространства А, единственным образом 
может быть представлена линейной комбинацией 
п векторов, выходящих из точки О: 


Р — О + (А, х; + ... + Жах,)- 


Числа А;, ..., А, записанные в виде упорядо- 
ченной последовательности, называются координа- 
тами точки Р относительно системы координат >. 
В комплексной записи: Р = Ру = (Ж,..., МУ. Если 
базис х}, ..., х, ортонормирован, то Х называется 
прямоугольной декартовой системой координат. 
Если У, = (О; ху, ..., х,ј и 2 = (0; у, ..., ул) = 
две системы координат аффиниого пространства 
А, а Р — точка этого пространства с координа- 
тами относительно УХ; и 5; соответсгвенио: 


Ру = (Ла, .... Кају » 
то имеют место следуюшие формулы перехода: 


Ру = Ру,А + ду, Ру, = Ру В + Оу. 


Ру, = (М1. .... Из» 


Строками магрицы А являются координаты 
векторов үү, ..., у, В базисс х,, ..., х,. Строками 
матрицы В являются координаты векторов х;, ... 

., х, В базисе у;,..., у, (см. 2.4.4.1.4 и 2.4.4.1.5). 

В однородных системах координат (называемых 
также пропорциональными системами координат), 
к которым относится, например, барицентрическая 
система координат, отдельная координата не 
имеет непосредствениого значения для определе- 
ния положения точки. Положение точки опреде- 
ляется отношением координат друг к другу. 

Барицентрическая система координат Х в 
п-мерном аффинном пространстве А, определяется 
заданием и + 1 точек Р,, Р;,..., Р,,1, не лежащих 
в одной гиперплоскости, принадлежашей А,. Бари- 
центрическими координатами точки Р являются 
такие (положительные или отрицательные) веса т,, 
когорые, будучи приписаны точкам Р, (і = 1, :.. 

.. п + 1), образуют систему, центр тяжести ко- 
торой есть точка Р: Р; = (т;, ..., Тц). Если 
умножить барицентрические координаты точки 
(веса) на одно и то же число, то положение 
определяемой ими точки не изменится. 
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Пусть даны барицентрическая система коорди- 
нат ХУ, состоящая из точек РІ, ..., Р,,,, И 
система координат Х, аффинного пространства 


А: Ха = {0; ху, ..., Ха). Пусть координаты точек 
Р,,..., Ра+1 в системе У суть Ра, = (Ха Хију, 
(= 1, ..., п + 1). Преобразование координат точ- 
ки Р=(Х;,..., Хај, = (ту, ..., Та осуществля- 


етса по формулам 


Е 2, тха 
= мо 





х, М= ут . п). (2.97) 
Суммирование производится по і от 1 до и + 1. 
Если т; неизвестны, а Ху известны, то (2.97) пред- 
ставляет собой однородную систему из п уравнений 
с п+1 неизвестными ті, т, ..., т,,1. ОДНО из 
ненулевых т; может быть выбрано произвольным 


образом. 


Системой координат Х на плоскости или в простран- 
стве называют в обшем случае систему, состояцую из 
точек, прямых, лучей, векторов, кривых или других элемен- 
тов плоскости или пространства, по отношению к которой 
можно охарактеризовать положение тела на плоскости или 
в пространстве А именно, положение каждой точки Р 
плоскости или пространства относительно такой системы 
однозначно определяется некоторым набором чисел. Эти 
числа, записанные в виде упорядоченной п-последоватељ- 
ности, называются координатами точки Р относительно 
системы координат ХУ. Р = Р; = (х, у, .., 2) 


2.6.5.1. Системы координат на плоскости. 

2.6.5.1.1. Прямолинейные системы 
координат на плоскости. Прямолиней- 
ная система координат на плоскости состоит из 
фиксированной на плоскости точки О (начало 
координат) и двух пересекающихся в этой точке 
прямых 9; ид» (координатных осей): Ў = (0; ди, 92). 
На каждой из этих прямых лучам, выходящим из 
точки О, приписывается положительное и отрица- 
тельное направление; кроме того, на каждой 





Рис 2.68 


прямой выбирается масштаб для измерения длин 
(рис. 2.68). Без ограничения общности масштабы 
измерения длины обеих прямых можно считать 
одинаковыми (в противном случае масштаб одной 
оси умножением на некоторое постоянное число 
можно привести к масштабу другой оси). 
Контравариантными координатами (или па- 
раллельными координатами) точки Р являются 
длины проекций отрезка ОР, которые получаются 


7% 


при проектировании прямыми, параллельными 
осям координат, на координатные оси (см. рис. 2.68), 
взятые со знаком плюс или минус в зависимости 
от того, лежит ли проекция точки Р на положи- 
тельной (положительный знак координаты) или на 
отрицательной (отрицательный знак координаты) 
части координатной оси, Эти координаты совпа- 
дают с координатами в двумерном аффинном 
просгранстве, если базисные векторы системы 
координат имеют единичную длину. 

Ковариантными координатами точки Р явля- 
ются длины ортогональных проекций отрезка ОР 
на координатные оси. Ковариантные координаты 
в аналитической геометрии не употребляются. 
Ниже мы будем рассматривать только контра- 
вариантные координаты. 

Угол о между положительными частями обеих 
осей называется координатным углом. При о = 90° 
система координат называется прямоугольной (или 
декартовой) системой координат *); в противном 
случае система координат называется косоугольной. 
В декартовой системе координат ковариантные 
и контравариантные координаты совпадают. Обыч- 
но в прямолинейной системе координат на плоско- 
сти первую ось называют осью х или осью 
абсцисс, а вторую — осью у или осью ординат. 
Оси делят плоскость на четыре части — квадранты 
(см. рис. 2.68). Положение точки Р с абсциссой а 
и ординатой ђ относительно системы координат 
У сокращенно записывается в виде Р = Р; = (а, Б). 
Если другие координатные системы одновременно 
с рассматриваемой не употребляются, то индекс Х 
может быть опущен. 

2.6.5.1.2. Криволинейные системы 
координат на плоскости. Криволинейные 
системы координат на плоскости являются обоб- 
щением прямолинейных. Криволинейная система 
координат на плоскости представляет собой два 


7 $ % 9 9 9 





Рис 2.69 


ж) Эта система координат совпадает с декартовой сис- 
темой координат, определенной в начале 2.6.5, для случая 
п = 2. В литературе часто применяется также для общих 
косоугольных координат понятие «декартовы координаты». 
Тогда при о = 90° (и; = и; = из = 0) появляется понятие 
«прямоугольные декартовы координаты». В последуюшем 
под декартовыми координатами всегда следует понимать 
координаты прямоугольной системы координат, оси кото- 
рых имеют одинаковые единицы масштаба. 
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однопараметрических семейства кривых (семейства 
координатных линий). 
плоскости при этом проходит только одна кривая 


каждого семейства. Две кривые, принадлежашие 
разным семействам, имеют ровно одну обшую 


точку. Оба значения параметров, при которых 


кривые из двух семейств кривых проходят через 
одну и ту же точку Р, называются криволинейными 
координатами точки Р. На рис. 2.69 изображена 
такая координатная система с семействами кривых 


У и 9 (5, Е — параметры). 


Часто применяюшейся криволинейной системой 


координат является полярная система координат. 


Она состоит из заданной фиксированной точки О 


плоскости (полюса), концентрических окружностей 


с центром в точке О и лучей с началом в точке 
О, один из которых называется полярной осью 


(рис. 2.70). Параметрами обоих семейств кривых 


(полярными координатами) являются радиус р для 










ф=180 У ТК 
Фау, 
УС 









Рис 270 


семейства концентрических окружностей (поляр- 
ный радиус, или расстояние.до полюса) и угол ф 
между полярной осью и лучом для семейства 
лучей (полярный угол) Полярный угол считается 
положительным при отсчете от полярной оси 
против часовой стрелки и отрицательным при 
отсчете в обратном направлении. Точка Р в полар- 
ных координатах изображается так: Р = (р, Ф). 
2.6.5.1.3. Преобразование координат 
на плоскости. Параллельный пере- 
нос системы координат. Если прямоли- 
нейная система координат У = (0; 91, 92} пре- 
образована переносом на вектор ОО в систему 


координат # = (0; 91, 92} с началом в точке 
О = (а, ћу и координатными осями дъ и 95, 
параллельными осам дү и 92, то имеют место 





Рис 271 


Через каждую точку Р 


следующие формулы преобразования: х = х ~ а, 
у = у – Ь При эгом Р = (х, уу = (х, у ју (рис. 2.71). 

Поворот системы координат. Коор- 
динатная система Х с координатным углом о 
при повороте на угол ф переходит в координат- 
ную систему 2'; формулы преобразования имеют 
вид 





,  51(Ф0 + Фф) біп Ф 
Хо ---------Х у 
510 0) 811: © 
, ут Ф біп (0 — Фф) 
у =— === ~ + - г----- 
50 0 5 0) 


При этом Р = (х, у); =(х, у). (рис. 2.72). 


4 
| % 





Рис 272 
Если о = 90° (поворот декартовой системы 
координат на угол ф), то получаем 
х= хсоѕф + узшф, у = —хзшф + у сов 9. 


Пусть Х — прямолинейпая система координат 
с координатным углом о, У, — прямолинейная 
система координат с координатным углом 0), 
2: — полярная система координат, полярная ось 
которой Ў, совпадает с осью х в Х. Пусть, 
далее, начала координат систем Х и 2, совпадают 
с полюсом системы >; (этого всегда можно 
добиться параллельным переносом систем коорди- 
нат Х и 2). 

Тогда, если точка Р, имеющая в этих трех 
системах координаты Р = (х, у); = (хи, У), = 
= (р, Ф)у, задана только относительно одной 
системы координат, то ее координаты в других 
системах могут быть найдены по формулам 











_ біп (о — а) віп (о — В) 
Со біп то УР 
біп о. 51 В 
у = - Хх - 1 
біп © 54 0 
5т В 50 (о — В) 
Хұ- ---2----Х- 5 У, 
| зш(В- о) 510 (В — а) у 
біп Ф біп (0 — о) 
= у, 
У! өт (В — а) біп (В — а) у | 
рзш (о — $) р віп Фф 
Х = -------------, = — 
біп Ф біп 0) 
аа, узмо | 
= Ух” + у“ + 2ху сов о, = ата 2 --------; 
Р ү у у ? Ё у с05 0 + Х 


где а – угол между положительными направле- 
ниями оси хв Хи оси хү, в Х1; В- угол между 
положительными направлениями оси х в Хи оси у 
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в», (о; = В – ©; о, В считаются положительными 
при отсчете от полярной оси против часовой 
стрелки). 

2.6.5.2. Координатные системы в пространстве. 

2.6.5.2.1. Прямолинейные системы 
координаг в пространстве. Прямоли- 
нейная система координат 5 в пространстве 
состоит из заданной фиксированной точки О 
пространства (начала координат) и трех прямых 
91, 92, дз, не лежаших в одной плоскости и пере- 
секаюшихся в точке О,- координатных осей (осей 
х, у, 2, или соответственно оси абсцисс, оси орди- 
нат и оси аппликат): У = (0; дъ 92, 93). Три 
плоскости, содержашие пары координатных осей, 
называются координатными плоскостями (плоско- 
стями ху, хг и уг). На каждой из трех осей лучам, 
выходящим из точки О, приписываются положи- 
тельное и отрицательное направления и на каждой 
прямой выбирается масштаб длины (рис. 2.73). 





Рис 273 


Без ограничения общности можно считать, что 
масштабы длин всех трех осей равны (этого всегда 
можно добиться умножением масштаба каждой 
оси на соответствующее число). Пусть косинусы 
между положительными направлениями осей х, у 
И 2 (координатных углов) равны соответственно 
сов 2 (у, 2) = м}, соз 2 (2, х) = мо и сов д (х, у) = 
При мі = и» = из = 0 система координат 
называется ирямоуголь- 
ной (или декартовой) сис- 
темой координат; в про- 
тивном случае система 
координат называется ко- 
соугольной *). В зависи- 
мости от взаимного рас- 
положения положитель- 
ных направлений осей 
возможны правая и левая 
координатные системы 
(рис. 2.74). Ковариантны- 
ми координатами точки Р являются расстояния от 
точки до трех координатных плоскостей, взятые 
с соответствуюшими знаками. 
Контравариантными координатами (параллель- 
ными координатами) точки Р являются длины 
отрезков прямых, которые проектируют точку Р 
поочередно на каждую из трех координатных 





Рис. 2.74 


*) См споску в 2651.1. 


плоскостей параллельно координатной оси, не ле- 
жащей в этой плоскости (см. рис. 2.73), взятые 
с соответствующими знаками. В декартовой сис- 
теме координат ковариантные и контравариантные 
координаты совпадают. Координата точки поло- 
жительна, если точка лежит по ту же сторону от 
координатной плоскости, проходящей через две 
координатные оси, куда указывает положительное 
направление третьей координатной оси. В против- 
ном случае координата точки отрицательна. 
Пространство разбивается гремя координат- 
ными плоскостями на восемь октантов, знак 
каждой отдельной координаты в которых опре- 


деляется в соответствии с таблицей: 
х | + |- | - | + | - | - | - | +] 


Точка Р с абсциссой а, ординатой Б и аппли- 
катой с относительно системы координат Х запи- 
сывается так: Р = Р; = (а, Б, с). Если одновремен- 
но другие системы координат не используются, 
то индекс Ў можно опускать. 

2.6.5.2.2. Криволинейные системы ко- 
ординат в пространстве. Криволинейные 
системы координат в пространстве являются 
обобшением ирямолинейных. Они состоят из трех 
однопараметрических семейств поверхностей. Че- 
рез каждую точку Р пространства проходит толь- 
ко одна поверхность каждого семейсгва. Значенил 
параметров для этих трех поверхностей и явля- 
ются криволинейными координатами точки Р. 

Часто применяющимися криволинейными систе- 
мами координат являются сферическая система 
коорлинат и цилиндрическая сисгема координат. 

Сферическая система координат состоит из 
заданной фиксированной точки О (полюса) прост- 
ранства, из ориентированной прямой 0, проходя- 
щей через точку О, из полуплоскостей, ограни- 
ченных этой прямой (одна из них называется 
полуплоскостью нулевого меридиана), из конических 
поверхностей с вершинами в точке О и с прямой 
4 в качестве оси и из сфер с центром в точке О. 
Параметром семейства сфер является радиус сфе- 
ры р (полярное расстояние), параметром семей- 
ства полуплоскостей — угол Фф, который полу- 
плоскость образует с полуплоскостью нулевого 
меридиана (географическая долгота). Параметром 
семейства конических поверхностей является их 
угол раствора 6. Угол 0 измеряется между поло- 
жительным направлением прямой 4 и образующей 
боковой поверхности конуса (географическая ши- 
рота). Положительные направления отсчета по- 
казаны на рис. 2.75. В сферических координатах 
точка Р изображается в виде Р = (р, Ф, Ө). 

Цилиндрическая система координат состоит из 
заданной фиксированной точки О (начала коорди- 
нат), ориентировапной прямой 4, проходящей 
через эту точку, из плоскосгей, перпендикулярных 
прямой д, из полуплоскостей, которые ограничены 
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прямой 4 (одна из них называется плоскостью 
нулевого меридиана), и из цилиндров, осью которых 
является прямая д. Параметром семейства перпен- 
дикулярных 4 плоскостей является расстояние 2 
положительно 


от точки О до плоскости: 2 





Рис. 276 


Рис. 275 


(отрицательно), если плоскость пересекает положи- 
тельную (отрицательную) часть прямой 4. Пара- 
метром пучка полуплоскостей является угол Ф, 
который полуплоскость образует с полуплоскостью 
нулевого меридиана. Положительное направление 
отсчета показано на рис. 2.76. Параметром се- 
мейства цилиндров является радиус цилиндра р. 
В цилиндрической системе координат точка Р 
изображается в виде Р = (Ф, р, 2). 

2.6.5.2.3. Преобразование координат 
в пространстве. 

Параллельный перенос. Система ко- 
ординат > = (0; 91, 42, дз) переносом на вектор 
ОО преобразуется в систему координат 5 = 

= (0; 91, 9» 93} с нача- 

лом координат в точке 

О = (а, Ь, с); и координат- 

ными осями 91, 42 И 953, 

параллельными осям 01, 

‚02 И 9з, при помощи 

9 следующих формул 

(рис. 2.77) х +х-а, 

у=у—ћ,2 =2-с. При 

этом Р=(х, у, 2); = 
= (х, у, 2). 

Поворот систе- 

Рис. 2.77 мы координат. По- 

ворот декартовой систе- 

мы координат ХУ = (О; ду, 92, 93} вокруг проходя- 

шей через начало координат оси 4 с направляю- 

шими косинусами 







сов < (01, 9) = а, соѕ 2 (92, 9) = В, сов 2 (93, 9)-1 


на угол 0 переводит ев в систему координат 
>' = 10; дъ 92, 93} (рис. 2.78) при помощи сле- 
дуюших формул перехода: 


х' = х (сов Ө + о2(1- сов 0)) + у (ү ѕіп Ө + 
+ ав (1 — соѕ 0)) + 2(—В зт Ө + ау (1 — сов Ө)), 
у = х(– тү ѕіп Ө + Ва (1 — сов 0)) + 
+ у (соѕ 0 + В? (1 — соѕ 0)) + 2 (а іп Ө + Ву (1 — со 0)), 
г = х (Випб + уа (1 — соѕ 0)) + у(—хзт 0 + 
+ ҮВ (1 — сов 0)) + 2 (сов 0 + у? (1 — сов 0)). 
Здесь Р = (х, у, 2) = (х', у, 2 ју. 


Если известны направляющие косинусы углов 
между осями декартовых систем Х и Х с общим 
началом, то имеют" место формулы: 

х =ђх+–- ту +пг у + х + тау + пот, 

2' = 3х + туу + 132, 
где |, т, п; (і = 1, 2, 3) — направляющие косинусы. 
В векторной форме: 


где 


х= (х, у, 2), х= (х, у, г). 


Матрица перехода 


А -| т т; тз 


п; по пу; 

является ортогональной (см. 2.4.4.2.5). 
Если заданы две системы координат Хи Х 
с совпадаюшими началами координат и известны 


косинусы углов между положительными направ- 
лениями осей системы Х (оси х, у, 2) и системы 





Рис 2 78 


, 


У (оси х, у, 2), а также косинусы ми}, у, Из 
координатных углов системы Х (см. 2.6.5.2.1), то, 
зная положение точки Р в системе 3, можно 
вычислить положение той же точки в сисгеме 2 
по нижеследующим формулам. 

Пусть Р = (х, у, 2» = (х', у, 2 ју; тогда 


(1 - у2) Х- (из — у У) у — (и — №31) 2 























х= ------- Таг 00070779 
22 (1 — 2) У- (№; — №›мз) 2 — (из — маи) Х 
у = плот 92 ни" 
2- (1— м2) 2 — (и, — мау) Х — м, - им) У 
= 4 р - 


где 62 = 1 + 2 ми; — м2 — м2 — и, 


Х =х сов 2 (х, х) + у сос 2 (у, х) + 2' сов « (2, х), 
У = х' сов 2 (х, у) + у соз 2 (у, у) + 2 сов 2 (2, у), 


2 = х сов д (х, 2) + у соз 2 (у, 2) + 2 соз 2 (г, 2). 
) у 


1 

Пусть декартова (У), цилиндрическая (%)) и 
сферическая (Х,) системы координат согласованы 
начала координат систем 2, Хі и 3, совпадают, 
главные прямые 4 систем УХ и 2; совпадают 
с осью 2 системы 3, ограниченные прямой 4 
полуплоскости нулевого меридиана систем Ў, и 2; 
содержат положительную часть оси х системы 2. 
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Тогда координаты точки Р относительно трех сис- 
тем У, Хі и Х, связаны друг с другом следую- 
шими формулами. 








Если Р- — (х, У, г), = — (р, Ф, 2), = (р, Ф, др, 
\ х = р сов ф = р чп Ө сов ф, 
ЕЕ = р ѕіп ф = біп Ө сіп Ф, 
4“ 2 = г = р сов Ө, 
= Их? жу, р-үх + у +22, ф=агав =, 
Л үх? + у“ 2 
= Аагсір —-——-—-— = агссоѕ — ===. 
2 үх? + у? + 22 


2.6.6. АНАЛИТИЧЕСКАЛ ГЕОМЕТРИЛ 


Аффинное п-мерное пространство А, над век- 
торным пространством И, есть множество А, 
каждой паре элементов которого Р, Р, поставлен 
в соответствие вектор из У, обозначаемый далее 
Р,Р,, причем 1) для любых Р,ЄА,, хЕЙ, су- 
ществует один и только один элемент Р; є А, для 
которого БІР; = х; 2) Р.Р. + Р.Р. = Р,Р; для всех 
Р,, Р,, Раб А, Элементы А, называются его 
точками; вектор Р,Р, называется вектором пере- 
носа из точки Р, в точку Р.. 

Подмножество 1,с А, называется плоскостью 
в А, если вместе с точками Ро, Р,, Р, оно 
содержит также любую такую точку Р, что РР 
есть линейная комбинация векторов Р,Р,, 

‚ РоР„. Размерность подпространства Р,, порож- 
денного векторами РОР, Ро, Ре |, называется раз- 
мерностью плоскости [. Гиперплоскостью назы- 
вается плоскость размерности (и — 1). 

Аналитическая геометрия на плоскости и в 
пространстве относительно системы координат 
двумерного или трехмерного аффинного простран- 
ства или относительно прямолинейной параллель- 
ной системы координат отличается весьма незна- 
чительно. Как наиболее часто применяемой в 
дальнейшем прямолинейной параллельной системе 
координат будет отдаваться предпочтение. 

2.6.6.1. Аналитическая геометрия на плоскости *). 
Расстояние 4 между двумя точками в параллель- 
ных или полярных координатах Р, = (х;, У 


= (рі, Фи, и Р, = (хо, Уз), = (р›, Ф), 
ляется по о Следующим Формулам: 


4 = Ир? +. + р – 02 — 2рір, С05 (Фо — Фу) = 


= у (хо = х1)2 + (у — у1)2 +2 2 (х; – ха) (у — ул) сов ©. 


В декартовых 
= Ис - ху)? + (уа = уп). 

В последуюшем (если нет специальной ого- 
ворки) всегда имеются в виду декартовы коор- 
динаты. 

Координалы середины отрезка Р,Р „Ро: 











ВЫЧИС- 





координатах 4 - 


_ Хүж Х2 у Ут + У2 
= -----, = ---------, 

2 2 

ж) Векторное изображение (представление в векторной 
записи} дается голько в 2.6.6.2. Оно совпадает с пред- 
ставлением (векторным изображением) в векторной записи 
для плоскости, если опускаются последняя компонента век- 
торов и последняя строка и последний столбец магриц 


Координаты точки Р, которая делит отрезок 


т 4(Р, Р 
Р,Р, в отношении т 4(Р,Р) .. 
п 4 (Р, Р,) 
х = пхъ + тх; 2 хі + Ах 
пт 1437 
ус Ва + туу Уа УМ 
п+ т 1+А С 


При А < 0 точка Р лежит вне отрезка Р.Р. 
Координаты центра тяжести системы из п мате- 
риальных точек Р; = (х;, у) с массами т; (= 
= 1, 2, ..., п): 

п 


» ту; 


і= 1 і= 1 





х = —, = —— 
п п 
Ут; 2 т 
Ориентированная площадь 8 многоугольника 
с вершинами в точках Р,, ..., Ри: 


5 = [а — хз) (у1 + у) + 
+ (х — хз) (уз + уз) +... + (а — хи (уа + У]. 


Ориентированная площадь треугольника с вер- 
шинами в точках Р,, Р,, Рҙ: 


1 хі у! 1 

9 = — 1 
2 Х2 У2 

хз уз 1 


При вычислении по этим формулам плошадь 


получается положительной, если обход вершин в 


порядке нумерации происходит против часовой 
стрелки, и отрицательной в противном случае. 
Если 5 = 0, то Р,, Р;, Рз лежат на одной прямой 
(необходимое и достаточное условие). 

2.6.6.1.1. Прямая. Каждая прямая на плос- 
кости в параллельных координатах представима 
ввиде Ах + Ву + С = 0, ав полярных координатах — 
в виде рсо5(ф-0)-р, где р- расстояние от 
полюса до прямой, а — угол между полярной 
осью и нормалью к прямой. 

Если А =0 (В = 0), то прямая параллельна оси 
х (оси у). Если С =0, то прямая проходит 
через начало координат. 

Если В # 0, то равенство Ах + Ву + С = 0 можно 
записать в виде у = Кх + Б. Прямая пересекает 
ось у в точке Р = (0, Б). 

В декартовой системе координат К — угловой 
коэффициент прямой: К- ра (а – угол между 
осью х и прямой). 

Прямая может быть задана точкой Р, = (ху, у!) 
и угловым коэффициентом К или двумя точками 
Ру = (хи, уу) и Р, = (х›, у). 

Уравнение прямой, проходящей’ через данную 
точку в заданном направлении: у- уі = К(х — х)). 

Уравнение прямой, проходящей через две задан- 


у- У! х-х! 
ные точки: ——— = ----- Имеет место ра- 
Уг — У! Хг — Хх! 
Уг — У! 
венство К = ----- 
Х2 —Х! 
9 х у 
Уравнение прямой в отрезках: — + % = |. 
а 


Прямая пересекает ось х в точке А = (а, 0) и 
ось у в точке В = (0, ђ). 


200 ГЕОМЕТРИЯ 





Нормальное уравнение прямой: хсоѕ х + 
+ учпа — р = 0, где р – расстояние от прямой до 
начала координат, а а- угол между нормалью 
к прямой и осью х. 

Нормальное уравнение прямой можно получить 
из уравнения Ах + Ву + С = 0, умножив его на 


нормирующий множитель и = + ИИА? + В?. Знак 
и должен быть противоположен знаку С. Косинусы 
углов, образуемых прямой с осями координат, 
называются направляющими косинусами. Если 
2. (осы х, прямая) = у и 2 (ось у, прямая) = 6, то 
С086 = со5 (90° — у) = чп у, соѕ? у + сов: 6 = 1. 

Расстояние 4 от точки Р, = (х1, уу) до прямой, 
задаваемой уравнением хсоѕа + уѕіпа – р = 0, 
равно модулю числа й = х; соѕа + узши-р 
(подстановка координат точки в нормированное 
уравнение прямой). По этой формуле 4 положи- 
тельно, если точка Р, и начало координат 
лежат по разные стороны от прямой. В против- 
ном случае 4 отрицательно. 

Координаты (хо, уо) точки пересечения двух 
прямых, задаваемых уравнениями 


Ах + Ву +С = 0, Ах + Ву + С; = 0, 


вычисляются по формулам 





В, С, С, А, 
В, с, С, А; 
_ ФГ 42| 

ОА, В, б а, В, 

А, В, А» В, 
А, В, 

Если -0, то прямые параллельны 

А; В; 


(К, = К,, или 41/А; = В, /В,). Угол ф пересечения 





двух прямых (отсчитываемый против часовой 
сгрелки) находится из любого из соотношений 
А,В, — АВ, К —К, 
= ------ 
АА; + ВВ; 1+ АА, 
. АВ, — А,В, К —К, 
УП Фф = ———— = и 
ИА? + Ва + Ва үрт + кут 
СО5 ф = ——— ээ  пте 
ИА? + ВИА + Ва үр + крук 
1 
При К, = — га прямые перпендикулярны. 


2 
Прямая А;х + Ву + Сз = 0 проходит 
точку пересечения этих прямых, если 


А; В, С, 
А, В, С, = 0. 
Аз Вз С; 


2.6.6.1.2. Кривые 2-го порядка. Кривой 
2-го порядка на плоскости называется множество 
точек, координаты которых удовлетворяют урав- 
нению 


через 


ах? + 2бху + су? + 24х + 2еу + / = 0, (298) 


где а? + 62 + с? #0. 
В матричной форме: 


1 Б 
РА + Јат! + } = 0, А -( ) 


4 = (4, е, ғ = (х, у). 





После приведения уравнения кривой к канони- 
ческому виду (см. 2.6.6.2) кривые могут быль клас- 
сифицированы следующим образом (условие А; > 0 
всегда может быть достигнуто заменой переменных 
или умножением обеих часлей уравнения на - |). 

і-й случай. Центральные кривые (существует 
центр симметрии). Общее уравнение кривой в 
каноническом виде: Ах? + Ау? + у = 0, где М > 0. 

Классификация происходит согласно следующей 
таблице: 


Вид кривой 


эллипс (рис 2 79) 


в дейсгвигельных числах уравнение пе 
имеет решения (мнимый эллипс) 


одпа точка (0, 0) (пара мнимых пере- 
секающихся прямых или вырожденный 
эллипс) 


гипербола (рис. 2 88) 
пара пересекающихся прямых 
2-й случай. Параболические кривые (центра 
симметрии нет). Общее уравнение кривой в 
каноническом виде (с А; > 0): Ах? + 2ћу + К = 0. 


Классификация происходит согласно следуюшей 
таблице: 


Вид кривой 


парабола (рис 296) 

пара прямых, параллельных оси г 
двойная прямая (ось у) 

пара мнимых параллельных прямых 





Кривые 2-го порядка на плоскости часто 
называются коническими сечениями, так как они 
могут быть получены в сечении плоскостью 
прямого кругового конуса. Если секущая плоскость 
не проходит через вершину конуса, то сечение 
будет гиперболой, параболой или эллипсом соот- 
ветственно в зависимосги от того, параллельна ли 
секущая плоскость двум или одной образующей 
конуса или не параллельна ни одной. Если секу- 
щая плоскость проходит через вершину конуса, 
то получаются распадающиеся конические сечения. 
Параллельные прямые получаются, если конус вы- 
рождается в цилиндр (вершина конуса уходит 
в бесконечность). 

Кривые 2-го порядка могут быть также опре- 
делены при помощи фокального свойства: кривая 
2-го порядка есть геометрическое место точек, 
для которых отношение расстояний до заданной 
точки Е (фокуса) и до заданной прямой 
(директрисм) есть величина постоянная, равная е 
(оксцентриситету). При е < 1 получается эллипс, 
при е = | — парабола, при е > | — гипербола. 


Кривая 2-го порядка однозначно определяется заланием 
пяти точек общего положения через заданные пять гочек 
прохолит одна и только одиа кривая 2-го порядка Если 
хо1я бы гри точки лежат на одпой прямой, го получается 
распалающееся коническое сечение 
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Полярное уравнение. В полярных коор- 
динатах кривые 2-го порядка имеют уравнение 


--- р оо 
1 + есоѕ ф 





р = 


(р — параметр, е - эксцентриситет данной кривой, 
полюс находится в фокусе, полярная ось направ- 
лена от фокуса к ближайшей вершине). Для гипер- 
болы этим уравнением 
определяется только одна 
ветвь. 
Последующие рас- 
смотрения относятся к 
ткривым 2-го порядка в 
каноническом виде. 
Эллипсом называется 
множество (геометриче- 
ское место) всех точек 
М = (х, у), для которых 
сумма расстояний до 
двух заданных фиксиро- 
ванных точек Е; = (+с, 0) и Е» -(-<с, 0) (фокусов) 
постоянна (равна 2а) (рис. 2.79). Расстояния г, = 
< | Е М| иг, - | Е,М | вычисляются по формулам 






Рис 2 79 


г = а — ех, 7 = а + ех. 

Элементами эллипса являются: большая ось 
АВ = га; малая ось СІ) = 25, вершины А, В, С и р; 
фокусы Е, = (+, 0) и Е, = (-с, 0), где 
с = Иа? - 52: эксцентриситет е = с/а (е < 1); фо- 
кальный параметр р = Ь?/а (половина хорды, прове- 
денной через фокус параллельно малой оси). 

Каноническое уравнение эллипса (координатные 
оси совпадают с осями эллипса) имеет вид 


Параметрическое задание имеет вид 


х = а сов 1, у = В г, О << 21. 
В полярных координатах (связанных с фокусом) 


имеем 


1 + е сов ф | 





0<е<І. 


Директрисы — прямые, параллельные малой оси 
и находящиеся на расстоянии 4=а/е от нее 










Директриса 
| 
иректриса 
8 


Д 


Рис 280 


(рис. 2.80) Для любой точки эллипса М = (х, у) 

справедливо соотношение "1/41 = ғ, /4 = е. 
Диаметры — хорды, проходящие через центр 

эллипса; они делятся в центре пополам 


(рис. 2.81). Геометрическим местом середин хорд, 
параллельных одному из диаметров эллипса, снова 
является диаметр, который называется сопряжен- 
ным заданному. Если К и К- угловые коэф- 
фициенты двух сопря- 
женных диаметров, 
то КЕ = -В а? Да- 
лее, если длины двух 
сопряженных диамет- 
ров равны За, и 264, 
ачи В — острые углы 
между диаметрами и 
большой осью (К = 
= -іро, К = 10 |), то 


а: 5іп (а + В) = ар, 
а? + 53 = а? + Б? 





(теорема Аполлония). 
Касательная к эллипсу в точке М = (хо, уо) 
имеет уравнение 


Нормаль и касательная к эллипсу в точке М 
являются биссектрисами соответственно внутрен- 
него и внешнего углов, образованных радиусами- 
векторами, проведенными из фокусов эллипса в 
эту точку (рис. 2.82). Прямая Ах + Ву+С=0 
касается эллипса тогда и только тогда, когда 
А?а? + ВЭ? — С? = 0. 





Рис 2 82 Рис. 2 83 
Радиус кривизны К в точке М = (хо, уо) 
(см. рис. 2.82): 
В азро ( 26. у 263 оу" Ро 
а“ [4 ађ соѕ? и’ 


где и- угол между нормалью и радиусом- 
вектором, проведенным из фокуса в точку М 
се пересечения с зллипсом. 
Для вершин А и В (см. рис. 
В = Ь2/а = р; для вершин Сир Ҝ = а? /Б. 
Площадь: 5 = пар. Площадь сектора: ВОМ = 


2.79) 


аб х 
= -2 агссоз — (рис. 2.83). Площадь сегмента: 
а 


МВМ = ав агссоѕ 2. — ху. 
а 


Длина эллипса: 
1 2 1.3 2 „4 
1, = 4аЕ(е) = 2ла|1-1--| е2 | 2) 
2 2-4 3 
1-3-5 ү? еб 
2-4-6 5 | 


где Е (е) = Е (е, п/2) — полный эллиптический интег- 
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- Б 
рал 2-го рода. Если положить с - А, то 
а+ђ 
12 24 ле 257.8 
1, = 1+ —+ — ———+... |. 
ка + | 77417647256 1 16384. | 


Приближенные формулы: 


Г = п [1,5(а + Б) – Уађ], 


Рм па в 64 — ЗАА 
ата 64 — 1642 


Окружность — частный случай эллипса (а = Б), 


так что ее свойства вытекают из свойств 
эллипса. Оба фокуса совпадают с центром 
окружности (с = 0). 
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Рис. 284 


Уравнение окружности с центром в начале 
координат и радиусом К (рис. 2.84, а): х? + у? = К2. 
Уравнение окружности с 





у центром в точке С = 
МТ) = (хо, уо) и радиусом К 
(рис. 2.84, 6); 
(х — хо)? + (у- уо)? = К°; 


в параметрической форме 


(рис. 2.85): 


х = хо + К соѕ 1, 


Рис. 2.85 


у = уо + К віпі, 


где г — угол, образованный подвижным радиусом 
с положительным направлением оси Ох, 0 < г < 27. 

Уравнение (2.98) описывает окружность тогда и 
только тогда, когда Б=0, а=с#0 и е? + 4? — 
— аў > 0. Канонический вид уравнения (рис. 2.84) 
в этом случае: х? + у? = К?, 


М М 
Жаа 


А.” 0 
а-ы 
0 
Рис 286 Рис. 2.87 


Уравнение окружности в полярных координатах 
имеет вид (рис. 2.86) 


р? — 2рросоз (ф — Фо) + ра = К?; 


здесь (ро, Фо) — полярные координаты центра 
окружности. Если центр лежит на полярной оси 
и окружность проходит через полюс (рис. 2.87), то 
уравнение принимает вид р = 2К сов Ф. 


Гиперболой называется множество гочек, для ко- 
торых абсолютная величина разности расстояний 
до двух заданных фиксированных точек Е, = (+с, 0) 
и Е, = (-с, 0) (фокусов) постоянна (равна 2а < 2с). 


Точки, для которых р – го = 2а ("+ | МЕ, |, 
г = | МР. |), принадлежат одной ветви гиперболы 


(на рис. 2.88 — левой); точки, для которых 
г. — ү = да, принадлежат другой (правой) ветви. 





Рис. 2.88 


Расстояния ї| и г» вычисляют по формулам 
г = +(ех а), ғ, = + (ех + а). Верхний знак соот- 
ветствует правой ветви, нижний — левой. 
Элементы гиперболы: действительная ось 
АВ = га; вершины А, В; центр О; фокусы 
Ғі, Е›, лежащие на действительной оси по обе 
стороны от центра на расстоянии с(> а) от него; 


мнимая ось СР = 26 (Ь = Ис? — а?); фокальный па- 
раметр р--52/а (половина хорды, проведенной 
через фокус перпендикулярно действительной оси) 
и е = сја > 1 — эксцентриситет (см. рис. 2.88). 
Каноническое уравнение гиперболы (оси коор- 
динат совпадают с осями гиперболы) имеет вид 


Уравнение в параметрической форме: х = а сћ!, 
у=ђзћг, — О <Е< +оо. 
Уравнение в полярных 


р= Ё, е>і. 


"14 ёсов ф” 


координатах: 


Директрисы — прямые, перпендикулярные дейст- 
вительной оси и пересекающие ее на расстоя- 
нии 4 = а/е от центра (рис. 2.89). Для любой точки 


Г! "2 
М (х, у) гиперболы — = — = е. 
4, а; 





Рис. 2 89 


Касательная к гиперболе в точке М (хо, уо) 


Касательная и 





хх 
имеет уравнение 22 


нормаль к гиперболе являются биссектрисами 
соответственно внугреннего и внешнего углов, 
образованных радиусами-векторами, проведенными 
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из фокусов в точку касания (рис. 2.90). Прямая 
Ах + Ву + С = 0 касается гиперболы тогда и толь- 
ко тогда, когда А?а? — В?Ь? = С?. 





Рис 290 


Асимптоты гиперболы (рис. 2.91) — прямые, к 
которым ветви гиперболы неограниченно прибли- 
жаются при удалении в бесконечность. Угловые 
коэффициенты асимптот: К = + 16 8 = +б/а. Урав- 

р 


нения обеих асимптот: у = + — х. 
а 


Отрезок касательной ТТ, между асимптотами 
делится ‘точкой касания пополам: ТМ = МТ,. 
Площадь треугольника ТОТ, между касательной 





Рис 291 Рис. 292 


и обеими асимптотами равна ађ (для любой 

точки гиперболы М). Если через точку М про- 

вести две прямые МЕ и МОС, параллельные 

асимптотам, то площадь параллелограмма ОЕМО 
а? + Б? с? 

равна 1 = . 


Сопряженные гиперболы (рис. 2.92) 


(вторая изображена на рис. 2.92 штриховой лини- 
ей) имеют обшие асимп- 
тоты. Действительная 
ось каждой из них равна 
мнимой оси другой, и 
наоборот. 

Диаметры - хорды 
данной и сопряженной ей 
гипербол, проходяшие че- 
рез их обший центр; они 
делятся в центре пополам. 
Два диаметра с угловыми 
коэффициентами К и К 
называются сопряженными, если Ь2/а? = КК. Каж- 
дый из обоих диаметров делит хорды данной или 
сопряженной ей гиперболы, параллельные другому 
диаметру, на две равные части *) (рис. 2.93). Если 





Рис 293 


*) Из двух сопряженных диаметров только один 
(для которого |К|<бја) пересекает данную гиперболу. 
Получаюшаяся при эгом хорда - диаметр в узком смысле 
слова — делится в центре пополам. 





длины сопряженных диаметров равны 2а, и 28,, 
а а и В — острые углы, образованные этими диа- 
метрами с действительной осью (а > В), то 


ај — бу = а? – 52, а-а яп (а – В). 
Радиус кривизны К в точке М = (хо, уо) 
(см. рис. 2.90): | 
В азра | 26. 63 (ыр. 
а4 _ ђе ађ совзи ' 


где и-угол между нормалью и радиусом- 
вектором, проведенным из фокуса в точку касания. 
В вершинах А и В (см. рис. 2.88) В = р = боја. 





Рис 2.94 


Площадь сегмента гиперболы (рис. 2.94): 
АМУ = ху т (2 + 3.) ху арама 2. 
а ђ а 


Плошадь ОАМС = 9 | ай р 2100) отрезок 
4 2 с 

МС параллелен асимптоте). 

Равнобочная гипербола имеет равные оси: а = Б. 
Ее уравнение: х? – у? = а?. Асимптоты равнобоч- 
ных гипербол перпендикулярны друг другу. Если 
выбрать асимптоты в качестве осей координат 
(рис. 2.95), то уравнение равнобочной гиперболы 
будет иметь вид ху = а2/2. 


Директриса 





Рис. 295 Рис. 2.96 


Парабола — это множество точек М = (х, у), 
равноудаленных от фиксированной точки (фокуса) 
Е = (р/2, 0) и от данной прямой (директрисы) 


—— — р 
(рис. 2.96): |МЕ | -1МК| = х + 5 


Элементы параболы: ось х — ось параболы, 
вершина О, фокус Е = (р/2, 0), директриса (прямая, 
перпендикулярная оси х; уравнение: х = – р/2) 
и фокальный параметр р (расстояние от фокуса 
до директрисы, или половина хорды, проходящей 
через фокус перпендикулярно оси х). Эксцентриси- 
тет параболы е равен единице. 
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Каноническое уравнение параболы у? = 2рх (см. 


рис. 2.96); в полярных координатах: р= 
р 9 
= т-------) с осью, параллельной оси у: 
| + созф 


у = ах? + Вх + с. 
задаваемый последним уравнением: р = 1/2|а)). 
При а>0 парабола обращена вершиной вниз 
(рис. 2.97), при а < 0 — вершиной вверх; координаты 
вершины: хо = -Р/2а), уо = (дас — В2)/(4а). 
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(2,4) 


Рис 2.97 Рис. 298 


Под диаметром параболы понимают прямую, 
параллельную оси параболы. Диаметр делит 
пополам хорды, параллельные касательной, про- 
веденной в конце диаметра (рис. 2.98). Если угло- 
вой коэффициент этих хорд равен К, то урав- 
нение диаметра имеет вид у = р/к. 

Уравнение касательной (рис. 2.99) к параболе в 
точке М = (хо, уо): Ууо = р(х + хо). Касательная и 
пормаль к параболе являются биссектрисами углов 
между фокальным радиусом-вектором точки 
параболы и диаметром, проходяшим через эту же 
точку. Отрезок касательной к параболе между 
точками касания и пересечения с осью параболы 
(осью х) делится пополам касательной, проведен- 
ной через вершину параболы (осью у): 


Т5 =5М, ТЕ = ЕМ, ТО = ОР = хо. 


Прямая у = Кх + Б касается параболы тогда и 
только тогда, когда р = 26К. 





Рис 299 Рис. 2 100 


Радиус кривизны параболы в точке М = (хь, уу): 


р +2 р т 


үр сози р?’ 


— —> 

где п = | ММ | — длина нормали ММ (рис. 2.99). 
В вершине О радиус кривизны К = р. 

Площадь сегмента параболы МОМ равна двум 

третям площади параллелограмма РОММ 


” 


2 
(рис. 2.100). Плошадь ОМК = = ху. 


Фокальный параметр параболы, 


ГЕОМЕТРИЯ 


Длина дуги параболы от вершины О до точки 
М = (х, у): 
ОМ = 


Дејну] 
- | (+ + 2) + Бал | = 


х 
Приближенно при малых значениях -- 
у 


В 142 хү! 2/х\“ 
ом <> У 34 5. у . 


2.6.6.2. Аналитическая геометрия в пространстве. 
Расстояние между двумя точками Р, = (хи, у}, 21), 
Р, = (хо, ул, 22) в параллельной системе координат 
равно 


4 = [(х2 — х1)? + (у — уі)! 
+ 2 (у; — у1)(22 


+ (22 — 21)? + 
- 21) иу + 2(2; — 21)(Хх; — хі) + 
+ 2(х, — х,) (2 — у) мэ], 


где иу, М;, мз — косинусы координатных углов 
(см. 2.6.5.2.1). В декартовых координатах 


а = (х — хи)? + (у — у? + (22 21). 











— 
Координаты середины отрезка Р.Р,: 
дах |) У 220553. 
227 27 2 
Координаты точки Р, _которал делит отрезок 
—— т Р,Р 
Р Р, в отношении — = ——=А^: 
п РР, 
пх, + тх; х, + АХ: 
х= - ---ш --------, 
п+т 1 +А 
у= пу, + туз _ Уу + Хуг 
п+т 1-1 7 
па + то _ 2+ №2, 
от 1-3 
_ Если 1 «0, то точка Р лежит вне отрезка 
Р,Р,. Координаты центра тяжести Р(х, у, г) 
системы п материальных точек Р;-(х, у, 2) 
(1 = 1,...,п) с массами т;: 
п п 








| т; 2 т; У т; | 


Ориентированный объем треугольной пирамиды 
с вершинами в точках Ру, Р,, Рз и Ра: 


Хү У: 21 1 Хр — Х2 У! — У2 21 — 22 
2111Х 2 1|— 
У-- 2 У2 2 7-6 Х- Хз У! — Уз 21 - 231" 
х 23 1 
з Уз 23 Ху — Ха у — Уа 21 — 24 
ха Уд 24 ! 


Обљем положителен, если ориентация тройки 


векторов РІР;, Р,Рз, Р,Р, совпадает с ориента- 
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цией системы координат. Если У =0, то четыре 
точки лежат в одной плоскости (необходимое и 
достаточное условие). 

В дальнейшем мы будем рассматривать только 
декартовы системы координат. 

2.6.6.2.1. Прямая. Каждая прямая в про- 
странстве может быть задана системой линейных 
уравнений относительно координат (пересечение 
двух плоскостей, рис. 2.101): 

Ах + Ву + С;2 + Рр; = 0, 


| (2.99) 
Ах + Ву + С;г + Бо = 0. 


Или в векторной форме: 
ІМ, + р, = (), г“, + р, = 0, 
где г = (х, У, 2), М; = (4, В, Су (і = 1, 2). 


2 


- х | 
Ру) 4! 






Рис. 2.102 


Рис 2 101 


Прямая может быть задана точкой Р, = (Х1, уі, 
21) и параллельным ей вектором (направляюшим 
вектором) В = (!, т, п) (рис. 2.102). Тогда уравнение 
прямой в координатной форме имеет вид“) 


х2м 5и 278. (2.100) 
! т п 
в векторной форме. 
(г — г)хЕ=0 или г=г, + КА, 


где г = (х, у, 2), г: = (Хі, Уі, 21); 
в параметрическом виде: 


х-х +Й, у= у + ФА, 2=2, + ПА. 


При этом между (2.99) и (2.100) существует 
слелующая связь: 
В, С, 


СІ 41 
С; А; 


| = ‚т= 














2 А; В, 
_|А,В, 





Прямая однозначно определяется двумя точка- 
ми Рі = (х, уі, 21) и Р, = (Хо, ул, 22). Уравнение 
прямой: 

в координатной форме (см. сноску): 

2-24 


--- -----; (2.101) 


22 — 21 





в векторной форме. 

(г- г) х (7 — г.) = 0 или г=г + А(г — г), 
где г, — г, есть направляющий вектор В прямой: 
К = (1, т, п) = (х — Ху, у — Уһ 22 — 21). 

Расстояние 4 от точки Ру = (хз, уз, 23) до 
прямой, заданной в виде (2.100), вычисляется по 


ж) В случае, если знаменалель какой-либо из дробей 
равен 0, то равен 0 и соогветствующий числитель 
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формуле 


2 


1 
ШЕТ ЕТЕ 
+ (из = у) п - (23 — 21)т| + 
+ [(23 = 21)! — (хз — х) | эр, 


Кратчайшее расстояние а между двумя прямы- 
ми, заданными уравнениями 


(Оз — х) т — (уз — уп) Д? + 





х— Хр у= уі 2 — 21 
о -------; 
1, ті П 
х- х у- Уг 2 — 22 

= -------- -- , 
1, т; "2 


может быть вычислено по формуле 


Ху- Хх У! — Уг 21 — 22 


+ 1, т! п} 
в № (2.102) 
1. тү 2 ті Пі 2 ПІ 1, 
1 тэ тә 2 "2 1, 




















Две прямые пересекаются тогда и только 
тогда, когда стоящий в числителе формулы 
(2.102) определитель обращается в нуль (4 = 0). 
Если уравнения обеих 
прямых объединить в си- 
стему и решить ее от- 
носительно х, у, 2, то 
будут получены коорди- 
наты точки пересечения. 
Угол пересечения двух 
прямых равен углу меж-“ 
ду направляющими век- 





торами В, и В, этих 
прямых; 
К,Е, Рис 2103 
С08 ф = -------1--- 
ІК, ПВ, | 
2.6.6.2.2. Плоскость. Каждую плоскость в 


пространстве можно задать линейным уравнением 
относительно координат (рис. 2.103): 


Ах + Ву + С2 + О = 0. (2.103) 
В векторной форме: 
М + р=0, М-(А, В, С), г= (х, у, 2). 


Перпендикулярный плоскости вектор М назы- 


вается нормалью к плоскости. Если |М|- 
= ИА? + В? + С? = 1, то уравнение плоскости 
может быть записано в виде 
х сова + усо$ В + 2с05 у - р=0, р20 
(нормальное уравнение плоскости). 
Умножением на нормирующий множитель 


1 





+ = 
ИА? + В? + С? 

знаку 0) уравнение (2.103) может быть приведено 

к нормальному; 


— (знак которого противоположен 





А 
шин ИА? + В? + С? 
И В 
сор = И? + В2 + С? 
+ с 
ТТ рав + С 
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суть направляющие косинусы нормали; р— рас- 
стояние от начала координат до плоскости. 
Если в уравнении (2.103) р = 0, то плоскость 


проходит через начало координат. При А=0 
(8-0, С = 0) плоскость параллельна оси х 
(оси у, оси 2, при А-В-0 (4-0-0, 


В = С = 0) плоскость параллельна плоскости ху 
(плоскости х2, плоскости у2). 
Уравнение плоскости в отрезках: 


234424. 

а Ь с 
Эта плоскость пересекает оси координат в точках 
Р, = (а, 0, 0), Р, = (0, Б, 0) и Р, = (0, 0, с). 

Плоскость однозначно определяется: 

(1) трема своими точками Р, = (хь, у}, 21), 
Р, = (х, уз, 2) и Рз = (Ха, уз, 23), не лежащими 
на одной прямой; 

(П) двумя своими точками Р, и Р; и парал- 
лельным плоскости направлением, задаваемым век- 
тором Е = (|, т, п), не параллельным Р.Р»: 

(ПІ) точкой Р, и двумя параллельными 
плоскости направлениями, задаваемыми двумя 
линейно независимыми векторами В, = (1, ті, п)), 
К, = (5, т», по); 

(ГУ) точкой и ненулевым вектором М = (А, В, С), 
коллинеарным вектору нормали к плоскости. 

Тогда уравнения плоскости получаются сле- 


дующим образом: 
Случай (1): х -хі у — у, 2 


Х; — ху У ур 22—2:| = 0; 


Хз т Ху уз — У! 23— 21 


в векторной форме: г- г!) (г, — г!) (г; - г.) =0 
(смешанное произведение векторов), 

ГІ, Го, Ез — радиусы-векторы трех точек Р,, Р;, 
Ра, аг = (х; у; г). 


Случай (П): | х - ху -у 2 — 21 
Х,-Хі У2- Уі 22-21 


! т п 


в векторной форме: (г – г.) (г - г.) В = 0. 


Случай (Ш): | х-х, у-у 2-2 


1, ті ПІ = 0; 


1, тэ п, 
в векторной форме: (г –т,) В.В, = 0. 
Случай (ІУ): А(х- х,) + В(у – у) + 
+ С(2 – 2) = 0; 


в векторной форме: (г - г.) М = 0. 

Множеством решений системы, состоящей из 
уравнений нескольких плоскостей, является точка 
или линия пересечения этих плоскостей (прямая). 
Если система уравнений не имеет решений, то 
плоскости не имеют общих точек, 

Угол пересечения Фф двух плоскостей равен 
углу между векторами нормалей М,, №, к соот- 
ветствующим плоскостам: 

М, №, 


> ЕМ, ПТ 
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Угол пересечения у между плоскостью и прямой 
у = 90° —х (х – угол между вектором нормали М 
к плоскости и направляющим вектором К прямой): 


МЕ. 


С08 Х = 5шу = АПЕТ: 


2.6.6.2.3. Поверхности 2-го порядка. 
Поверхностями 2-го порядка в пространстве назы- 
ваются такие множества точек, координаты которых 
удовлетворяют уравнению вида 


ацх? + ду? + азз2? + За рху + даъзхг + 2а›зу2 + 


+ 2а4аХ + 2а,4у + 28342 + ада = 0; (2.104) 


в матричной форме: 
Т (4 
ГАг + 2аг + 444 = 0, 
где 
411 212 413 


г = (х, у, 2, А=| а; 022 азз |, 


азі 432 Язз 
а = (414, 424, аза) (АО). 


Приведение к каноническому виду. 
При параллельном переносе системы координат 
на вектор г“, координаты которого уловлетво- 
ряют уравнению Аг* = -а, в уравнении поверх- 
ности 2-го порядка исчезают линейные члены. 
Уравнение принимает вид 


2 2 2 
Бах" + Бу" + ђ332' + 26 ху + 25,,х72 + 


+ 2ђозу г + Бад = 0, (2.105) 


где х, у, 2 — координаты относительно новой 
системы координат Х. 

В матричной форме: гВгТ+ ба = 0, г = 
= (х, у, 2), В = "|||. (Начало новой системы 
координат Р является центром симметрии поверх- 
ности 2-го порядка, т.е. если г = (х', у, 2) – 
точка поверхности, то -г =(—х, – у, – 2) – так- 
же точка поверхности 2-го порядка.) Матрицы А 
и В – симметрические (а; = а; и Б; = Б), нб- 
зтому их собственные значения действительны, 
а собственные векторы ортогональны. 

При последуюшем преобразовании (преобразо- 
вание к главным осам) к системе координат 
2" с началом координат, остаюшимся в точке Р, 
и осями координат, совпадаюшими по направлению 
с собственными векторами, уравнение поверх- 
ности 2-го порядка приобретает вид 


Ма)? + А (3)? + Аз (27) + саа = 0, (2.106) 


где Ма, А, Аз — собственные значения матрицы В. 
В матричной форме: 


г"Ст”"Т + саа = 0, г'1 (х", у", 2"), 
3,0 0 

о ~ 0 |, 

0-0 2, 


где х", у" и 2" - координаты точки на поверх- 
ности 2-го порядка относительно 2". Если соб- 
ственное значение имеет кратность К, то К линейно 
независимых собственных векторов следует орто- 
гонализировать при помоши метода Грама- 
Шмидта (см. 2.4.4.1.5). 


С = 
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Если е), е, ез - ортонормированные собствен- 
ные векторы, принадлежашие В, то уравнение 
(2106) получается из уравнения (2.105)) если 
положить г’=г”рТ. Здесь р — матрица, столбцы 
которой составлены из координат ортонормиро- 
ванных собственных векторов матрицы В (р орто- 
гональна). Уравнение (2.106) называется канони- 
ческим уравнением поверхности 2-го порядка. Оси 
координат являются осями симметрии поверх- 
ности. 

Если система уравнений Аг* = —а не имеет 
решений (не существует центра симметрии), то 
по крайней мере одно из собственных значений 
равно нулю. Приведение к каноническому виду 
производится аналогично случаю ненулевых соб- 
ственных значений. Необходимо следить лишь за 
тем, чтобы в случае двукратного собственного 
значения, равного нулю, собственный вектор был 
выбран так, чтобы он был ортогонален вектору а 
(свободному члену): аг! = 0. Этим обеспечивается 
исчезновение двух линейных членов в уравнении 
(2.104). После преобразования к главным осям 
уравнение поверхности 2-го порядка приобретает 


у; 
, 


(при эгом возможно равенство Л. = 0); х, у, 
2 — координаты относительно системы У’. 

В дальнейшем предполагается, что поверх- 
ности 2-го порядка приведены к каноническому 
виду (формулы (2.106) и (2.107)). Тогда возможна 
следующая классификация (условие А; > 0 всегда 
может быть выполнено путем замены переменных 
или умножением уравнения на - 1). 


Мх + Ау + та = 0 (2.107) 


Канонический вид: Хүх2 + Ау? + 32: + 4 = 0. 


Поверхности 2-го порядка с цент- 
ром симметрии. 
х? у 2 
Эллипсоид (рис. 2.104): + + => = 1, где 
с 


а, Би с — полуоси. 



















Рис 2.104 
2 
7 ам. 
САУ 
7762 РА 
7 
Рис. 2.105 


Если а= Ы >с, то имеем сплюшенный эллип- 

соид врашения, получаюшийся при врашении 
2 2 
2 

эллипса —> + — = 1, лежащего в плоскости Охг, 
а с 


эллипсоид 
мнимый эллипсоид 

вырожденный эллипсоид — мнимый конус с действитель- 
ной вершиной 

однополостный гиперболоид 

двуполостный гиперболоид 

эллиптический конус (ось конуса - ось 2) 

цилиндр с мнимыми образуюшими 

эллиптический цилиндр 

пара мнимых пересекаюшихся плоскостей 
гиперболический цилиндр 

пара пересекаюшихся плоскостей, параллельных оси 2 
пара параллельных плоскостей, перпендикулярных оси х 
пара мнимых параллельных плоскостей 

координатная плоскость (плоскость Оу?) 





Канонический вид: Ах? + Ху? + та = 0. 





>0 >0 <0 
<0 <0 
0 +0 


Некоторые свойства поверхностей 2-го порядка 
(заданы в каноническом виде). 





эллиптический параболоид 
гиперболический параболоид («седло») 
параболический цилиндр 





2.105). 
а = р < с имеем вытянутый эллипсоид вращения, 


вокруг его малой оси (рис. При 
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который получается 
при врашении лежа- 


щего в плоскости Охг 
х2 2 


+ = 1 
а? с? 


вокруг его большой 
оси (рис. 2.106). При 
а = Б = с имеем сфе- 
ру х? +у? + 2? = а?. 

Сечение эллипсои- 
да любой плоскостью 
есть эллипс (в частном 
случае — круг). Объем 
эллипсоида равен 


эллипса 





4 
Рис. 2 106 3 "408, объем сферы 


равен - та”. 


Однополостный гиперболоид (рис. 2.107): 
2 2 22 


аи Б – действительные полуоси, с — мнимая полу- 
ось. (О прямолинейных образующих см. в конце 
раздела.) 





Рис 2108 


Двуполостный гиперболоид (рис. 2.108): 


х 22 
Руса ЫН 

с — действительная полуось, а и ђ — мнимые полу- 
оси. 

Для обоих гиперболоидов сечения, параллель- 
ные оси 2,— гиперболы (для однополостного 
гиперболоида может быть пара пересекаюшихся 
прямых); сечения, параллельные плоскости Оху,- 
эллипсы. 

Если а= Б, то гиперболоид может быть 
получен вращением гиперболы с полуосями аи с 
вокруг оси 2: мнимой — в случае однополостно- 
го и действительной — в случае двуполостного 


гиперболоида. 
Конус (рис. 2.109) 
2 2 2 
х у 2 
+ 53 -0 
а 600 с? 
имеет вершину в начале координат; за его 





направляюшую кривую может быть взат эллипс 
с полуосями а и Ё, плоскость которого пер- 


пендикуларна оси 2 и находится на расстоянии 
Этот конус является 
гиперболоидов 


с от начала координат. 


асимптотическим для обоих 





Рис 2 109 Рис. 2 110 
х2 у? 22 
- + > – = = #1, т.е. каждая из его обра- 
а 5 с? 


зующих при удалении в бесконечность неогра- 
ниченно приближается к обоим гиперболоидам 
(рис. 2.110). Если а = Б, то имеем прямой кру- 
говой конус. 

Поверхности 2-го порядка, не име- 
ющие центра симметрии. 


Эллиптический параболоид (рис. 
2 2 


х у 

а 52. 
параболы; сеченил, параллельные плоскости Оху, — 
эллипсы. Если а = Б, то имеем параболоид вра- 
шения, получаемый при врашении параболы 
2-х2/а?, лежащей в плоскости Охг, вокруг ее оси. 

Обљем части па- 
раболоида, отсекае- 
мой плоскостью, 
перпендикулярной его 
оси, на высоте й, 


2.111): 2= 


Сечения, параллельные оси 2,— 


1 
равен > паи, Т. е. 


равен половине обь- 
ема эллиптического 
цилиндра с такими 
же основанием и вы- 
сотой. 

Гиперболический 
параболоид (рис. 
2.112): 





Рис. 2111 


х2 у? 
2 = >. 


а р 
Сечения, параллель- 
ные плоскости Оуг, — 
конгруэнтные (одина- 
ковые) параболы; се- 
чения, параллельные 
плоскости Охг2,- так- 
же конгруэнтные па- 
раболы; сечения, па- 





Рис. 2 112 
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раллельные плоскости Оху,— гиперболы (а также 
пары пересекаюшихся прямых). 

Обшие свойства. Прямолинейной обра- 
зуюшей поверхности называется прямая линия, 





Рис. 2.114 


Рис. 2.113 


целиком лежашая на данной поверхности; на- 
пример, прямолинейные образуюшие конической 
или цилиндрической поверхности. 

Однополостный гиперболоид 


х? у? 22 


а Ы с 


(рис. 2.113) 


= 1 имеет два семейства прямо- 


и и ро — произвольные величины. 


Гиперболический параболоид (рис. 2.114) 
2 2 
х ~ 
2 = => – > также имеет два семейства обра- 
а 
зующих: 








здесь и и г—также про- 
извольные величины. Через 
каждую точку поверхности 
в обоих случаях проходят 


1 
две прямые: по одной обра- | 
1 


зующей из каждого семей- | и 
---3<-- 


- Ол ~ 
Ж 


ства (на рис. 2.113 и 2.114 
показано лишњ по одному 
семейству прямых). 
Цилиндры. Форма цилинд- 
ра определяется его направ 
ляюшей. Мы будем считать 
ее расположенной в пло- 
скости Оху, а образующие — 





параллельными оси 2. Тогда Рис. 2.115 
имеются три цилиндра 2-го 
порядка: 
эллиптический цилиндр (рис. 2.115) 
2 2 

Хх у 

= + 2251) 

а р? 


при а = Б = К получаем прямой круговой цилиндр 


х2 + у? = К2, 





Рис 2.116 Рис. 2.117 


гиперболический цилиндр (рис. 2.116) 


параболический цилиндр (рис. 2.117) 


у? = 2рх. 


3. ОСНОВБГ МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 





3.1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 
ФУНКЦИЙ ОДНОГО И НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


3.1.1. ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА 


Числа, с которыми обычно приходится иметь 
дело — натуральные, целые (положительные и отри- 
цательные), рациональные и иррациональные, — со- 
ставляют множество действительных чисел. 

3.1.1.1. Система аксиом действительных чисел. 
Множество В действительных чисел может быть 
охарактеризовано следующими шестнадцатью ак- 
сиомами. 

Аксиомы сложения. 

1. Для любых чисел а БЕВ определено 
единственное число а + БеК, называемое суммой 
чисел а и Ё. 

2. Для любых а, БЕВ имеет место соотноше- 
ние а+ Б = Б + а“) (коммутативность). 

3. Для любых а, В, сєЁ имеет место со- 
отношение а + (Б + с) = (а + Б) + с (ассоциатив- 
ность). 

4. Существует число ОЕВ такое, что а+0=а 
для всех ає Ё. Число 0 носит название нуль. 

5. Для любого числа аєК существует -число 
БЕК такое, что а + Р = 0. 

Аксиомы умножения. 

6. Для любых чисел а, БЕВ определено един- 
ственное число а-ђек, называемое произведением 
чисел а и Ё. 

7. Для любых а, БЕВ имеет место соотноше- 
ние а-ђ=ђ-а (коммутативность). 

8. Для любых а, Б, сеВ имеет место соотно- 
шение а-(Б-с) = (а: ђ)- с (ассоциативност). 

9. Существует число [ТЕК такое, что |-ажа 
для всех ає В. Число 1 носит название 
единица. 

10. Для любого аеК, а ж0, существует БЕК 
такое, что а: = 1. 

11. Для любых а, В, сеВ имеем а-(Б + с) = 
=а-ђ+а-с (дистрибутивность). 

Таким образом, множество К образует от- 
носительно сложения коммутативную группу, а 
множество К без нуля образует коммутативную 
группу относительно умножения. 

Следствия из аксиом сложения и 
умножения. 1) Для двух действительных чисел 
а и Б имеется ровно одно действительное число 


ж) Тождественность двух действительных чисел выражает- 
ся при помощи знака равенства. Если а и ђ— различные 
действительные числа, то пишут а? 6. 


х такое, что а+ х = Б. Число х называется 
разностью чисел Б и а и обозначается ЁБ ~ а. 
При этом говорят, что ђ— уменьшаемое, а- 
вычитаемое и а вычитается из 5. В случае 
0-а пишут -а. Таким образом, число ђ из 
аксиомы 5 однозначно определено. 

2) Для любого аєК имеем: а --(-а), -0-0. 

3) Для любых а, Р, с, 4єК имеем: Ь-а-а-с 
эквивалентно тому, что а + # = Б + с; 


(Б + 4) — (а + с) = (Б – а) + (4 – с): 
(р + с) – (а +а) = (В – а) – (а — с). 
4) Из а-ђ=0 следует, что либо а = 0, либо 
р = 0. 
5) Для действительных чисел а и Б, где а = 0, 
существует единственное действительное число х 


такое, что а-х = БЭ. Число х называется частным 
(дробью) от деления В на а и обозначается 


— или Б/а. При этом Б называется делимым 
а 


(числителем), а а — делителем (знаменателем). 





1 
6) Для любого аЕВ\ {0} имеем та = а. 
7) Для любых а, Б, с, ФеК {0} равенство 
ђ 
— = — эквивалентно тому, что а:4 = Б: с; кроме 
а с 
того, шин 
ьа 54 
ас ас” 
Ма Бс 
дје ага 


8) Для любых а, БЕВ и любого сеК\ {0} 
выполняется соотношение 


с С с 


9) Для любого аєК справедливо равенство 
-а-(-1)а. 

10) Для любых а, БЕВ выполняется равенство 
-(аМ-(-а)-Ь. 

11) (-1)-(-1) =1. 

Множество К действительных чисел обладает 
вследствие указанных свойств алгебраической струк- 
турой пола (коммутативного тела). 

Кроме того, в К вводится отношение порядка 
(«больше», «меньше», «равно»), удовлетворяюшее 
следуюшим аксиомам. 
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Аксиомы порадка. 

12. Для двух чисел а, БЕВ имеет место одно 
(и только одно) из трех соотношений: а < Б, а =, 
а > 6. 

13. Для любых а, В, сеВ таких, что а < Б 
и Б < с, справедливо соотношение а < с (транзи- 
тивность). 

14. Для любых а, Б, СЕВ таких, что а < Б, спра- 
ведливо соотношение а + с < Б + с. 

15. Для любых а, В, сеВ таких, что а<ф и 
с > 0, справедливо соотношение а-с < Б: с. 

Если а <Б, то говорят, что а меньше ђ 
(или Б больше а), в этом случае пишут также 
Б> а. Если или а<ф, или а=ђ, то пишут 
а < Б. Действительные числа, удовлетворяющие 
неравенству а > 0, называются положительными; 
действительные числа, удовлетворяющие неравен- 
ству а < 0, называются отрицательными. 

Следствия из аксиом порядка. 
1) Если а< Б, то -а>-Ь 2) Если а<Ь и 
с«4, то а+с< 5-4. 3) Если асђ и с<а, 
причем 5-0 и с> 0, то ас<РҺ-а. 4) 1»0. 
5) Если а > 0, то 1/а> 0. 

16. Принцип непрерывности Дедекинда. Пусть 
множество В действительных чисел разделено на 
два класса К, и К, так, что: а) классы К, 
и К, не пусты; 6) каждое действительное число 
относится только к одному классу; в) из 
условий «ЕК, и <а следует, что БЕК.. 

Тогда сушествует единственное действительное 
число 8 такое, что все действительные числа, 
удовлетворяюшие неравенству а” < 5, принадлежат 
классу Ку, а все действительные числа, удовлет- 
воряюшие неравенству а” > 5, принадлежат классу 
К.. Число 8 называется сечением множества 
действительных чисел. 

Множество Ё действительных чисел пол- 
ностью определяется указанными аксиомами 1- 16. 

Геометрическое изображение дей- 
ствительных чисел. Если на прямой 4 
заданием точки О и единичного вектора введена 
система координат, то каждая точка М прямой 4 
однозначно определяется своей координатой х. 
Таким образом, каждой точке М прямой 4 соответ- 
ствует одно действительное число х, и обратно: 
каждому действительному числу х соответствует 
одна точка М прямой 9. Прямая д называется 
числовой прямой. Таким образом, точки прямой 9 
и соответствующие им действительные числа могут 
употребляться равнозначно. При этом говорят: 
точка а лежит левее ђ (или Б лежит правее а) 
в случае, если а< В. В частности, отрицатель- 
ные числа лежат левее нулевой точки О, а 
положительные числа — правее точки О. 

3.1.1.2. Натуральные, целые и рациональные 
числа. К понятию натуральных чисел приходят 
в процессе счета. Натуральные числа получаются 
путем последовательного прибавления 1, начинаяс 1. 
Множество натуральных чисел Мс В обладает 
следующими свойствами: 

1. 1ЕМ. 

2. Из пеМ следует п + 1ЕМ. 

3. Если пеМ, то п-1ЕМ тогда и только 
тогда, когда п 1. | 

4. Если М — подмножество М со свойствами: 
а) 1еМ; 6) из пеМ следует п+1ЕМ, то 
М -М. 


Свойство 4 выражает тот факт, что таким путем 
последовательного прибавления получаются все 
натуральные числа. Это свойство называется 
аксиомой индукции. Оно позволяет проводить дока- 
зательства по индукции. 

Принцип доказательства по методу полной 
(математической) индукции. Пусть А (п) — завися- 
щее от пеМ утверждение. Если доказано, что: 
а) А (1) выполняется; б) при условии, что А (и) спра- 
ведливо для некоторого п, верно также А(п+ 1) 
(шаг индукции), то А(п) справедливо для всех 
ПЕМ *). 


Пример. Доказать правильность утверждения А (и): 


для всех пє №. Очевидно, что А(!) верно. 
верно для некоторого числа пе М; тогда 


Пусть А(п) 


п+1 1 


У к= (п + 1) + (п + )= 20+ 1) (п + 2). 
і-і 


Следовагельно, верно также А(п + 1). Тогда, согласно 
аксиоме индукции, утверждение А(п) верно для всех пе М. 

Из принципа непрерывности Дедекинда вытекает 

Аксиома Архимеда. Для каждого действитель- 
ного числа а существует натуральное число п 
такое, что а < и. 

Сумма и произведение натуральных чисел 
суть натуральные числа. Однако если п < т, то 
п — те М. Следующее определение приводит к та- 
кому расширению области натуральных чисел, в 
котором операция вычитания выполнима неограни- 
ченно: действительное число 4 называется целым 
числом, если существуют такие натуральные числа 
пи т, что д-п- т. 

Сумма, разность и произведение целых чисел - 
всегда целые числа. Множество целых чисел 7, 
образует коммутативное кольцо. Частноеот деления 
целых чисел не всегда есть целое число. 

Действительное число а называется рациональ- 
ным, если существуют такие целые числа 01 и 94; 
(92 # 0), что а= 9; /9. В противном случае а 
называется иррациональным. 

Числа 9; и 92 не определены однозначно 
числом а: числитель и знаменатель дроби могут 
быть домножены на одно и то же целое число 


91 дар 
р (р 0): — = ==. 
92 92р 
чисел обозначается 0. 


Каждое действительное число может быть 
записано в виде десятичной дроби. При этом 
рациональным числам и только им соответствуют 
периодические десятичные дроби. Однако, например, 
разложение в десятичную дробь действительного 


Множество рациональных 


- 
числа // 2, т.е. такого однозначно определенного 
положительного действительного числа, квадрат 
которого равен 2, не является периодическим. 


Таким образом, у2 - иррациональное число. Мно- 
жество рациональных чисел бесконечно и счетно, 
а множество иррациональных чисел несчетно 
(см. 3.1.2). Множества О и В\О всюду плотны 
в В, т.е. в каждом интервале (х|а <х < Б) суще- 


*) Индукция может начинаться не с [ а с любого 
числа поёМ (по >21). В этом случае А (п) верно для 
всех пЄМ, п > по 
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ствуют как рациональные, так и иррациональные 
числа. 

3.1.1.3. Абсолютная величина числа. 
|4|, ае ЕК, удовлетворяющее соотношению 


Число 


а а при а> 0, 
а| = 
—а при а< 0, 


называется абсолютной величиной числа а (таким 


образом, |а| = у а?). 
Для любых а, БеК 
1) [а | > 0, | -а| = |а |, а< |а|; 
2) если |а| = 0, то это эквивалентно тому, что 


а = 0; 
а| |а| 
3) |4-5| = [41-16 1-21: 


4) |а+ 5 | < |а| + |6| (неравенство треуголь- 
ника); 

5) Па! - ТЪПИ < [а 61. 

3.1.1.4. Элементарные неравенства. Для действи- 
тельных чисел а, Ё; (і = 1,...,п) имеют место: 

обобщенное неравенство треугольника 


неравенство Коши — Бунлковского 


(349) (3439) 


Если аЕВ, а> -| и пеМ, то (1+а)" > 1 + на 
(неравенство Бернулли). 

Если аеВ, 0<а<1 
<1+(2"— Па. 

Если ПЕМ ип> 6, то (п/3) < п! < (1/2)". 


и пеМ, то (1 + а)" < 


Пусть а1,...,а, — действительные числа. Тогда 
А, = (а, +а, +... + а,)/п называется средним 
арифметическим, 


по 
С, = Има» ...а» а; 0,- средним геометричес- 
ким. 


" 2 0 д 
= ---------------, б; ‚ — средним 
" Да + Из +... + 1а, | 
гармоническим чисел аџ,...,а,. 
Если а; > 0 (1=1,..., п), то 


М, <С,<А,. 


3.1.2. ТОЧЕЧНЫЕ МНОЖЕСТВА В В" 


Множество М называется конечным, если 
либо оно пусто, либо найдется натуральное п 
такое, что М может быть взаимно однозначно 
отображено на подмножество Мс М: М, = 
= {х| хЕМ, х < п} (т. е. может быть занумеровано 
не более чем п числами). В противном слу- 
чае М называется бесконечным. Бесконечное 
множество М называется счетным, если существует 
взаимно однозначное отображение множества М на 
М. Конечное или бесконечное счетное множество 
М называется не более чем счетным. В против- 
ном случае М называется несчетным множеством. 


Примеры. 1) Ми О - бесконечные счетные множества. 
2) Множества Ки В\О несчетны. 


Множество точек из В" называется точечным 
мпиожеством. При п = 1, т.е. для случая числовой 
прямой В, точечные множества называются также 
числовыми множествами. 


Примеры. 1) Множество М = {(ха, х,)|х? + х? < 1) 
является точечным множеством из В? (внутренность 
единичной окружности) *). 

2) М = (Ос, Хэ, хэ) х | < 1/2, іш 1, 2, 
множество из Ё? (куб с ребром, равным 1). 

3) М = (х|0 <х< 1) – числовое множество. 


3} — точечное 


Числовое множество М называется ограни- 
ченным сверху, если существует СЕВ такое, что 
ХЕС для всех хем. Число С называется 
верхней границей множества М. При этом говорят, 
что число С ограничивает М сверху; М называется 
ограниченным снизу, если существует число 
СеВ такое, что С <х для всех хем. При 
этом говорят, что С” ограничивает М снизу 
(С — нижняя граница М). Множество М называет- 
ся ограниченным, если оно ограничено и сверху, 
и снизу. 

Число С называется верхней гранью (точной 
верхней границей), числового множества М, если 
С есть верхняя граница и для любого действи- 
тельного в>0 существует такое ХЕМ, что 
С-є«х. 

Число д называется нижней гранью (точноц 
нижней границей) числового множества М, если 4 
есть нижняя граница и для любого действитель- 
ного 2>0 существует такое хЄМ, что 
х 0-6. 

Верхняя и нижняя грани числового множества 
М обозначаются соответственно 

С = ѕир М = вир х, фд-ШЇМ- шх. 


хем хем 


Таким образом, для ограниченного сверху 
(снизу) множества М число вир М (ШЁМ) является 
наименьшим (наибольшим) числом, ограничи- 
ваюшим М сверху (соответственно снизу). Если 
8ирМєМ (ШМЕМ), то это число называется 
максимальным (минимальным) элементом мно- 
жества М и обозначается 


тах М = тах х (соответственно тіп М = тіп х). 
хем хем 


Всякое непустое ограниченное сверху (снизу) 
числовое множество имеет, и притом только 
одну, верхнюю (нижнюю) грань. 


Примеры. 1) Множество М = {х| хе, 0<х <1) яв- 
ляется ограниченным. Всякое чиедо С 21 ограничивает М 
сверху. Далее, ѕир М = 1, ШМ = тіп М = 0. Множество М 
не имеет максимального элемента. 

2) Множество М ограничено снизу, но не ограничено 
сверху. ` 
3) Для множества М = {х|х = 1 + "+1. пЕМ} имеем 


зир М = тах М = 3, ШМ = 2. Множество М не 


минимального элемента. 


имеет 


Пусть а, БЕК, а < Б. Тогда множество (а, Б) = 
= {х| хЕВ, а <х < Б} называют интервалом, мно- 
жество Та, Б] = (х|хеВ, ахх<ђ)— отрезком 
(сегментом), а множества (а, Б)={х|хЕВ, 
ажх<Ь) и (а, 5] = (х|хеК, асх<ђ) - полу- 
интервалами; дла интервалов, полуинтервалов и 
отрезков часто используется общий термин 
промежуток, а и ђ— концы промежугка, число 
ђ — а – длина промежутка. Рассматриваются также 


*) В последующем для геометрической наглядности 
всегда будет рассматриваться декартова система коор- 
динат. 


ТОЧЕЧНЫЕ МНОЖЕСТВА В В” 
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неограниченные интервалы: 
(а, +оо) = {х| хЕВ, а<х}, 
(а, +оо) = {х| хЕВ, ах х), 
(-о, а) = (х |хек, х < а}, 
(-о,а|-іх|хеВ, х < а). 


Пусть Р(х;,...,х,) и О(уь,..., Уи) — две точки 


пространства В"; тогда число 
4(Р, 0) = / У, (ат уд“ 


называется расстоянием между точками Р и 0. 
В случае и = 1 получаем 4(Р, О) = | х; – у; |. 

Пусть &>0, и пусть Р- точка пространства 
В". Тогда множество 


и, (Ро) = ТР14(Р, Ро) < в) 


называется =-окрестностью точки Ро. 2-окрест- 
ность точки Ро состоит, таким образом, из всех 
внутренних точек п-мерного шара радиуса в 
с центром в точке Ро. Иными словами, =- 
окрестность Ро есть множество точек простран- 
ства В”, расстояние которых до точки Ро меньше с. 
В случае п = | в-окрестность точки Р(х) есть 
интервал (х-в, х + в), Множество И(Ро) = В" 
называется окрестностью Ро, если оно содержит 
какую-нибудь =-окрестность Ро. 

Множество М < В" называется ограниченным, 
если оно может быть заключено в п-мерный 
шар конечного радиуса. Диаметром множества на- 
зывается верхняя грань расстояний между его 
точками. 

Точка ОЕВ" называется предельной точкой 
множества М< В", если в каждой 2-окрестности 
точки О найдется отличная от нее точка из М. 
Точка множества М, не являющаяся предельной 
для М, называется изолированной. 

Если О — предельная точка множества М, то 
в каждой =-окрестности точки О лежит бес- 
конечно много точек из М. Предельная точка 
множества М может не принадлежать этому 
множеству. 


Примеры. 1) Конечное множество не имеет предель- 
ных точек. 

2) Множество М = {х|х= 1 +(п + 1)/п, пеМ) имеет 
предельную точку х = 2. 

3) Каждое рациональное число является предельной 
точкой множества иррациональных чисел. 

4) Каждое действительное число является предельной 
точкой множества рациональных чисел. 

5) Каждая точка пространства №" — предельная точка 
этого пространства. 


Теорема Больцано — Вейерштрасса. Любое бес- 
конечное ограниченное множество в Е" имеет по 
крайней мере одну предельную точку. 

Пусть М — множество из В". Множество точек 
К", не принадлежащих М, называется допол- 
нением М. 

Пусть М’ — множество всех предельных точек 
множества М. М’ — называется производным мно- 
жеством множества М. Множество М =М |] М 
называется замыканием М. 

Справедливы следующие включения: (МУ < М”, 


М. Кроме того, М =М. 


Множество М с В" называется замкнутым, если 
оно содержит все свои предельные точки, т. е. 
М' с М. Множество М с В" называется открытым, 
если для каждой точки РЕМ существует =- 
окрестность (О, (Р), такая, что О, (Р) = М. Пустое 
множество замкнуто и открыто одновременно. 

‚ ај Множество М с В" замкнуто тогда и только 
тогда, когда его дополнение открыто. 

6) Пересечение произвольного числа замкнутых 
множеств есть замкнутое множество. 

в) Объединение конечного числа замкнутых мно- 
жеств есть замкнутое множество. 

г) Пересечение конечного числа открытых мно- 
жеств есть открытое множество. 

д) Объединение произвольного числа открытых 
множеств есть открытое множество. 


Примеры. 1) Любое конечное множество точек 
замкнуто. 

2) Для любого точечного множества его производное 
множество и его замыкание замкнуты. 

3) Множество О не открыто и не замкнуто в В. 

4) Пространство В" является как открытым, так и 
замкнутым множеством. 

5) Множество М = {1/1 |пеЕМ} сЕ не открыто и не 
замкнуто в В. 

6) Любая =-окрестность точки РЕВ" — открытое множе- 
ство. 

7) Промежуток (а, Б] с Ҝ является замкнутым множест- 
вом. 


Точка Р множества М < В" называется внут- 
ренней точкой множества М, если существует 
є-окрестность (/,(Р) такая, что О, (Р) < М. Точка 
РЕВ" называется внешней точкой для множества 
М, если она является внутренней точкой его 
дополнения. Точка Р называется граничной точ- 
кой множества М, если в любой 2-окрестности 
точки Р есть как точки множества М, так и его 
дополнения. Множество всех граничных точек 
множества М называется границей М. 


Примеры. 
внутренние. 

2) Каждое иррациональное число есть граничная точка 
множества О. 

3) Множество М, = (ху, хо) |х + х? > 1} является мно- 
жеством всех внешних точек множества М; = (Ху, хо) | х1 + 
+ хз <1}. Единичная окружность является границей М, 
и Мо. 


1) Все точки множества М = (0, )сВ 


Множество М с В" называется линейно связным, 
если любые две его точки можно соединить 
непрерывной кривой (образом отрезка при не- 
прерывном отображении), все точки которой при- 
надлежат этому множеству. Множество М назы- 
вается связным, если не сушествует таких от- 
крытых С, и С», что Мс<6,()6;, С, ()6, = 2, 
а М (|с, И мр с. одновременно непусты. 
Линейно связное множество связно. 

Если Ме В" — открытое связное множество, то 
любые две точки из М можно соединить ло- 
маной, полностью расположенной в М. В част- 
ности, открытое связное множество линейно связно. 


Пример. Кольцо М = ((х,, хо) |0 <а<хї + х? <Б} < 
с В? является связным множеством. 


Открытое связное точечное множество назы- 
вается областью. Ограниченная область С назы- 
вается односвязной областью, если ее граница — 
связное множество. В противном случае С 
называется многосвязной областью. Объединение 
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области С и ее границы называется замкнутой 
областью. 

Если область С односвязна, то любая замкну- 
тая кривая без самопересечений, лежашая в С, 
может быть стянута в точку путем непрерыв- 
ной деформации внутри области С. 
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Примеры. 1) Множество М = ((хъ хо) |х + х? < 1) 
односвязно. 

2) Кольцо М = ((х,, х,)|0<а<х + х5 < Б} является 
двусвязндй областью. 

3) Множество М = (о, хо) (х, — 1): + ха < + () 
о» х) (х + 1): + ха < 1 не является связным. 


Множество М с Е" называется выпуклым, если 
вместе с любыми двумя точками Р, ОЕМ ему 
принадлежат все точки соединяющего их отрезка. 

Пример. Прямоугольник М = (Ху, хо) || х, | <а,|х2 | < 
< Б} с В? — выпуклое множество. 

Если каждой точке Рє М поставить в соот- 
ветствие некоторую окрестность (О (Р), то сово- 
купность этих окрестностей образует покрытие 
множества М. При этом разным точкам может 
быть сопоставлено одно и то же множество, 
являющееся их общей окрестностью. Поэтому 
покрытие множества может состоять и из конеч- 
ного набора окрестностей. 

Лемма Гейне — Бореля о конечном покрытии. 
Если М с В" — замкнутое ограниченное множество, 
то из любого покрытия множества М открытыми 
множествами можно выбрать конечное покрытие. 


3.1.3. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 


3.1.3.1. Числовые последовательности. 

3.1.3.11. Ограниченность, СХОДИ- 
мость. Примеры. Однозначное отображение 
множества натуральных чисел во множество 
действительных чисел В называется числовой 
последовательностью или, короче, последователь- 
ностью Ф(п) = а,; пишут: Ф = {а,}. Последова- 
тельность {а,} называется ограниченной, если су- 
ществует такое число КеК, что |а,| ДС К для 
всех пеМ. 

Число а называется пределом последователь- 
ности {а,}, если для любого => 0 пайдется 
такое натуральное № %*), что для всех п> М вы- 
полняется неравенство |а, – а | ТЕ. Если после- 
довательность {а,} имеет предел а **), то говорят, 
чго последовательность {а„} сходится к пределу а. 


При этом пишут: т а, = а или а, эа. Если 
п — 00 


последовательность сходится к а, то вне любой 
2-окрестности а лежит лишь конечное число членов 
этой последовательности. Последовательность, не 


‚имеющая предела, называется расходящейся. 


Примеры. 1) Последовательность {1/п} сходится к 
нулю: если задать произвольное Е>0 и выбрать 
М > 1/6, что всегда возможно в силу принципа Архимеда, 
то для всех п> № имеет место соотношение |1/л —0| = 
= и < УМ <. | 

2) Последовательность {п} является неограниченной и 
расходящейся. 

3) Последовательность ((- 1)"} является ограниченной и 
расходящейся. 

4) Последовательность 

іт (и + уп= 1. 
п-» оо 

5) Последовательности {(—1)"/п} и (4), 191 < 1, сходат- 

ся к 0. 


(а + 1уп) 


сходится, И 





6) Последовательность  0:5-12, а, = + (<... + 2 ) 


(п > 2) сходится и имеет пределом у2. 
ас 
7) Для а> 0 имеем Їл Иа = 1. 
п => 00 
Последовательность {а,} называется возрастаю- 
шей (неубываюшей), если а... 2 а, для всех 
пе М. Последовательность {а„! называется строго 





*) Вообще говора, зависящее от в 
жж) Последовательность может иметь 
предел. 
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возрастающей, если а, +; > а, ДЛЯ всех пећ. 
Последовательность “а,) называется убывающей 
(невозрастающей), если а, +; < а, для всех пеМ. 
Последовательность (а,) называется строго убываю- 
шей, если а, +1 < а, для всех пе М. Возрастаюшая 
и убывающая последовательности называются 
монотонными последовательностями. 

3.1.3.1.2. Теоремы о числовых после- 
довательностях. Для числовых последова- 
тельностей справедливы следующие теоремы. 

1. Любая сходящаяся последовательность огра- 
ничена. 

2. Монотонная последовательность сходится 
тогда и только тогда, когда она ограничена. 
Если возрастающая (убывающая) последователь- 
ность сходится, то ее предел совпадает с верх- 
ней (нижней) гранью множества ее значений. 

3. Критерий сходимости Коши. Последователь- 
ность (а,) сходится тогда и только тогда, 
когда для любого &>0 существует такое”) 
МеМ, что для всех п>Л и т> № имеет место 
неравенство |а, – а, | < 5. 

4. Пусть последовательности (ад) и (5,) таковы, 


что іт а, =а іт РБ, = Б. Тогда іт (а,р,) = 
н->» оо п-» о0 пэ со 


=ађ и для любых о, ВеК выполняются соот- 
ношения 


Іт (са, + ВВ.) = ва + ВФ. 


п — до 


Если, кроме того, 550, то, начиная с не- 


которого номера, все 5,5:0 и Пт (а, /Б,) = ајђ. 
п — 00 


5. Если (а,) сходится к а, то (| а, |} сходится 
к |а|. 


6. Пусть Іт а, = а> 0. Тогда, начиная с не- 


п — со 
ом К 
которого номера, все а, > 0 и іт Иа, = Уа. 
п — 00 


Пт а, = а следует, что Пт (а, +... + 
п-» 20 п — со 


+ а,уп = а. 

8. Если последовательность {а„} ограничена, а 
последовательность (ђ,) сходится к нулю, то 
последовательность (4,5,| также сходится к нулю. 

9. Если для членов последовательности {а} 
имеет место двойное неравенство А < а, < В и су- 


ществует іт а, =а, то А <а< В. 
п-> 2 


10. Если все члены последовательности 1а,) 


понарно различны, то Іт а, = а существует тог- 
п —> со 


да и только тогда, когда множество значений 
(а, | пе М) ограничено и а является его единствен- 
ной предельной точкой. 


7. Из 


11. Если а, <%,<с,и Шт а, = іт с, = а, то 
п э 00 п-» со 
последовательность (Р,) сходится и Їл Б, = а. 
п —> 20 


Пусть {а„} – заданная последовательность, и 
пусть || — строго возрастающая последователь- 
ность (КЕМ, пре М). Последовательность (а,,) назы- 


вается подпоследовательностью последовательности 


{а„}. 
Если последовательность “а,) имеет опреде- 
ленный конечный предел а или ее предел 


ж) Вообще говора, зависящее от Е 


равен оо“), то такой же предел имеет и любая 
подпоследовательность (ан) 


Если последовательность (а,) не имеет определенного 
предела (конечного или бесконечного), то зто не означает, 
что и подпоследовательность (а) не имеет предела 


(конечного или бесконечного). Если подпоследовательность 
(а,,) имеег предел (конечный или бесконечный), то его на- 
зываюг частичным пределом для последовательности ја,). 

Из любой ограниченной последовательности {а„! всегда 
можно извлечь такую подпоследовательность (а, которая 


сходилась бы к конечному пределу (теорема Больцано — 
Вейерштрасса). Если последовательность {а„} не ограничена, 
то из нее всегда можно выделить подпоследовательность, 
имеющую частичный предел (например, бесконечный). 

Итак, для любой последовательности (а,) независимо от 
того, ограничена она или нет, существуют частичные 
пределы (конечные или равные +ос). Наибольший и 
наименьший из этих часгичных пределов всегда существуют 
и обозначаются соответственно 


іта, (верхний предел последовательности {а,)), 


Пт а, (нижний предел последовательности (а,)). 


Равенство этих пределов есть условие, необходимое и 
достаточное для существования предела (конечного или 
бесконечного) последовательности (а, 

Примеры. 1) Последовательность {(1 + 1/п)"} строго 
возрастает, ограничена и вследствие этого сходится. Ее 
предел обозначаегся буквой е. Число е = 2,71828.. играет 
важную роль в качестве основания натуральных логариф- 
МОВ. 

2) Последовательность {1/п2} строго убывает, огра- 


ничена и, Следовательно, сходится. Ее предел 
шї(1/н2 | пеМ) = 0. 
3) Для чисел а1,...,а,; ћу... „Већ таких, что а, ж 0, 
Б, # 0, 
ғ 0 при ғ < 5, 
У а,-т' 
150 аг/ при г = 5, 
Пт ------- 
п — 00 +оо приг>5 и а0/% > 0, 
У Б.п 


к=0 -о при г> 5 и ар/бћо < 0. 


4) Последовательность {аи}: а, = (– 1)" + 4. ограничена 
п 


и расходится. Ее подпоследовательность | + 1) СХОДИТСЯ 


2К 


| сходится к 





к +1, а подпоследовательность | -іІ-- | 





+1 
—1, При этом Пт а, = +1, іт а, = -1. Последова- 
п -> 00 н о 
| 
тельность | а сходится к нулю; следовательно, 


(– 1 + — 
| - 3 также сходится к нулю. 


3.1.3.2. Последовательности точек. Однозначное 
отображение ф множества М в пространство В" 
называется последовательностью точек из В": 


ф (к) = Р,(хТ, ..., хї)є В" **); 


пишут: ф = {Р,). 

Последовательность точек (Р,) называется ог- 
раниченной, если множество ее значений 
{Р,| КЄМ) с Е" ограничено. Точка Ро (х, ..., хо) 


*) То есть для любого Е>0 существует такое 
МєМ, чго |а, |> Е для всех п> М. Аналогично опре- 
деляются пределы +оо и - о 

**) Далее координаты точек опускаются ради простоты 
записи. 
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называется пределом последовательности (Рај, 
если Пт 4(Р,, Ро) + 0, т.е. если расстояния от 
К — оо 


точек Р, до Ро образуют сходяшуюся к нулю 
числовую > последовательность. Если последова- 
тельность (Р,| имеет пределом Ро, то говорят, 
что она сходится к пределу Ро. При этом пишут: 
Іт Р, = Ро). 

К — ос 

Последовательность, не имеюшая предела, на- 
зывается расходяшейся. 

Если последовательность сходится к Ро, то 
вне любой =-окрестности точки Ро лежит лишь 
конечное число Членов данной последователь- 
ности. 

Последовательность точек {Р, (х“, ..., хеј) схо- 
дится к Ро(ху, ..., х0) тогда и только тогда, 
когда сходятся последовательности соответствую- 


щих координат, т. е. когда іт х“ = х0 для 5 = 1, 
К — оо 
2, ..., И. \ 


Примеры. 1) Последовательность точек {Р} из 
К2: (хо хе) = ((К + П/К, 1/К) ограничена и сходится к точке 


іт 10 
К — со к оо К 
2) Последовательность {Р,} точек из В?: (хі, х5) = 
= (1/2, КЗ – 1) не ограничена и расходится, поскольку 
іт (К – 1) = +оо. 
К — оо 


Ро(1, 0), так как 


Так как сходимость последовательностей точек 
из Е" может быть сведена к сходимости числовых 
последовательностей, то большинство теорем о 
числовых последовательностях переносится на 
последовательности точек. В частности: 

1. Всякая сходяшаяся последовательность точек 
ограничена. 

2. Критерий сходимости Коши: последова- 
тельность точек (Р,) сходится тогда и только 
тогда, когда для любого в > 0 найдется такое МЕМ, 
что для любых К, [> М справедливо неравенство 
4 (Р,, Р) < = **). 


3.1.4. ФУНКЦИИ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО 
ПЕРЕМЕННОГО 


3.1.4.1. Функции одного действительного пере- 
менного. 

3.1.4.1.1. Определение, графическое 
изображение, ограниченность. Пусть А 
и В- множества в В. Однозначное отображение 
ү множества А в В называется действительной 
функцией одного действительного переменного ***) 
(см. также 4.1.4.5). Множество А называется 06- 
ластью определения функции ј и обозначается 
р (7). Элемент уе И/(/), который ставится в соот- 
ветствие элементу хер(]), обозначается /(х) и 
называется значением функции / в точке х. Мно- 
жество (/(х)| хєр(/) < В называется множест- 
вом значений Ги обозначается И/(/). 

Функция / полностью определена, если известна 
область ее определения и для каждого значения 


*) Последовательность точек в В" может иметь не 
более одного предела 
**) Это — так называемое свойство полноты 
ранства В". 
***) Пока речь идет о действительных функциях действи- 
тельного переменного, мы будем их кратко называть 
функциями 


прост- 


хер(ј) известно значение функции /(х), т.е. 
известно правило, по которому находится это 
значение. Правило установления соответствия 


х-»/(х) часто может быть выражено в форме 
аналитической зависимости. 

Следует различать обозначения / и /(х). Сим- 
волом / обозначают функцию, в то время как 
Ло) есть значение функции / в точке хєр(/). 
Однако простоты ради используют выражение 
«функция /(х)», понимая под этим функцию, 
определенную посредством отображения х->/(х) 
при хе) (1). 

Графическое изображение функ- 
ции. Пуствх и у — координаты точки Р в декарто- 
вой системе координат. Множество {Р (х, (х))|хе 
ер(У)) с В? называется графиком функции ў. При 
этом координата х называется абсциссой или 
аргументом, координата у-(/(х)- ординатой 
или значением функции, а уравнение у-/(х)- 
функциональной зависимостью. 

Важным вспомогательным средством при по- 
строении графика функции или при выяснении ее 
характерных свойств является построение таблицы 
значений функции. в кото- 
рой для известных значений У 
аргумента указаны соответ- 
ствующие значения функ- 
ции. Графики и таблицы для 
важнейших элементарных 
функций приведены в 1.1.1.2 0 
и 2.5. 

Функция /не обязательно 
должна быть задана явно- 
уравнением у = /(х). Она мо- 
жет быть определена также неявно — уравнением 
Е (х, у) = 0, (х, уе М с В?, параметрически (х = х (1), 
у= у(!), ТЕ Ес В) ит. д. 


у= 12] 


Рис 3 3 


Примеры. 1) Функция у= /(х) + |х|, р(7) = Ҝ, 
имеет область значений И/(/) = {у| у > 0) (рис. 3.3) 

2) Всякая последовательность действительных чисел 
фа.) является функцией с областью определения М и 
областью значений 


(7) = (а, = У(п) | пећ). 
3) Функция /: 


1 > 0, 
Мде іі е М ре 


п» оо "Хх + 1 2 при х = 0, 


имеет область значений И/(/) = (1, 2) 
4) Уравнение ух — біп х = 0 определяет функцию 


біп х 





До) = и р(у) = К\ {0}. 


х 


Сумма, разность, произведение и частное функ- 
ций Ги д определяются следующим образом: 


(7+ 9) (х) = До) +9(9,  5(+9=5(/)[\]59; 





(7-9) (х) =) (о), р(7-9) =2(0()2(9). 
лл БЕЛ ИИТ 
7 бој = 2922) робо оодо 


Если /- взаимно однозначная функция, то об- 
ратное к / отображение д также однозначно, т. е. 
тоже является функцией (см. 4.1.4.4). 

Обратное отображение 9, соответствующее 
взаимно однозначному отображению / такому, 


ФУНКЦИИ ОДНОГО ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕННОГО 


217 





что Ор(/) СЕ, И(/) С В, называется обратной функ- 
цией по отношению к функции /. 

Очевидно, что Р(4)- И(/), И(9) = Р (7), 
Г] = х при хер(а), 9 [7] = х при хер(Л), 
а функциональная зависимость у--/(х) зквива- 
лентна функциональной зависимости х = 9 (у). 

Для того чтобы из функции у = /(х) получить 
обратную функцию 4, необходимо разрешить урав- 
нение у = /(х) относительно х и (в том случае, если 
в дальнейшем независимое переменное будет обо- 
значалься посредством х) поменять переменные 
х и у местами. При этом графиком обратной 
функции 4 является график функции /, зеркально 
отраженный относительно прямой у = х. 

Примеры. 1) |(х)=х%, р(/)-4(/)- 
= {х|х > 01, имеет обратную функцию д (х) = Их. На всей 
области Р(/) = К фуикция х? не имеет обратной. 

2) Функцией, обратной к показательной функции 
Их) = е, р(Г) = В, является логарифмическая функция д (х) = 
= шх, Р (9) = {х|х> 0}. 

3) Функция /(х) = зтх имеет в О(/) = |-л/2, л/2] об- 
ратную функцию 9(х) = агсѕіп х, р (д) = [-1, 1]. На всем 
множестве В функция біп х не имеет обратной. 


Функция 


Если Ги д – функции одного переменного, то 
функция Е. определенная соотношением у = 
= Е (х) = а | /(х)| на области определения Р(Е) = 
= {хєр(/)1/(х)єр(9)}, называется сложной функ- 
цией или суперпозицией (а также композицией) функ- 
ций / и ди обозначается д-/. Следует иметь в 
виду, что здесь операция проводится справа 
налево. 


Пример. Если / (х) = ах + Б, р(/) = К и 9( = Их, 


Р(а) = (х|х = 0), то до Дх) <а|/ («)| = Уах + В. Область 
определения есть р (9° /) = (х|ах + Б> 0!. 


Функция / называется ограниченной на мно- 
жестве Е с р(}), если существует такое число А, 
что |] (х) | < А для всех хє Е. Функция / называется 
ограниченной сверху (снизу) на Е, если множество 
значений / при хеЕ ограничено сверху (снизу). 

Верхняя (нижняя) грань множества М значений 
функции / на Е называется верхней (нижней) 
гранью функции ј и обозначается зир 709 ( ілі (х), 

хе хе 


Если число вир/ (іпҒ/) на Е принадлежит соот- 
ветствуюшему множеству значений М, то оно 
называется наибольшим (наименьшим) значением 
/ на Е и обозначается тах] (х)(тиј (х)). При 

ХЕЕ ХЄЁ 


этом говорят, что функция / достигает на Е своего 
максимального (минимального) значения. 


Примеры 1) Функции /, (х) = чп х, /; (х) = сов х ог- 
раничены на В, так как для всех хеК имеем |зпх| < 1, 
| сов х | < 1. При этом 


зар ѕіп х = ѕир созх = тах біп х = тах созх = 1. 
«ЕН: хеВ хЕК ХЕВ 


2) Функция / (х) = х? ограничена на В снизу, но не ограни- 
чена сверху. Однако / ограничена на любом ограниченном 
подмножестве Е с В. ДА 


п 
Функция /(х) = У а,-,х, ао#0, называется 
:=0 


целой рациональной функцией или многочленом 
п-й степени. Многочлен нулевой степени назы- 
вается константой. Функция называется (дроб- 
ной) рациональной функцией, если она является част- 
ным от деления двух многочленов. Рациональная 
функция называется правильной, если степень 


многочлена в числителе меньше степени много- 
члена в знаменателе. 

Графиком функции, равной константе, является 
прямая, параллельная оси абсцисс; графиком 
многочлена первой степени — прямая, пересекаю- 
щая ось абсцисс под некоторым (не нулевым и 
не прямым) углом; графиком многочлена второй 
степени — парабола. 
х2-х-1 
о ха 
является правильной рациональной функцией. 


Пример. Функция / (х) = р(/)-81(1), 


3.1.4.1.2. Предел функции одного 
переменного. Пусть функция / определена в 
некогорой окрестности точки Хо, за исключением, 
быть может, самой точки хо. Говорят, что функция 
ј имеет в точке хо предел, равный А, и обозна- 


чают: Іт /(х) = 4, если для любого в>0 
Х > Хо 


найдется такое 6 > 0*), что для всех х, удовлетво- 
ряющих неравенству 0 <|х— хо| < 6, выполняет- 
ся соотношение |/(х)- А | < с. 

Другими словами, / имеет в точке хо предел, 
равный А, если для каждой ғ-окрестности точки А 
существует такая 6-окрестность точки хо, что все 
точки д-окрестности, за исключением, быть мо- 
жет, точки хо, отображаются функцией /в є-окрест- 
ность точки А. 

Пусть функция / определена в некоторой 
окрестности точки хо, за исключением, быть может, 
самой точки хо. Функция Г имеет в точке хо предел А 
тогда и только тогда, когда для любой числовой 


последовательности {х„!, такой, что х,єр(/), 
х хо и Пт х, = хо выполняется равенство 
п — 00 
Пт /(х,) = А. 
п -> 20 


Примеры. 1) Функция /(х) = х имеет в любой точке хо 
предел, равный хо, так как для любой последовательности 
ха“, такой, что Пт х, = хо, имеем 

) 


п — 00 
ша /(х,)- ІШ х, = Хо. 
п — 00 п — оо 
1 при х>0, 
2) Функция / (х) = 
0 при х<0 
не имеет предела в 0. Если, например, взять последова- 
тельности х, = упи ха = — 1/т, то получим 
|тох,= Пт ха= 0, Шт /(х,)-1, Іт (хь) = 0. 
п — 00 т — 00 п — 00 т — 00 


3) Функцил /(х) = 1/х не имеет предела в 0. Иначе долж- 
на была бы сходиться к конечному пределу последова- 
тельность 1/(1/п)) = {п} (пећ). 


Критерий Коши. Пусть функция / определена 
в окрестности хо. за исключением, быть может, 
самой точки хо. Функция / имеет предел в точке хо 
тогда и только тогда, когда для любого &>0 
существует такое б > 0, что для всех х}, Хо, 
удовлетворяющих условию 0 < |х; — хо| < 6, 0< 
< |х, — хо| < 6, имеет место неравенство |/(хі)- 
— Л (х2)| «єв. 

Иногда важно знать поведение функции справа 
(соответственно слева) от точки хо, так что целе- 
сообразно ввести следующее определение. 


*) 6, вообще іоворя, зависиг от с 


218 


Функция / имеет в точке хо предел справа (сле- 
ва), равный А и обозначаемый / (х + 0)(/ (х — 0), 


Јо + 0)= Шт /(х)-4 
х>хо +0 
(Г —0) = Ва /()- 4), 


если для любого е > 0 найдется такое 6 > 0, что 
для всех х из интервала (хо, Хо - 6) ((хо — 6, Хо)) 
имеет место неравенство | /(х)- 4 | < с. 
1 при х 0, 


Пример. Для функции 1 
0 при х<0 


+0) = Шт 0/0) = 1, 


х— + 


1(-0)- ша (х) = 0. 


х— –0 

Функция / имеет в точке хо предел тогда и 
только тогда, когда в точке хо сушествуют 
пределы этой функции как справа, так и слева, и 
они равны. 

Определение предела может быть обобшено 
на случай, когда х неограниченно возрастает 
(соответственно убывает), в предположений, что 
область определения функции не ограничена. 
Это позволяет выяснить характер поведения функ- 
ции «в бесконечности». 

Пусть область определения функции не ограни- 
чена сверху (снизу); тогда / обладает при х-» + оо 
(х > — ос) пределом, равным А, если для любого 
е > Осуществует такое х!, что для всех х > х; (х < хі) 
имеет место неравенство | /(х)- А| < =. 

Обозначение: 





ша /()-А( Ш (х) = А). 
х-» + 00 х» — со 
. 1 
Пример. ит — = 0. Если взять х; = 1 (е > 0), 
хэ + 00 Х Е 
то для всех х> хі будем иметь 1 -0 = < 4.6 
х | х х, 


Наконец, можно определить также понятие 
«бесконечно большая функциа», т. е. функция, зна- 
чения которой неограниченно возрастают (по аб- 
солютной величине) при приближении аргумента к 
какой-либо точке, в окрестности которой функция 
определена. Обзор возможных определений пре- 
дела дан в табл. 3.1. 


Обозначение 


Предел функции / В точке 
х-ж 


ДИФФЕРЕНЦИАЛБНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 


Основные теоремы о пределах 


функций. 
Если для одного из пяти случаев: х-> хо, 
х— хо +0, х— + оо существуют Итј,(х)=А,, 


т р (х) = Аҙ, то 
а) Па (с. (х) + с (х)) = с. А, + С; А; 


6) ит, (х) 72 (х) = 4142; 
в) іт /, (х)/ 7 (х) = А1/А;, если А; # 0. 


Іт х іт о чпх = (0. 
х-0 х-0 


Пт хзопх = 
х 0 


Пример 


3.1.4.1.3. Вычисление пределов. Для 
вычисления пределов функций пользуются указан- 
ными выше определениями и теоремами, а также 
следующими приемами. 

1. Определение предела посредством преобра- 
зования функциональной зависимости к удобному 
виду. 





ом о . 
Примеры 1) Іт 7---- іт (577! + хи + 
х-1 Х | х — 1 
.. + х + 1 =п 
1 И1+х-1 . 1 1 
2) Ша ------- о 5 
х-э0 х х-0үі-х-і1 < 


П. Правило Лопиталя. Если при х-> хо (соот- 
ветственно х-» + оо) в функции Е (х) возникают 


0 ОО 
неопределенности вида 5 или —, ТО ДЛЯ вычисле- 
ОО 


ния іт Е(х) (соответственно іт Е(х)) мож- 
Х-> Хо х-» Жо 


но зачастую” успешно применять следующие пра- 
вила. 

Па) Пусть функции Ги 9 определены и диффе- 
ренцируемы в некоторой окрестности И (хо) точки 
хо, за исключением, быть может, самой точки Хо. 
Пусть, далее, Пт /(х) = іт 4(х)-0и 4 (х) #0 





Хх > Хо Х Хо 
при хе И (хо), {хо}. Если при этом 
Іт ле) = А, 
х Хо 9 (х) 
то 
Ша Их). = А 
хә хо 9 (х) 


Таблица 3.1 


Определение 


Для каждого 2> 0 существует ё (є) > 0 такое, что для всех х, 
удовлетворяющих условию 0 < |х – х,|< 6, имеет место неравен- 


ство |/(х)- А|<Е 


«Обращение функции / в бес- 
конечность» в точке х = Хү 


Для любого М существует ё (М) > 0 такое, что для всех х, 
удовлетворяющих условию 0 < | х — хо| < 6, имеет Место неравен- 


ство /(х) > М 


Для любого М существует 6(М) > 0 такое, что для всех х, 
удовлетворяющих условию 0 < |х – х)|< 6, имеет место неравен- 
ство 7 (х) < М 


Для любого М суцествусл 


6 (М) > 0 такое, что для всех х, 


уловлетворяющих условию 0 < |х – х,|< 9. имеет место неравен- 
ство |/(х)|> М 
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Обозначение 


Предел функции / при х — 
— + 00, соответственно 
х > — 00 


«Обращение функции / в бес- 
конечность» при х — + о, 
соответственно х — — оо 


Пределы справа и слева ит 
х = хо + 0 


«Обращение функции / в 
бесконечность» справа и 
слева в точке 


Соответствующее утверждение имеет место и = 
ша /(х)- Ши д(х)=оо, а 


в том случае, когда 


Го) = 4 


Определение 


Продолжение 


Для любого в > 0 существует хо (6) такое, что для всех х > хо имеет 


место неравенство |/(х) — 41 < Е 


Для любого е > 0 существует х (Е) такое, что для всех 


имеет место неравенство | / (х) – А| < = 


Для любого М существует хо(М) такое, что 
имеет место неравенство / (х) > М 


для всех 


Для любого М существует х,(М) такое, что 


имеет место неравенство /(х) > М 


Для любого М существует х,(М) такое, 
х» ху имеет место неравенство /(х) < М 


Для любого М существует х,(М) такое, 
х< ху имеет место неравенство /(х)< М 


Для любого М существует х,(М) такое, 
х 2 хо имеет место неравенсгво | ((х)| > М 


Для любого М сущесгвуег х,(М) такое. 
х < хо имеет место неравенство | (х)| > М 


Для любого &>0 существует 6(=)> 0 такое, 
удовлетворяющих условию 0 < х — х, < 6. имеет 


||) – А| <е 


Для любого в> 0 существует 6(6) > 0 такое, 
удовлетворяющих условию 0 < хо — х < 5, имеет 
|| (х) – 41 <= 


Для любого М существует (М) > 0 такое, 
удовлетворяющих условию 0 < х - хо < 0, имеет 
х) > М 


Для любого М существует 6(М) > 0 такое, 
удовлетворяющих условию 0 < хо — х < 9, имеет 
(х) > М 


Для любого М существует (М) > 0 такое, 
удовлетворяющих условию 0 < х — хо < 5, имеег 
(х) < М 


Для любого М существует (М) > 0 такое, 
удовлетворяющих условию 0 < ху — х < 6, имеет 
(х) < М 


Для любого М существует 6 (М) > 0 такое, 
удовлетворяющих условию 0 < х — хо < 5, имеет 
СО» М 


Для любого М существует 9(М) > 0 такое, 
удовлетворяющих условию 0 < х,- х < б, имеет 
ІЛО9І>М 


Пт 4(х)-0, а также 4 (х) 
Х-» + со 





х — Хо хэ Хо Р(х) 
также при хэ хо + 0. Тогда,если т хо) А, то 
Пб) Пусгь функции / и 4 дифференцируемы (х) 
при х>а (а> 0) и, кроме того, ші (х) = іт 5. = 
хэ + ос х— + оо 9 (х) 


что 


что дла всех х, 
место неравенство 


что для всех х. 
место неравенство 


что для всех х, 
место неравенство 


что для всех х, 
место неравенство 


что для всех х, 
место неравенство 


ЧТО для всех х, 
место неравенство 


что для всех х, 
месго неравенство 


что для всех х, 
месго неравенство 





#0 при х>а. 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛБНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 





Аналогичное утверждение справедливо 


ша 9(х) = о, а также при х  — о. 
Х-» + ос . 


при 


~ 


Примёры. 1) Пусть /(х) = зтх, 4(х) = х, хо = 0. Из 











. сов х . біп х 
Іт = 1, согласно Па), следует, что шип = 1. 
х-0 х-0 Х 
- - $1 . - 1 
2) 1 сов х. г. Іт а” Те сөх 1 
х-0 х х-й 2х х 0 2 2 
хэ 0 х х-01%жх 
. 1 . та 
4) Іт (хшх)= іт == Іт — = 
х- +0 хе +0Х хэ +0 7 Хх 
= Шт (х) = 0. 
хэ +0 
д 
агсір х- 
. д . 2 
5) іт «(жех- 2) = Ші Е 
х» + 00 2 х — + со х 
х2у!! . -1 
хэ +оо 7Х хэ +оо 1 +Х 
ЕК кен 
1+ Іт х7? | 
х — + оо 


п – 2х 
6) іт ((х – 2х)ірх) = т ---- 
х— т/2 х— к/2 х 


= Ш ((-2)(- іп? х)) = 2. 
х->т/ 


ПІ. Если/непрерывна в точке хои іт 9 (Хх) = хо 


х-за 
то (см. 3.1.4.1.4) Іт /(4(х)) = (хо). 
х-за 
Примеры. 1) Іт (1 + х) = Ша е" "95 = 
Хэ х > 
ит Ш (1 + хух 
= ех 0 ше! = е. 
2) іт х = т е" се? = |, 
хэ +0 хэ +0 


ТУ. Использование разложения функции в рад 


Тейлора. 
3 
| (5 + оо) 
Пример. іт ПХ = | 6 -- 
Р Р 20 хз т А 6 


3.1.4.1.4. Непрерывные функции од- 
ного переменного. Функция / называется 
непрерывной в точке хоєр(}), если для любого 
е > 0 существует такое 6 > 0, что для всех х, принад- 
лежащих Р(ј) и таких, что |х- хо| < 6, имеет 
место неравенство |/(х)- (хо) | < =. 


Примеры. 1) Функция Г(х) = С непрерывна в точке 
ХоЕВ. Если взять произвольное &>0, то для любого 
положительного 6 и всех х, таких, что |х — хо| < $, имеем 
(х) — (хо) -1С-01-0«6, . 

2) Функция /(х)=х непрерывна в точке хоЕВ. Если 
положить 6-6, причем => 0 — произвольное число, то 
для всех х, таких, что |х — хо| < 6, имеем |/(х)- Г(хо) | = 
=|х— хо | «6-6 


Между непрерывностью функции / в точке хо 
и существованием предела / в хо имеется следую- 
щая связь: 

функция Г определенная в некоторой окрест- 
ности хо. непрерывна в точке хо тогда и только 


тогда, когда существует предел функции / в точке 


Хо, равный /(хо), т.е. кода іт /(х) = Дхо). 
Хо 


Функция / непрерывна в точке хоєр(/) тогда 
и только тогда, когда для любой числовой после- 
довательности {х„}, такой, что х„еР(/)и іт х, = 


п э 20 
= хо, имеет место равенство Пт /(х,) = (хо). 
п — о 
Примеры. 1) Функция 
1 при х > 0, 
Г(х) = 
0 при х<0 


не является непрерывной в точке хо = 0. 

2) Функция /(х) = 1/х не является непрерывной в точке 
Хо = 0. 

3) Функция 


х ѕіп (1/х) при х # 0, 


(9-1, при х=0 


непрерывна в точке хо = 0. 


Функция / называется непрерывной на мно- 
жестве Ес В(/), если | непрерывна в каждой 
точке хоЄЁ. 

Если / не является непрерывной в точке хо 
(разрывна или имеет разрыв в точке хо), ТО хо 
называется точкой разрыва функции ј. 

Грубо говоря, непрерывность функции / озна- 
чает, что в результате небольшого изменения зна- 
чения аргумента значение функции также изме- 
няется мало. Если Р(]) – промежуток и график 
функции / на Е с р (1) является куском «сплошной», 
непрерывпой кривой, то ј непрерывна на Е. 

Основные свойства непрерывных 
функций. 

Сумма, разность и произведение непрерывных 
функций также являются непрерывными функ- 
ЦИЯМИ. 

Если / непрерывна и не равна нулю в точке хо, 
то 1// также является непрерывной в точке хо. 

Многочлен непрерывен во всех точках мно- 
жества В. 

Дробно-рациональная функция непрерывна 
во всех точках, в которых ее знаменатель отличен 
от нуля. 

х“ — 2х? +3 


Пример. Функция /(х) = шилжин 


непрерывна на 


множестве В \ (11. 


Пусть функция / непрерывна и положительна 
(отрицательна) в точке хо. Тогда существует та- 
кая окрестность (И (хо) точки хо, что для всех 
ХЕЦ (хо) [`\ Рр (]) имеет место неравенство /(х) > 0 
(Р(х) < 0). 

Любая функция, представимая в виде суммы 
степенного ряда, непрерывна в точках, лежащих 
внутри интервала сходимости этого ряда. 

Если функция / непрерывна в точке хо, а функция 
4 - вточке /(хо), то сложная функция де / непрерывна 
в точке Хо. 


Пример. Из непрерывности функций /(х) = ѕіпх и 
9 (х) == в Ҝ следует непрерывность сложной функции 


(9° 7) (х) = я [7 ()] = е" в В. 


Аналогично понятию одностороннего предела 
вводится понятие непрерывности справа и слева. 
Функция / называется непрерывной справа (слева) 
в точке хое Р (7), если для любого в > 0 сушест- 
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вует такое 6 > 0, что для всех хер(]), удовлет- 
воряющих условию 0 < х- хо <6 (0< хо- х < б), 
имеет место неравенство |/(х)- /(хо)| < =. 
Функция / непрерывна в хо тогда и только тогда, 
когда она непрерывна в хо как справа, так и слева. 


Пример. Функция 


ла 


1 при х > 0, 
0 при х< 0 


непрерывна в точке хо = 0 справа, но не является непре- 
ръвной слева. 


3.1415. Точки разрыва и 
величины функций. 

1, Утранимый разрыв. Пусть функция / опреде- 
лена в окрестности точки хо и не является непре- 
рывной в этой точке. Функция / имеет в точке хо 


устранимый разрыв, если существует Шт /(х) = А. 
Хх > Хо 


порядок 


При этом функция 


Г5(х) = и при хє р(у)\ {хо}, 


А о прихехо 
непрерывна в точке хо. 


Пример. Функция 


і при хж 0, 
ны 
2 при х= 0 


имеет устранимый разрыв в точке хо. Функция /* (х) = 1, 
р(ј“) = В, непрерывна в точке Хо = 0. 


2. Конечный разрыв (скачок функции). Пусть 
функции Ў существуют іт /(х) = А, 
х > хо – 0 
ша /(х)- В, причем А # В. Тогда говорят, 
х = хо + 0 | 
что функция / имеет в точке разрыва хо скачок, 
равный по величине |В — А |. 


ДЛЯ 


Пример. Функция 


1 при х 2 0, 


"9-1, при х< 0 


имеет в точке 0 скачок, равный 1. 


3. Бесконечный разрыв. Если для функции / 
имеет место соотношение Пт | (х)|- о, то 
Х-» Хо 
точку хо называют точкой бесконечного разрыва 
функции /. 


Пример. Функция 
разрыв в точке хо = 0 


бесконечный 


Г(х) = 1/х имеет 
Точки устранимого и конечного разрывов на- 
зываются также точками разрыва 1-го роди. Точ- 
ками разрыва 2-го рода являются точки беско- 
нечного разрыва и 1е точки, в которых не сушест- 
вует конечного предела либо справа, либо слева. 
График функции с точка- 
ми разрыва 1-го и 2-го рода 
показан на рис. 3.4. Точки А, 
р, Е, С — точки разрыва 1-го 
рода (4, Е, С — конечного 
разрыва, О--устранимого), 
В, С, Е- 2-го рода (В, 
г Е- бесконечного разрыва). 


7 





Пример. Дробно-рациональ- 
ная функция имеет не более чем 
конечное число точек бесконечно- 
го разръва. 


Рис 34 


Функция / называется кусочно непрерывной на 
отрезке Г = [а, Б] с В, если / непрерывна во всех 
точках хЕГ, за исключением конечного числа 
точек разрыва 1-го рода. 

4. Порядок величины функций. Следующие оп- 
ределения дают возможность сравнивать две 
функции. 

Если для функции /, определенной в окрест- 
ности точки Хо, имеет место равенство 


Л) 


Пт 
|х — хо? 


Х > Хо 


М 








где с>0 и 5ЕК\ {01}, то точка хо называется 
нулем функции ј порядка 5 в случае 5 > 0 и точкой 
бесконечного разрыва функции ј порядка ( — 5) (полю- 
сом порядка 5) в случае 5 < 0. 

Если Іт  |х'](х)| = с, где с> 0, зеК | (0), то 

х-» а 

говорят, что функция / (х) является бесконечно малой 
порядка $ при х-> оо, если 8 > 0 (соответственно 
бесконечно большой порядка (— 5) при х -> ос, если 
5 < 0)%), 

Не для всякой функции, удовлетворяющей ус- 


ловию Пт |/(х)| = ©, можно указать порядок 
х—> С 


«обрашения в бесконечность». Например, показа- 
тельная функция растет при х— + оо быстрее, 
чем любая степень х:. 


Примеры. +) Для функции эт х точка 0 является ну- 


. біп х 
лем порядка 1, так как Їїт 
х-0| Х 
2) Функция /(х) = х" является бесконечно большой по- 
рядка п при х-> о, так как Шт |х "-х'|= 1. 
х = 00 











Для сравнения порядка величины двух функ- 
ций Ги 4 употребляются символы о и О (читает- 
ся: «о малое» и «О большое»). Если для двух функ- 
ций Ги д существует такая функция Л, бесконечно 
малая при хэ хо (соответственно при х + о), 
что / = дћ (в частности, если іт (7/9) = 0), то пи- 
шут: 


Жо) = 0(9 (х)). 
Читается: «/(х) есть о малое от д(х) при х > хо» 
(соответственно «при х — + оо»). 
Пример. зпх = (х) при х 0. 
Если для двух функций / и д существует такое 


МЕБ, что Ло) 
9 (х) 
при х > + оо), то пишут: 





< М при х хо (соответственно 








Читается: «/(х) есть О большое от д (х) при х — хо» 
(соответственно «при х — + оо»). 
біп х 


Пример. Так как іт = 1, то 
х-0 Х 


біп х = О(х) 





при х->0. 


3.1.4.1.6. Теоремы о функциях, непре- 
рывных на отрезках. Всякая функция, не- 
прерывная на отрезке Г = (а, Б] **), ограничена на Г. 





*) При х» + оо определение аналогично. 


**) В концевых точках а и ђ функция / должна быть 
олносторонне непрерывна 
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ехсіплх 

па“ 1, = -- >, 
г х>1, 4) те 
р (Г) = [1, а] (а > 1), непрерывна на Р(/) и. следовательно, 


ограничена. 


Пример. Функция /(х) = 





Теорема Вейерштрасса. Для каждой функции, 
непрерывной на Г=[а, Б], существуют т = 
= тіп Ј (х), М = тах Ј (х). 

хє хє 


Пример. Функция ј из предыдушего примера дости- 
гает на [1, а] своих верхней и нижней граней 


Теорема Коши о прохождении через нуль. Если / 
непрерывна на Га, 5] и Да) > 0, 7(6) < 0, то сущест- 
вует точка хе [а, Б], в которой / обращается в нуль 
(аналогичное утверждение имеет место в случае 


Ха) < 0, /(5) > 0). 


Пример. Дх) = -- – п х непрерывна на 


Х 
10 
[1, е) Из (1) > 0, Де) < 0 следует существование точки 
хоє[1, е], в которой / обращается в нуль 


Функция 


Теорема о промежуточном значении. Пусть / 
непрерывна на | а, Б], и пусть т = тіп/(х) < тах/(х) = 
хє хє 


-М и ае(т, М). Тогда существует точка хоЕ 
Е(а, Б), в которой /(хо) = =. Таким образом, 
(7) = іт, М]. 

Функция / называется убывающей (возрастаю- 
щей) на (а, 5] = О(Г), если для любых хі, Х;Е 
Е[а, Б] таких, что х, < х;, имеет место неравенство 
Гоа) > Аз) (ха) < (хо). Функция / называется 
строго убываюшей (строго возрастаюшей) на Га, 5), 
если для любых ху, х,є[а, Б] таких, что хі < х;, 
имеет место неравенство Ј (х,) > (хо) (/(х1) < /(х)). 

Если / является убываюшей или возрастаю- 
шей, то она называется монотонной функцией. 


Показательная функция /(х) = е строго возрастает на 
каждом замкнутом отрезке (а, Б], так как для хі <х, 
имеем еХ2- Х1 > 1, откуда следует ех! < еХ2 


Свойства монотонных функций. 

1. Возрастающая (убывающая) на Га, Б] функция 
) непрерывна на Та, ђ] тогда и только тогда, когда 
она принимает каждое значение из промежутка 
1/(9, (ЫЛ (ло), ау), 

2. Если / монотонна на Та, ђ], то она может 
иметь на [а, ђ] не более чем счетное множество 
точек разрыва, и каждая ее точка разрыва — 1-го 
рода. 

3. Пусть / непрерывна и строго возрастает 
(убывает) на (а, Б]. Тогда на множестве |/(а), 
ЖЫ (Г/(Ы, Г(а)]) определена непрерывная строго 
возрастающая (убывающая) функция 9. обратная 
для /. | 

Пример. Функция /(х) = е“ непрерывна и строго воз- 
растает на любом Га, Б], И/(/) = (у|у>0) 

Обратная для нее функция 9(х)=Шх Р(4)- 
= (х |х > 0}, также непрерывна и строго возрастает в Р (9) 


Функция / называется равномерно непрерывной 
на Мср(ј), если для любого 2>0 найдется 
такое 6 > 0%), что для любых х}, хе М таких, что 
|х, — х | < $, выполняется неравенство |/(Х:)- 


— хо) | < =. 


Пример. Функция /(х) = 1/х непрерывна при хє(0, 
1). но не является равномерно непрерывной в интервале 
(0, 1) 





*) Число б не зависит от выбора Ху, х; 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 


Если Г равномерно непрерывна на М, то ј непре- 
рывна на М. Если множество М ограничено и 
замкнуто, то верно и обратное: всякая непрерыв- 
ная на [а, ђ] функция равномерно непрерывна на 
Га, Б]. 


3.1.4.1.7. Специальные виды функций. 


1. Периодические функции Функция / назы- 
вается периодической, если найдется такое Тж 0, что из 
хе) (/) следует х + Тєр(/) х ~ Тєр(/) и (х--Т)-/(х). 


Наименьшее положительное Т, удовлетворяющее ука- 
занным условиям, называется периодом функции /. 

Пример Функции зтх и совх-- периодические с 
периодом 21. 

2 Функции ограниченной вариации. Пусть 
2 — разбиение отрезка Па, Б] с точками разбиения а = 
= Хо <х, <...<х,-, <Х,--Р Если / – такая функция, что 


Га, Б] с 0 (/), то число Ү(/, 2) = У |Гба)- 7 (Хк–1)| назы- 


вается вариацией функции / относительно разбиения 2 Если 
сущесгвует конечная верхняя грань У(/, Га, Б]) = зир И(/, 2) 


по всем разбиениям отрезка (|а, Б], то она называется 
полной вариацией функции | на отрезке Па, В. При этом / 
называется функцией ограниченной вариации“). 

Свойства функций ограниченной 
ции 

1) Всякая монотонная на (а, Б] функция является функцией 
ограниченной вариации. 

2) Всякая дифференцируемая на [а, ђ] функция, производ- 
ная которой ограничена на (а, Б], является функцией огра- 
ниченной вариации. 

3) Функция, определенная на (а, Б], является функцией 
ограниченной вариации тогда и только тогда, когда она 
представима в виде разности двух возрастающих функций. 

4) Всякая функция ограниченной вариации интегрируема 
по Риману (см. 3.1 7.1). 


вариа- 


Примеры. 1) Если / возрастает на (а, В], то 
И(/, Га. 6] = У (Б) – Ла). 
2) Функция 
х со (л/2х) при \ > 0, 
(х) = 
0 при х= 0 


пе является функцией ограниченной вариации на огрезке [0. 1] 


1 1 
< = < << получа- 


1 
При разбиении 0<--< 3 2 


2п Зи — | 
| 


ем И(, 2)= У 


17 огкула вследствие расходимости рада 
кті 


ос 
» тр следует утверждение 
ка 1 

3. Абсолютно непрерывные функции. Функ- 
ция / называегся абсолютно непрерывной на отрезке Га, Б] с 
= р(/). если для любого в > 0 сушествует такое 6 > 0, что 
для любой конечной системы содержащихся в Га, Р| непере- 


секающихся отрезков /, = [х,-,. х] таких, чо » (ж- 
к-і 


- Х.-1) < 6, выполнено неравенство 


х (Ра) — оц.) <= 


Всякая абсолютно непрерывная на [а, Б] функция яв- 
ляется равномерно непрерывной функцией и функцией ог- 
раниченной вариации. 

4. Полунепрерывные функции Функция ј, оп- 
ределенная в некоторой окрестности точки Хо, называется 
лолунепрерывной снизу (сверху) в хо, если для любой после- 





*) Функции ограниченной вариации могут быть как 
непрерывными, так и разрывными С другой стороны, 
существуют непрерывные функции неограниченной ва- 
риации (см. пример 2). 
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довательности (х,| такой, что Іт х, = Хо, 
п-» 00 
іт /(х,) > (хо) ( Шт (х) < До), 
п — 00 П -> до 


Функция / называется полунепрерывной в точке Хо, ЕСЛИ 
{ полунепрерывна в точке хо сверху или снизу. 
Пример. Функция Дирихле 


1 при хем = 9()[0, 11, 


л) = | при хе[0, 1]\ М 


является полунепрерывной сверху при хое М и полунепре- 
рывной снизу при хо Е [0, 1]\ М. При этом /разрывна в каждой 
точке своей области определения. 

5. Функции, удовлетворяющие условию 
Липшица. Если для функции /, для которой Га, Ь| = 2 (7), 
существует гакая постоянная Ё, что для любых ху, хзє[а, В) 
выполняегся неравенство | /(х,) — /(х:)і< Ш х, — х› |, то 
говорят, что функция / на отрезке [а, ђ] удовлетворяет 
условию Липшица с постоянной Липшица, равной Г. 

1) Каждая функция, удовлетворяющая на Га, Б] условию 
Липшица, является абсолютно непрерывной функцией. 

2) Всякая дифференцируемая на (а, Б] функция, про- 
изводная которой ограничена на (а, Б], удовлетворяет 
условию Липшица. 


Пример. Функция / (х) = үх не удовлетворяет усло- 


вию Липшица на (0, 1], так как множество П/)х|хе(0, 1)) 
не является ограниченным. 


3.1.4.2. Функции нескольких действительных 
переменных. 

3.1.4.2.1. Определение, графическое 
изображение, ограниченность. Опреде- 
ление функции одного действительного переменного 
(см. 3.1.4.1.1) будет теперь обобщено на функции п 
действительных псремепиных. Область определения 
такой функции — подмножество в В". Точку, ко- 
торой в декартовой системе координат соответст- 
вует последовательность (Хү, ..., Хал) обозначают 
Р(хи, ..., х,) или, кратко, Р(х). 

Пусть А с В"и В с В. Однозначное отображение 
У множества А в множество В называется (дей- 
ствительной) функцией п действительных пере- 
менных (см. также 4.1.4.5). Множество А называется 
областью определения Ги обозначается Р (/). Образ 
уЕШ(/) элемента (хі, ..., х,)= (х) + Р(хде (7) 
обозначается /(хі,..., хи), или /(х;), или (Р). Число 
Ј(хл, ..., ха) называется значением функции в точке 
(Хї, ..., ха), Множество (/(Р)| Рєр(/) < В назы- 
вается множеством значениц ј и обозначаетса 
ИЛ. 

Каждой точке (хі, ..., Х,/ЄР(/)с В" соот- 
ветствует только одна точка у = /(х;, ..., х,)єК. 
Уравнение у = /(х;, ..., Ха) как и в 3.1.4.1, назы- 
вается функциональной зависимостью. Функция / 
не обязательно должна быть задана явно — урав- 
нением у = /(х;,..., х,), но может быть, например, 
задана неявно — уравнением вида Е (хи, ..., Х у) = 
= 0. 


Пример. Правилом сопоставления (хи, хо) > (хі, хз) = 
= х2 + ха, (хі, х2)ЕВ?, определяется функция с областью 
определения Ю(/) = В? и множеством значений И/(/)- 
= |у|уеК, у> 0). Уравнением функции / является уравне- 
ние у = х? + х2. 

Графическое изображение функции 
двух переменных. Для функций двух перемен- 
ных х1, Х2, Как и для функций одного переменного, 
возможно геометрическое представление (в декарто- 
вых координатах хі, Х,, у пространства Ё2) 


Множество точек 
ҮР (ху, Хэ, Дъ, ха) | ху, хо)е 0 (/)) = В 


называется графиком функции / Таким образом, 
для построения графика функции / значение функции 
Р(х, х) откладывается на прямой, проходящей 
через точку (хі, х›)єр(7), в направлении оси у. 
Для большинства рассматриваемых на практике 
функций точки Р образуют поверхность в про- 
странстве Ё?, которая и является графиком функции 
АҒ. Вспомогательным средством при построении 
графика или выявлении основных свойств функции 
является построение таблицы значений, в которой 
для конкретных точек области определения указаны 
соответствующие значения функции. Для функции 
более чем двух переменных аналогичная нагляд- 
ная геометрическая интерпретация, вообще говоря, 
уже невозможна. 

Линии уровня, поверхности уровня. 
Если се И/(/), то точечное множество 


(у, ..., ха) | (ха, ---, Ханс) с К" 


называется поверхностью уровня функции /. Таким 
образом, на поверхности уровня функция / имеет 
постоянное значение. В слу- 
чае п = 2 это точечное мно- 
жество называется линией 
уровня. Линия уровня - это 
спроектированная на пло- 
скость хіОх; кривая пересе- 
чения графика функции / с 
плоскостью, параллельной 
плоскости х;О%х,. 


Примеры. 1) Линии уровня 
функции у= / (х1, х) = х? + хі, 
О(/) = В?, суть окружности с 
центром в точке (0, 0). Если пере- 
сечь график / плоскостью, содержа- 
шей ось у, то полученная кривая пересечения будет парабо- 
лой. Таким образом, график функции / представляет собой 
параболоид вращения (рис. 3.5). 

2) Линии уровня /(хі, хо) = Хүхэ, Ю(/) = В?, суть гипер- 
болы (или пара пересекающихся прямых — при с = 0). 
График функции / — гиперболический параболоид. 

3) График функции /((хі, х) = х + хг, р(/)-85- 
плоскость, содержащая точку (0, 0). Линии уровня / — прямые. 





Рис. 3.5 


Функция /, где р (/)є КҜ", называется ограничен- 
ной сверху (снизу) на Ес р(}), если множество 
(Ј(ха, ..., ху) | (ка, ..., х)ЕЕ} ограничено сверху 
(снизу) в Е. Функция / называется ограниченной на 
Е, если / ограничена на Е как сверху, так и 
снизу. 

Пусть функция / ограничена на Ес О(/) с Е" 
сверху (снизу). Верхняя (нижняя) грань множества 
М = (К(х) | (хе Е} значений функции ј на Е обозна- 


“чается вир /(х)) (1 Ј (х))). 
(х)ЄЁ 


(х)єЄЁ 
Если зирј (тј) на множестве Е принадлежит 
множеству М, то ее называют наибольшим (наимень- 
шим) значением функции ј на Е и обозначают через 


тах Жо) (сіп, Лок). 


Примеры. 1) Функция /(хі, хо) = х? + ха, р(у) = в? 
ограничена на Р(/) снизу, но не является ограниченной 
сверху. 

2) Функция /(хү, ха) = Хү + хә, Р (У) = ЁС, ограничена на 
Е = (хъ хз) |х + х? < 1). 
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Функция / такая, что р (/) с В", называется одно- 
родной степени К, если для любого действитель- 
ного числа А > 0 и любого (хі,..., х,)єр (]) точка 
(Ххі,..., Ах,) лежит в О (/) и имеет место равенство 
Р(х, ..., Аха) = МД, ..., Ха). 

Теорема Эйлера. Если однородная функция / с 
показателем однородности, равным К, дифферен- 
цируема, то имеет место соотношение 


у „20-0 = КЈ(х,,..., Ха). 


дх; 
ізі 
Примеры. 1) Квадратичная форма /(хі, ..., х,) = 
У аухх, Р (У) = В?,- однородная степени 2. 
4, 11 
2) Функция /(хі, ..., хь) = у. = (Хун Ха) | 
гуа 

х > 0, і= 1, ..., п),- однородная степени — 1/2. 

3.1.4.2.2. Пределы. функций многих 


переменных. Определения предела из 3.1.4.1.2 
теперь обобщаются следующим образом. Пусть 
функция / определена в некоторой окрестности 
точки Р, (х0)єр(/)с-Ё", за исключением, быть 
может, точки Ро. Функция / имеет в Ро предел, рав- 


ный А и обозначаемый Іт /(Р) = А, если для 
Р Ра 

каждого в > 0 существует такое 6 > 0, что для 

всех точек Р(х), удовлетворяющих условию 


0 «4(Р, Ро) < 6, имеет место неравенство |/(Р)- 
—А|<&. 

Пусть функция / определена в некоторой ок- 
рестности точки Ро, за исключением, быть может, 
самой точки Ро. Функция / имеет в точке Ро 
предел, равный 4, тогда и только тогда. когда 
для любой последовательности точек {Р„} такой, 


что Ра ЕР (/), Ри # Рои іт Р, = Ро, имеет место 
т> о 


ша /(Р,)- А. 
т->00 
Пусть область определения функции / не огра- 
ничена в Е". Функция / имеет при Р— оо предел, 


равный А и обозначаемый Пт /(Р) = А, если 
Р — оо 


для любого в > 0 существует число Б > 0 такое, 
что для всех Ре) (/), удовлетворяющих условию 
а(Р, 0) > Ь, имеет место неравенство | /(Р) – А | < с. 

Теоремы о пределах из 3.1.4.1.2 легко обоб- 
щаются на функции многих переменных. 


равенство 


Примеры. 1) Для всех Ро(х%, х5)є К? справедливо 


соотношение 


(к) іт, (хі + х5) = (х1)? + (ха). 


2) Функцил 
хі 


(х х1) х6 ПРИ (хі, хз) # (0, 0), 


У (х1, хз) = 
(0, 0) 


0 при (хі, хэ) = 


не имеет предела в точке (0, 0): если, например, рассмотреть 
последовательность (1/К, 1/2}, то получим Пт (1/К, 1/2) = 
> 00 


= (0, 0), а Шт Г, 1/2) = + 00. 
К — оо 

3.1.4.2.3. Непрерывные функции мно- 
гих переменных. Функция / называется 


непрерывной в точке Р,єр (7) = Ҝ", если для 
каждого 2> 0 существует такое 6 > 0, что для 
всех Ре) (у), удовлетворяющих условию 4(Р, 
Ро) < $, имеет место неравенство 


(Р) — Ј (Ро) | < =. 


Таким образом, если / непрерывна в точке Ро, 
то для любой є-окрестности /(Ро) существует 
такая 6-окрестность 0, (Ро) точки Ро, что для 
всех РЕЦ, (Ро) значения функции /(Р) лежат в 
є-окрестности Ј (Ро). 


2, Хи) = у х, р(/)- 


ізі 


х)ер()). 


Пример. Функция /(х1, 


непрерывна во всех точках Р(х?, ..., Если 


указать произвольное е > 0 и положить $ = е/уп, ТО для 
всех Р(х), ..., х,), удовлетворяющих условию 4(Р, Ро) < $, 
на основании неравенства Коши — Буняковского получим, что 


у (х, - хр) 


ізі 


п 
< У |ху-хү« 


к= 1 


Ј(Р) – (Ро) | = 








п - 
пу [х = х0 |2 <упб = є. 


к= 1 


Функция / определенная в окрестности Ро, 
непрерывна в Ро тогда и только тогда, когда є 
имеет в Ро предел, равный значению функции в 
этой точке, т. е. когда ры, „ДР ) = (Ро). 


Функция ў, определенная" в окрестности точки 
Ро, непрерывна в Ро тогда и только тогда, когда 
для всех последовательностей точек (Р;), для кото- 


рых Р;єр(у) и ид Р, = Ро, выполняется равен- 
-> 09 
ство Іт /(Р)- Г(Ро). 
| — 00 


Пример. Функция 


Х1Х2 


2 2 


х2 + х? при (Ху, хо) # (0, 0), 


Жо, ха) = 
0 при (хі, хэ) = (0, 0), 


имеет разрыв в точке (0, 0), так как последовательность 
(1/К, 1/К) имеет предел Іт (1/К, 1/К) = (0, 0), ат Дик, 
К — оо 


1/6) = 1/2 #7(0, 0). 

Из непреръвности функции / следует, что 
математические операции іт и / можно перестав- 
лять: если найти вначале значения функции /(Р)), 


а затем предел Іт /(Р;), то получим значение 
і 00 


функции в точке предела іт Р; = Ро. 
1-» 00 
Определения и теоремы для непрерывных 


функций одного переменного (см. 3.1.4.1.4) 
можно перенести на функции многих переменных. 

Функция / называется непрерывной на мно- 
жестве Е с Ҝ", если она непрерывна во всех точ- 
ках множества Ё. 

Функция / называется равномерно непрерывной 
на множестве Е, если для любого в > 0 сушест- 
вует 6 > 0 такое, что для любых Р,, Р, е Е, удовлет- 
воряюших условию 4(Р,, Р;) < 6, выполнено не- 
равенство |/(Р,)— 7 (Р.) | < =. 

Пусть заданы п шин Фі,... 
р (ф,) с В“, (19 -05 2 Ді, 1-1, 


‚ ф,, таких, что 


уу!) и 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ И ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ПЕРВОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 


2, Фи(Е, ... 
., ще. Отобра- 


функция ў, такая, что (Фі (11, ..., &), .. 
„пре Р (Г) < В" для всех (11, .. 


жение Е, которое каждому набору К чисел 
(Ң, ..., бер ставит в соответствие число 
Е (11, .... п) =] фа (11, ..., %). 2.4. Ф, (11, .... г) |, 
назъвается сложной функцией. 


Пример. Пусть Ф,(:)= соѕг, Ф;(1) ж ть Р(Ф,) ж 
= р (Ф2) = [0, 2л) и /(хі, х) = х#+х3, Р(/)= В2. Тогда 
Е (1) ж Ј (сов!, 8111) ж сов? г + віп2г ж 1, О(Е) = (0, 2п). Е() 
является сложной функцией. 

Свойства непрерывных функций. 

1) Сумма, разность и произведение непре- 
рывных функций являются непрерывными функция- 
ми. Частное непрерывных функций — непрерыв- 
ная функция в точках, в которых знаменатель 
отличен от нуля. 

2) Если / непрерывна в точке Ро и (Ро) > 0 
(Г(Ро) < 0), то существует окрестность И (Ро) 
точки Ро такая, что для всех РЕП (Ро) ()0(/) 
выполнено неравенство ДР)> 0 (/(Р) < 0. 

3) Если / непрерывна на ограниченном замкну- 
том множестве Е, то / ограничена на Е. 

4) Всякая непрерывная на ограниченном 
замкнутом множестве Е функция равномерно не- 
прерывна на Е. 

5) Всякая непрерывная на ограниченном замкну- 
том множестве Е функция достигает на нем своих 
наибольшего и наименьшего значений. 

6) Теорема о промежуточном значении. Если / 
непрерывна в области“) Е и /(Р,) =а, Ј(Р;) = Б 
для Р, Р;еЕ, причем а < Б, то для каждого 
ує(а, Б) найдется точка Ре Е, в которой /(Р) = у. 

7) Если Г непрерывна на р(/) с В" и функции 
Фі, ..., Ф, непрерывны на О(ф) < К" (і = 1, ..., п), 
то сложная функция Ё, составленная из ј и 
Фу, ..., Ф» непрерывна на Р (Е). 


3.1.5. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 
ФУНКЦИЙ ОДНОГО 
ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕННОГО 


3.1.5.1. Определение и геометрическая интер- 
претация первой производной. Примеры. Если /- 
функция одного переменного и хоє(а, 5), то 
функция Ф, определенная равенством - 

ф(х) = Л(х) — Ј (Хо) 
х- Хо 
называется разностным отношением функции / 
в точке хо**). 

Геометрическая интерпретация. 
Пусть на графике функции / в координатной систе- 
ме х, у заданы фиксированная точка Ро (хо, уо) и 
подвижная точка Р(х, у), и пусть секушая, 
проведенная через эти точки, образует угол В с 
положительным направлением оси х. Тогда 

Ау у-уо /0)-/(хо) 
ар- == 270 ш 22017700) 
Х- № Х- № 
Разностное отношение функции / в точке хо равно, 
таким образом, угловому коэффициенту секушей, 
проведенной через точки Р и Р, (рис. 3.6). 


*) Напомним, что область связна. 
**) Следует обратить внимание на то, что хо — фикси- 
рованная точка. 


8 И.Н Бронштейн, К А. Семендлев 
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Функция / называется дифференцируемой в 
точке хоЕ(а, Б), если существует предел разност- 
ного отношения функции / в точке Хо: 

.. х) — Г(х 
Хх > Хо х — Хо х- Хо 


Этот предел называется производной функции / в 


точке Хо. 
а 
Г (хо), 47 (хо), (а//4х) (хо), 4х Ах |х=х 


Геометрическал интерпретациа. 
Если на графике функции подвижная точка Р(х, у) 
стремится к точке Ро (Хо, Уо) (см. рис. 3.6), то, вообще 


ај (хо) а/ 





говора, изменяется также угловой коэффициент 
секушей. Если сушествует производная функции / 
в точке хо, то прямую, проходяшую через точку 
Ро (хо, уо) и такую, что {8 (а) = 7 (хо), где а — угол 
наклона этой прямой, называют касательной к 
графику функции /в точке Ро (хо, уо). Таким образом, 
уравнение касательной есть у — (хо) = 7 (хо) (х – 
— хо). 

Функция / называется дифференцируемой справа 
(слева) в точке хо, если существует предел справа 
(слева) Шт ф(х) ( Шт 6909 разностного 

х Хх 


х>х + 0 > Хо — 

отношения Ф в точке хо. Этот предел назы- 
вается производной справа (слева) функции ј в точке 
хо и обозначается /% (хо), / (хо + 0) (7 (хо), Ј (хо — 
- 0). 

Если существует / (хо), то функция / дифферен- 
цируема справа и слева в точке хо и Г’, (хо) = 
-/- (хо) = Г (хо). Обратно, если существуют одно- 
сторонние производные /; (хо), /- (Хо) и + (Хо) = 
-0 (хо), то существует также 7 (хо) = 7 + (Хо) = 
=Л- (хо). 

Функция / называется дифференцируемой на 
множестве Е, если она дифференцируема во всех 
точках хов Е“). Функция / называется дифферен- 
цируемой, если она дифферёнцируема на Р(/). 
Если / дифференцируема, то функция Г’, опре- 
деленная соогветствием х—>/’(х), называется 
производной функции } 


Примеры. 1) Функция /(х)=х дифференцируема в 
каждой точке хоЕВ, и 
Ј(х) – / (хо) 2 Х— Хо 


Іт -----і. 
х- хо 


Л (хо) = Шт х Хо 


Х-Х, Х > Хо 


*) Функция /, дифференцируемая на Е = [а, Б], должна 
быть дифференцируема в точках а и 5 односгоронне 
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Таблица 32 


соз х 
созес х — —5_ = Сір хствес х 
5ІП Хх 


агсѕіп х 


агссоѕ х 


агсїр х 


агссір х 


агсѕес х 


агссоѕес х 


с х 


0,4343 
еш 
х 


Агсћ х 


= — соѕес? х Агіһ х 
510 х 
біп х 


сов? х 


= {0 х зесх Агсіћ х 





2) Для функции / (х) = С (С – постоянная) имеем не дифференцируема в точке хо = 0, так как не существует 


Ғ (хо) = 0. предела Ит сіп(1/х). 
3) Показатсльная функция /(х) = е дифференцируема, х» 0 

и /(х) = /' (х) для всех хє. 8) у(х) = |х| является дифференцируемой справа и 
4) Для всех хє имеем (ѕіп х) = соѕ х, (соѕ х) = -зтх. Слева в точке хо = 0. Но так как Г (0) = +1, /- (0) = – 
5) Любой степенной ряд дифференцируем во всех ТО / не дифференцирусма в точке хо = 0. 

точках, лежащих внутри интервала сходимости. Графики функций из примеров 6) – 8) показаны со- 


ответственно на рис. 2.7, а-в. Они не обладают каса- 
тельными в точке (0, 0) *). 
9) Пусть / дифференцируема и / (х) > 0 лля всеж хер (Г). 





У 7 Производная функции 1п/, т.е. (іп /) - 7. называется ло- 
гарифмической производной функции /. 
0 9 х 
7 > 10) Для вычисления производной функции / (х) = х", 
О(/) = (х|х>0), следует найти вначале логарифмиче- 
4(х1 
скую производную (іп /(х)) = 4685 = ах + 1. Отсюда 
получается /' (х) = х* (1а х + 1). 
а) 0) Производные важнейших элементарных функ- 
ций приведены в табл. 3.2. 
Рис 37 3.1.5.2. Производные высших порядков. Пусть 


производная /’ функции / дифференцируема в 
6) /(х) = Их не является дифференцируемой в точке точке хоєр( Р). Тогда (ғ (х)) к= хо называегся 
Хо = 0, так как не существует конечного предела второй производной функции Тв точке хо. 





3- 
ис: 
_ голо _, Их Обозначение 
ит 0 Ша --. 2 
- — > х ” 
5-0 70 Р (о) = ЈУ (хо) = ра (ко) = (42 Јах") (хо) 
7) Функция 
ло =] хвіп(1/х) при хж0, *) По определению касательная к графику функции не 
0 при х = 0 может быть вертикальной. 


СВОЙСТВА ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ 





Действуя подобным образом, определяют п-ю 
производную, или производную п-го порядка, функции 
Г в точке хо: 


Г (хо) = (РУ О) 1, = Лю) 


Производные /9), је, (5), 9... 
также ПП, ЛУ, ЈУ, ЈУ... 

Если существует /“” (хо), то функция / назы- 
вается п раз дифференцируемой в точке хо. Имеет 
место следуюшее равенство: 


(уе (ос)? | ка хо Л" (хо). 


Функция / называется п раз непрерывно диф- 
ференцируемой на множестве Е, если она п раз 


дифференцируема в точке хеЕ и /”” непрерывна 
на Е. 


обозначаются 


Пример. п-я производная многочлена п-И степени есть 
постоянная. 


Дальнейшие примеры производных высших 
порядков элементарных функций приведены в 
табл. 3.3. 


Таблица 3.3 


п-я производная 


т(т—1(т- 2).. (т—п + 1)х"“" 
(при целочисленном т и п>т 
п-я производная равна 0) 


т ну. 
(ибн 


(из аз 1 


ша х" 
кп ее 
(1л а)" ах 
(пау! а 


ѕіп (х + ст ) 
2 
с05 низ 
2 
Кап ьн") 
2 
ЕЛ сов (ы + т) 


ѕһ х при четном п, сћх при нечет- 
ном п 


сћх при четном л, зћх при не- 
четном п 


3.1.5.3. Свойства дифференцируемых функций. 

1. Функция, дифференцируемая в точке хо, не- 
прерывна В этой точке. 

2. Пусть функции/, и/; дифференцируемы в точке 
хо. Тогда функция с. + с», где сі, с ЕК, также 
дифференцируема в точке хо и 


(аЛ + с) = Сал (Хо) + с > (Хо). 


Произведение /,/, также дифференцируемо в 
точке хо, и имеет место следующее правило диффе- 
ренцирования произведения: 


(АЛ) = Ла (хо) Р (хо) + Ла (хо) Ло (хо) 
дж 
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В случае, если (хо) = 0, частное /,//, диф- 
ференцируемо в точке хо, и имеет место следующее 
правило дифференцирования дроби: 


(2) Ш Р (хо) Ло (хо) — Ла (хо) Гә (Хо) 
л хо (/ (хо))? 
Примеры. 


1) Функция Ј(х)=е“зтх дифференци- 
руема в точке хоеВ, и 





Л (хо) = 79 (біп хо + с05 Хо). 
2) Функция / (х) = (рх дифференцируема в точках 
хєВ\{х|х = (ФК + 1) л/2, к= 0, +1, +2, ...}, 


со52 хо + біп? хо 


1 
! х = 3 ----- 1 + { 2 Хо = - -4---. 
Г (хо) с05 хо В Хос? ый Хо 


3. Пусть функции / и ф дифференцируемы 
соответственно в хо И ѓо, и пусть хо = Ф(і). 
Тогда сложная функция / (ф(1)) дифференцируема 
в точке № и обладает производной 


(1(9)) | = РСФ (г0)] Ф (Со). 


Примеры. 1) Функция /(х)-- е“"“ дифференцируема 
в точках хоеВ, и 


Л (хо) = е" ^0 соя хо. 


вида /(х) = а“ 


Х па 
5 


2) Показательная функция общего 
(а > 0) дифференцируема в точке хоЕ В, и так как а" = е 
то 


Г (хо) = ехо Тапа = аХо па. 


4. Пусть функция / дифференцируема и строго 
монотонна на (а, Б). Пусть также в точке хое (а, Б) 
производная / (хо) не равна нулю. Тогда обратная 
функция 9 (у) дифференцируема в точке у, = / (хо), 
и ее производная есть 


1 
== у: 
У = Уо 7 (хо) 
Примеры. 1) Показательная функция /(х) =е* 
удовлетворяет условиям теоремы 4. Следовательно. 


9 (у) = п у дифференцируема в точке уо = еХо. Ее производная 
есть 


(4) ју = Уу = (Іп у) |) = Уур = 


2) Для хеВ имеем (агср х) = ГҮҮР 

5. Если функции ў; и /; п раз дифференцируемы 
в точке хо, то функция /,/, также п раз дифферен- 
цируема в точке хо, и имеет место формула 
Лейбница: 


(ЛР) = У, СЕЛО (хо) /27% (хо), 


кто 


если считать, что /(9 (хо) = (хо) (+ 1, 2). 

Для функций, дифференцируемых в интервале, 
имеют место следуюшие теоремы. 

Теорема Ролля. Пусть функция / непрерывна на 
Га, Ь] и дифференцируема в (а, Б). Если ј (а) = Ј (Б), 
то найдется по крайней мере одна точка хо (а, Б), 
в которой / (хо) = 0. 

Таким образом, при выполнении предположе- 
ний этой теоремы график функции / имеет в точке 
хо касательную, параллельную оси х. Из теоремы 
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Ролла следует, в частности, что между двума 
нулями многочлена находится по крайней мере один 
нуль производной этого мно! очлена. 

Теорема Лагранжа (о конечном приращении). 
Если функция / непрерывна на (а, Б] и дифферен- 
цируема в (а, 5), то найдется по крайней мере одна 
точка хое(а, 5), в которой 

го) = 79-79. 
-а 

Положив 5-а-К и 0 = (х, – а)/К, получим 
Ла + К) = ј (а) + 7 (а + Өк) к, причем 06(0, 1). 

Геометрическая интерпретация. 
Если для функции / выполняются условия теоремы 
Лагранжа, то к графику функции / можно про- 
вести по меньшей мере одну касательную, парал- 
лельную секущей, проведенной через точки (а, 
Жа), (Ь, Ы). Теорема Лагранжа является обоб- 
щением теоремы Ролля. 

Если / дифференцируема на (а, Б) и 7 (х) =0 
для всех хє(а, Б), то 7 (х) = С = сопзі. 

Теорема Коши. Пусть функции ј и у непрерывны 
на (а, 5|, дифференцируемы в (а, №), и пусть 
9 (х) #0 для всех хе(а, Б). Тогда существует по 
крайней мере одна точка хоЕ(а, Б), в которой 


Р (хо) 706) – Ј (а) 


9 (хо) – 9(5)— (а). 


Пусть функция / дифференцируема и + 1 раз в 
(хо - 9, хо + ә) (а > 0). Тогда для всех хе(хо- 
— 9, Хо + о) имеет место формула Тейлора: 


– (у) Хо 
Ј (х) = ју - Хо) + Ка (х) = 

















у! 
ХҮ) 
- 9! Ж (х — хо)” + таа (х), 
где у= 0 
Тал (х) = 0 ((х — хо)" * 3), 
кх) Со + 9 – №) орна, ве(о, 1). 


(п + 1)! 


Величина К,(х) называется остаточным чле- 
ном (в форме Лагранжа) формулы Тейлора. 

В частном случае, когда хо = 0, получается 
формула Маклорена: 


па - У 1) са 


В случае п=0 формула Тейлора сводится к 
теореме Лагранжа. Если / бесконечно дифферен- 
цируема в (хо-о, хо + 9) (1.е. имеет в (хо — я, 
Хо + 9) производные всех порядков) и для всех 
хе(хо-о, хо +9) имеет место равенство 


ша К, (х) = 0, то функцию / можно представить 
п-> ао 


в виде суммы рада Тейлора: 


= (у) х 
Ј(х) = је (х — хо)“ 


для всех хє(хо — а, Хо + о). 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 


При хо =0 этот ряд называется также рядом 
Маклорена. Следовательно, если Пт К,(х)=0 
п-» ОО 
при хе(хо- 9, хо + о), то функция /(х) может быть 
аппроксимирована в (хо - а, хо + а) многочленом 
п 


5 9! “ (хо) 
п-й степени ----(х- 


хо)” (см. также 3.1.14.6). 
м! 


у-0 


Пример. Показательная функция /(х) = е“ бесконечно 
дифференцируема в В. Из соотношения /”жш/ ДЛЯ всех 
ПЕМ получается формула Маклорена: 


х“ ез +1 
е Ул (л + 1)! шин 


у= 0 


х 


Для каждого хеб имеем іт хі = 0, и, 


по (1 + 1)! 


со 
х! 
следовательно, е“ = 95, В частности, отсюда следует: 


У ж 0 
со 
1 
у!" 


у= 0 


е = 


3.1.5.4. Монотонность и выпуклость функций. 
Функция /, дифференцируемая на (а, Б), возрастает 
(убывает) на (а, Б) тогда и только тогда, когда 
Р(х) 20 (Р(х) < 0) для всех хє(а, Б). Если при 
этом не существует интервала (х, В) с (а, Б) такого, 
что /' (х) = 0 для всех хе(а, В), то / строго воз- 
растает (убывает). 

Таким образом, угол наклона касательной к 
графику дифференцируемой возрастающей (убы- 
вающей) функции является неотрицательным (непо- 
ложительным). 

Если для дифференцируемой функции /: а) 
Л(хо) > 0, 6) для каждого х > хо выполняется ус- 
ловие / (х) > 0, то /(х) > 0 при х > хо. 


Примеры. 1) Для функции /(х) = е при любом 
ХЕК имеем /'(х) = Г(х) > 0. Следовательно, / строго 
возрастает на В. 

2) Функция /(х) = х-зшх строго возрастает на / = 
= (0, 2л), так как для хе! имеем / (х) = 1 — созх > 0. По- 
скольку / (0) = 0, то / (х) = х – чп х > 0 при хЕГ, а отсюда 
и при всех х > 0. 

3) Функция /(х)=е*+х-—1 строго возрастает на 
(0, +оо), так как /' (х) = -е*+1>0 при х> 0. Отсюда, 
так как /(х) = 0, следует, что /(х) > 0, т.ее*>1-х при 
х> 0. 


Дифференцируемая на (а, Б) функция / называется 
выпуклой вниз (соответственно строго выпуклой 
вниз) на (а, Б), если (хо) > Ј (х,) + 7 (хи) (х — хі) 
(соответственно 


Лоо) > (а) + Л (ха) (х; - хі) 
для любых ху, х;е(а, Б) таких, что х, # Ху. 
Дифференцируемал на (а, 5) функция / назы- 
вается выпуклой вверх (соответственно строго вы- 
пуклой вверх *)), если (хо) < 7 (х1) “/Ғ.(ха)(х>- хі) 
(соответственно Ј (х;) < / (хі) + Г’ (х.) (х2 — х!)) для 
любых хи, х›Е(а, Б) таких, что хү = Хо. 


*) Часто в лигературе используют вместо «выпуклый 
вниз» термин «вогнутый», а вместо «выпуклый вверх» 
просто «выпуклый», такая терминология имеется и в некото- 
рых разделах этого справочника. 


ЭКСТРЕМУМЫ И ТОЧКИ ПЕРЕГИБА 
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Геометрическая интерпретация 
выпуклости функции. Из неравенств, ука- 
занных в определении выпуклости, следует, что 
график функции ј, выпуклой вниз, нигде не лежит 
под касательной к нему. Если / строго выпукла вниз, 
то график / за исключением точки касания, всегда 
лежит над любой касательной к нему. Соответ- 
ствующие утверждения имеют место и для случая 
выпуклости вверх. 

Пример. Функция /(х) = х? строго выпукла вниз в 
р (Г) = В, так как для любых х;, х2ЕВ таких, что х; # х», 
выполнено неравенство х > х? + 2х, (х; — х1) = 2х,х; — хі. 

Критерии выпуклости функции. 

1. Дифференцируемая на (а, Б) функция / выпукла 
вниз (вверх) на (а, ђ) тогда и только тогда, когда 
Г’ возрастает (убывает) на (а, Б). Функция / строго 
выпукла вниз (вверх) на (а, 5) тогда и только тогда, 
когда /” строго возрастает (убывает) на (а, Б). 

2. Дважды дифференцируемая в (а, 5) функция 
Гвыпукла вниз (вверх) на (а, Б) тогда и только тогда, 
когда для всех хе(а, 5) имеет место неравенство 


Л" (х) 20 (/(х) < 0). 


Примеры. 1) Показательная функция /(х)-же” 
строго выпукла вниз на В, так как для любого хекћ 
имеем: / (х) = е > 0 — строго возрастающая в К функция. 

2) Функция / (х) = сов х строго выпукла вверх в интервале 
(—л/2, п/2), так как для всех хє(-1/2, п/2) имеем /"(х) = 
= — с08х < 0. 


3.1.5.5. Экстремумы и точки перегиба. Пусть 
функция / определена на (а, Б), и пусть хоЕ(а, Б). 
Значение /(х) называется локальным минимумом 
(максимумом) функции / на (а, 5), если существует 
окрестность И (хо) точки хо такая, что И (хо) с (а, Б), 
и для всех хе (хо)\ {хо} выполнено неравенство 


(х) > (хо) (РО) < Г(хо)). 


Максимум или минимум функции / называется 
(локальным) экстремумом функции / на (а, 5). 

Экстремумы функции / на (а, Б) являются, таким 
образом, наибольшими или наименьшими значе- 
ниями функции относительно некоторой окрест- 
ности. Они отличаются, вообще говоря, от наимень- 
шего т = тіп /(х) и наибольшего М = 

хе(а, Б) 

= тах /(х) значений функции на всей области 

хє(а, Б) 
определения. Если, однако, / выпукла вниз (вверх) 
на (а, Б) и имеет минимум (максимум) в (0, Б), то он 
совпадает с т(М). Наибольшее 
значение функции /, дифференцируемой на (а, 51, 
достигается либо в одной из точек локального 
максимума (минимума), либо на одном из концов 
отрезка (а, Б]. Таким образом, если множество 
локальных максимумов (минимумов) конечно и 
если известны все локальные максимумы (мини- 
мумы) функции / на Па, Б] и значения функции 
в точках а и Б, то перебором можно определить 
тах /(х) ( тіп /(х)). 
хе [а, Б] хе а, Б] 

Пример. /(0) = 0 является локальным минимумом 
функции /(х) = х? на [-1, +1], который совпадает с наи- 
меньшим значением / на [-1, + 1]. 


Необходимое условие существования экстре- 
мума. Если / (хо) является зкстремумом дифферен- 
цируемой функции / то /' (хо) = 0. Касательная к 
графику функции / проходящая через точку 
(хо, (Хо), параллельна оси х. 


(наименьшее) 


Пример. Так как /(0) = 0 является 


функции /(х) = х2, то /' (0) = 


Достаточные условия существования экстре- 
мума. 

1. Если / дважды дифференцируема в точке хо и 
Л (хо) = 0, а / (хо) > 0 (7 (хо) < 0), то функция / 
имеет в точке хо локальный минимум (максимум). 

2. Пусть / К раз дифференцируема в точке Хо. 
Далее, пусть / (хо) = 0 при у = 1, ..., К—1 и 
РГ (хо) # 0. Если К четное, то / имеет в точке хо 
при 79 (хо) > 0 минимум и при А (хо) < 0 макси- 
мум. Если К нечетно, то экстремума нет. 


минимумом 


Примеры. 1) Функция /(х) = х* имеет локальный 
минимум в точке хо = 0, который совпадает с абсолютным 
минимальным значением / в В, так как / в В четыре раза 
непрерывно дифференцируема и 


7 (0) = 7" (0) = /"(0) = 


2) Для функции / (х) = х? в точке хо = 0 выполняется 
необходимое условие экстремума / (0) = 0. Однако /(0) = 
не является точкой экстремума функции /. 


0, 74 (0) = 4! > 0. 


3) Функция /(х) = х? + х? – х – 1 имеет минимум в 
точке хо = 1/3 и максимум в точке х; = —1. Однако, по- 
скольку Шт /(х=— о, Іт /(х)- + о, у функ- 

Х-- 00 х + 00 


ции / в В нет наибольшего и наименьшего значений. 

4) Пусть среди прямоугольников с одинаковым 
периметром необходимо найти максимальный по площади, 
Если а, Б — длины сторон прямоугольника, то его площадь 
равна 5 = а: 6. Из условия Р = 2 (а + Б) = сопѕі > 0 следует, 
что в = Р/2 —аи 5 (а) = а (Р/2 - а). Решение задачи сводится, 
таким образом, к нахождению максимального значения 
функции 5, где 0(5) = [0, Р/2| Уравнение 5 (а) = —2а + 
+ Р/2 = 0 имеет единственное решение ао = Р/4. Так как 
5" (40) = -2 < 0, то 8 имеет в точке ао = Р/4 локальный мак. 
симум, который вследствие того, что 5(0) = 5(Р/2) = 
совпадает с максимальным значением 5. Искомый шэн 
угольник есть квадрат со стороной а = Р/4. 

5) Пусть заданы п значений измеримой величины 
а,.... а. Число х (среднее значение) должно быть опреде- 
лено так, чтобы сумма квадратов отклонений величин 
а, от х принимала минимальное: значение, т. е. надо опре- 
делить минимум функции 


Ло = 2 (а, — х)?, 


= 1 


р(у = 


Уравнение / (х) = – 2 2 (а —х)=0 имеет единствен- 
=1 


ное решение хо --- Ээ а. Из того, что /" (хо) + 2п > 0, 


следует, что / имеет в точке хо локальный минимум, 
который совпадает с минимальным значением / в В. Иско- 
мое среднее значение равно среднему арифметическому 
значений измеряемой величины. 


‚  Предположенил о дифференцируемости функции 
Ү в необходимых (соответственно достаточных) 
условиях экстремума могут не выполняться, но тем 
не менее функция / может иметь экстремумы. 
Например, функция /(х) = | х | не дифференцируема 
в точке хо = 0, однако имеет в ней минимум. В 
подобных случаях нужно пытаться найти значения 
экстремумов непосредственно на основе определе- 
ния. При этом важным вспомогательным средством 
являются соображения о монотонности вблизи 
исследуемых точек. Функция / (х) = | х |, например, 
является строго убывающей при х <0 и строго 
возрастающей при х > 0. Следовательно, / (0) = 0 
является ее минимумом. 

Пусть функция / дифференцируема в некоторой 
окрестности точки хо. Функция / имеет в точке 
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Хо точку перегиба тогда и только тогда, когда 
функция /” имеет в точке хо локальный экстремум. 

Геометрическая интерпретация. 
Если / имеет в точке хо точку перегиба, то график 
функции / в точке (хо, /(хо)) «перегибается» через 
касательную к нему в этой точке, 7. е. в некоторой 
окрестности точки хо кривая при х<хо и при 
х > хо лежит по разные стороны от касательной. 

Необходимое условие существования точки пере- 
гиба. Если функция / дважды дифференцируемая 
в некоторой окрестности точки хо, имеет в хо 
точку перегиба, то ј" (хо) = 0. 

Достаточное условие существования точки 
перегиба. Если / в некоторой окрестности точки 
хо К раз дифференцируема, причем К нечетно, 
К>З,и/" (хо) = Оприу = 2, 3,..., К — ај (хо) ж 
5 0, то функция / имеет в хо точку перегиба. 


Примеры. 1) Функция / (х) = х? имеет в точке хо = 0 
точку перегиба, так как /" (0) = 0, /" (0) = 6 = 0. 

2) (х) = ѕіпх имет в х=0 точку 
Г” (0) = – біп0 = 0, /" (0) = — соѕ0 = – 1 = 0. 


перегиба; 


3.1.5.6. Элементарное исследование функции. 
При помощи дифференциального исчисления во 
многих случаях можно получить представление о 
поведении графика функции, не заполняя подробных 
таблиц значений функции, которые в большинстве 
своем неудовлетворительно отражают важнейшие 
качественные свойства функции, такие, как точки 
разрыва, локальные экстремумы или нули функции. 
Такое исследование функции включает в себя 
приведенные ниже этапы, которые могут быть 
проведены на основе методов, описанных в 3.1.4.1, 
3.1.5.4 и 3.1.5.5. 

1. Определение нулей функции / (решение уравне- 
ниај (х) = 0), четности (нечетности) и периодичности. 

2. Определение интервалов непрерывности и 
дифференцируемости. 

3. Классификация точек разрыва функции / 
и исследование ее поведения «на бесконечности». 

4. Определение локальных экстремумов и точек 


перегиба. 

5. Определение интервалов монотонности и 
выпуклости. 

6. Вычисление соответствующих значений 
функции. 


7. Выполнение эскиза графика функции. 


Пример. Будем исследовать график функции 


= при х > 2, 
/0)-4 3 
х +1 
ЕТ при х < 2. 

1) Функция / не имеет нулей. 

2) / непрерывна на В\{1, —1}. Так как / (2) = -8/9, 
Ғы (2) = 0, то / не дифференцируема в точке х; = 2. Следо- 
вательно, функция / дифференцируема на К|[2, 1, -1) 
(см. 3.1.5.3). 


2 
3) При х<2 /(х) (<< (6 + 1) + 1. Точки х + | и 
хз = —1 являются, таким образом, точками разрыва 2-го 
рода. Далее, 
Пт /(х) = ша (х) = +оо, 
хэ 1+0 х--1-0 
іт (х) = Іт /(х=— о, 
хэ —1+0 х-1-0 
іт /(х) = 5/3, Пт у(х) = 1. 
х — + оо Х-»- 00 


-4 
4) Единственное решение уравнения /” (0) = атут = 0 
есть хо = 0. При х<2 и хх +! получим, что /" (х) = 
4 (3х? + 1) , 
= -з-. Из того, что Г” (0) = —4 < 0, следует, что / 





Т (х2 – 1)3 
имеет в 0 локальный максимум. Функция / не достигает в 
области определения наибольшего и наименьшего значений. 
Так как у уравнения /” (х) = 0 нет действительных реше- 
ний, то / не имеет точек перегиба. 

5) При хе(-оо, — 1) ихе(- 1, 0) / (х) > 0. Следователь- 
но, / строго возрастает в этих интервалах. При хє(0, 1) и 
хє(1, 2) 7 (х) < 0, откуда следует, что / строго убывает в этих 
интервалах. 





Рис. 3.8 


При хє(-1, +1) Г" (х) «0 и, следовательно, / строго 
выпукла вверх в (-1, +1) При хе(-о, –1) и хе(1, 2) 
Г’ (х) > 0. Следовательно, / строго выпукла вниз в этих 
интервалах (рис. 3.8). 


3.1.6. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 
ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 


3.1.6.1. Частные производные, геометрическая 
интерпретация. Пусть функция / определена в неко- 
торой окрестности точки Р, (х, ...„хоје Е". Функция 
У называется дифференцируемой по х,, если сущест- 
вует предел разностного отношения 


іт (7 (ж, ... ,х)- 
Хк > Хү 


0 0 
» Хк- 1, Хю Хєх» ... 


-Ихо ..., ха, Хр Хива» ХИ) (ха — хе); 


этот предел называется частной производной 

функции Г (по х,) в точке Ро и обозначается 
(0 0 

ОХЬ цол или Ју (1, ..., Хо). 

Частная производная функции / по ху в точке 
Ро (х, ..., х0) равна, таким образом, обыкновенной 
производной функции действительного перемен- 
ного хь, которая получается из / если переменные 
х, для ізе К положить равными хо. 

Функция / называется дифференцируемой по 
каждому из переменных в Ес р(}), если для ў 
на Е существуют частные производные по каждому 
из переменных Хү, ..., х,. Функция / называется 
непрерывно дифференцируемой в точке Р,єр(}), 
если / дифференцируема по каждому из переменных 
в некоторой окрестности точки Ро и все частные 
производные 0//дх, (К = 1, ..., п) непрерывны в Ро. 

Пример. Функция /(Х,, хо) = ех! ѕіп х, дифференци- 
руема по каждому из переменных в К2, и 


о. 0 
Л хү (34, ха) = еХі біп х5, ха (х0, ха) = ем! сов х9; 


более того, / является непрерывно дифференцируемой в В?. 


ПОЛНЫЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛ, ПРОИЗВОДНАЯ ПО НАПРАВЛЕНИЮ, ГРАДИЕНТ 
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При п > 1 из дифференцируемости /в точке Ро по 
каждому из переменных не следует, вообще говора, 
непрерывность / в точке Ро. Функция / из при- 
мера 2) в 3.1.4.2.2 разрывна в точке (0, 0), несмотря 
на то, что / дифференцируема в (0, 0) по хі и х;: 
Г. (0, 0) = л., (0, 0) = 0. 

Геометрическая интерпретация 
частной производной. Пусть /- функция 
двух переменных, дифференцируемая по каждому 
из переменных в точке Ро(хо, Уо). Рассмотрим 
плоскость П, проходяшую через точку Ро(хо, Уо) 
параллельно плоскости х02, т. е. плоскость у = у). 
По определению / (Хо, Уо) есть число, равное 
12 Ф, где ф — угол между касательной к кривой 
пересечения плоскости П и графика (см. 4.1.4.4) 
функции / и плоскостью хОу (рис. 3.9). 





Соответственно /,(Хо, уо) представляет собой 
тангенс угла наклона касательной к кривой пере- 
сечения плоскости х = хо с графиком функции / 
и плоскость хОу. 

Производные высших порядков. Пусть функция / 
на открытом множестве Ес р (/) с В" дифферен- 
цируема по х,. Тогда Лл, является функцией с об- 


ластью определения Р(Г,) = Е. Функция / назы- 


вается в точке РоеЕ дважды дифференцируемой 

(по х, Ху, если функция Г ху в точке Р, дифферен- 

цируема по х, Для второй производной Јпохри х, 

Р, 

дх,дх, 

Посредством полной индукции определяют 
частную производную г-го порядка: 


2( Фу СУ (Ро) 
дж; дх; _ 27 0х 


Ро дх,...дх 
Пример. Для функции / = еХ! біп х, имеем 


используется обозначение или Ју (Ро). 





7 Ла (Ро) 


11 


” 


х? 
о „о "0 
хх (хі, х = е біп хі, 


0 
хі 
аха 09, делі, (50. е-е 7 созхо, 


” 


х0 
охо (х0 х9) = -е ! зіп хо. 

При определенных предположениях можно 
менять порядок вычисления частных производных 
функции. Пусть / непрерывна в некоторой окрест- 
ности И (Ро) точки Рое К". Если существуют частные 


” 


производные ў”, ,/',,/ х в О (Ро) и они непрерывны 


в точке Ро, то сушествует частнал производная 
Ложа В Ро И Жох Ро) = Жох (Ро). 

3.1.6.2. Полный дифференциал, производная по 
направлению, градиент. Пусть область определе- 
ния р(/) функции / содержит окрестность точки 
Р(х, ..., х0), п> 1. Функция / называется диф- 
ференцируемой в точке Ро, если для любых 
Р(хі,..., х,) из этой окрестности 


ДР) – (Ро) = У, 75, (Ројба — №) + р(Р, Ро) А. (Р), 


где р(Р, Ро) = 1: (х, – хе)? и Пт Е, (Р) <0. 
к= 1 


Р-Р, 


Линейная часть 


4/(Р)- > у (Рој (а — х9) 


приращения /(Р)- Г(Ро) называется полным диф- 
ференциалом функции / в точке Ро. 


График функции 7 определяемой равенством 
Ј(Р) = Г(Ро) + У У, (Ро) (х, — хр), 
кі 


называется касательной плоскостью к 
функции / в точке Ро. 

Если / дифференцируема в точке Ро, то / 
непрерывна в Ро и дифференцируема по каждому 
из переменных Хү, ..., х, Однако, если функция 
непрерывна и дифференцируема по каждому из 
переменных хХ1,..., х, в точке Ро, она не обязательно 
дифференцируема в этой точке. Если же /непрерывно 
дифференцируема в точке Ро, то / дифференци- 
руема в точке Ро. 


графику 


Пример. Функция 


2 
ХХ: 
хе при (хи, хэ) # (0, 0), 


0 при (хі, Хэ) = (0, 0) 


Лос, хэ) = 


непрерывна в Ҝ?. При (хи, хо) # (0, 0) 











2х,х3 , _ х2 2 — хі) 
Ға (ху, ха) = г Ју, (хі, хо) = (х2 үхэр , 
а при (ху, хо) = (0, 0) 74, (0, 0) = ша 100700) 0 
! ху Хү 


У, (0, 0) =0. 


Следовательно, / дифференцируема в В? по х, и по х,. Из 
того, что. іт Ға (1/п, 1/п) = 1/2 я Хх, (0, 0), следует, что 
со 


п-» 
, 


Ї хі Не является непрерывной в (0, 0). Функция / не дифферен- 


цируема в Ро(0, 0), так как в противном случае (если поло- 
жить, в частности, что хі = х; > 0) должно было бы иметь 


место разложение /(хі, х;)- /(0, 0) = ха = У2х, В, (Р), 
где іт А, (Р) = 0, что невозможно, ибо В, (Р) = /2/4. 


Р— Ро 


Геометрическая интерпретация 
полного дифференциала функции 
двух переменных. Пусть Ро (хо, уо) - точка 
из области определения функции 2 = (х, у). 
Если положить 4х = х – хо, Яу = у – уо, 42 = 2 — 20. 
то в случае дифференпируемости функции в Р, 
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получаетса формула разложенил 
ДР) – Ј (Ро) = ај (Р) + р(Р, Ро) К, (Р), 
где Пт К,(Р)=0. 
Р >» Р, 


Если отложить вертикально из Р(х + ӣх, 
Уо + Фу) (соответственно Ро (хо, уо)) значение 
функции (Р) (соответственно /(Ро), то получим 
соответствующие точки поверхности графика 
функции /. Если же в точ- 
ке Р взять приближенное 
значение / (Ро) + 47 (Р), то 
получим точку плоскости, 
касательной к графику 
функции в точке Ро, ле- 
жащую над точкой Р. 
Полный дифференциал 
ај (Р) является прираще- 
нием значения функции, 
если поверхность графика 
) заменена касательной 
плоскостью к нему, про- 
веденной в точке Ро (рис. 3.10). Это приближение 
тем точнее, чем меньше р (Ро, Р). 

Производная по направлению. Пусть / определена 
в некоторой окрестности точки Ро (х9, ..., хо) Ҝ", 
и пусть т — единичный вектор в В" ([ т | = 1) с 





Рис. 3.10 


координатами т; = соѕ ©; (+ 1, ..., п), где а – 
углы между вектором т и положигельными 
направлениями осей координат. Предел 

0 0 0 
Іт = 708 + тъ ..., Хау + т), — Ј (ху, ..., ха) 
1-0 
(если он сушествует) называется производной 


функции в точке Ро по направлению т и обозна- 
чаетса 2/(Р,)/дт. 

Производная функции / по направлению т 
равна, следовательно, обыкновенной производ- 
ной такой функции одного переменно:о, которая 
получена из / путем сужения области ее опреде- 
ления до отрезка прямой, проходяще! о через точку 
Ро в направлении вектора т. 


Пример. Пусть /(хі, хо) = х? + х5, Ро-(0, 0), т = 


= 12, 1/2). Тогда 


ОР) _ 1 | 
ЛЫН ША %)- СОЕ 


Если ѓдифференцируема в точке Ро, то существует 
производная по направлению функции / в Ро от- 
носительно произвольного единичного вектора т и 


огр) 57. 
инчийн Ул (Ро) сов оц. 


Если /дифференцируема по каждой из координат 
в точке Ро, то вектор (7, (Ро), Је, (Ро), ..., Хх, (Ро) 
называется градиентом функции ј в точке "Р, и 
обозначается символом ргай / (Ро). 
Если / дифференцируема в гочке Ро, то 
01 (Ро) 
——— = ргаф/ (Ро) - т 
дп = вгаа/ (Ро) 
где справа стоит скалярное произведение. Если т- 
вектор в касательной плоскости к поверхности 


уровня Г (хи, ..., х,) = сопѕї, то 


Ој (Ро) _ _ 
— Эт = ртад Г (Ро) - т = 0. 


В общем случае 


2129 = | вгаа /(Ро) | сов гаа / (6, а). 


Свойства градиента. 

1. Градиент функции ў перпендикулярен по- 
верхности уровня /. 

2. Направление градиента есть направление 
наиболее быстрого роста функции / (т. е. направ- 


ление наибольшей производной по направлению). 
Їїхү, х, хз) = И’, где 


Г = үх! + ха + х3, р(/)-871(0, 0, 0) (ньютонов потенциал 


Примеры. 1) Пусть 


центрально симметричного силового поля). Тогда 
вгаа / (Р) = — Деба, Ху, Хз}. Поверхностями уровня при 
этом являются сферы с центром в точке начала 


координат (0, 0, 0) Производная функции / в точке 
Р(хі, хь, хз) по направлению т равна 


3 
20 2 - ЭХ Сов 01. 
ізі 


2) Для функции / из примера 2) в 3.1.4.2.2 в точке 
Ро(0, 0) сушествует производная по любому направлению, 
несмотря на то что / разрывна в точке Ро. 


3.1.6.3. Теоремы о дифференцируемых 
циях многих переменных. 

Дифференцированиесложной функ- 
ции. Пусть функция / дифференцируема в точке 
Ро(х9,...,х0), и пусть Фъ..., Фа — функции одного 
переменного, дифференцируемые в точке ге (а, Б) 
и такие, что х? = Фф; (го) (1-1, 2,....п). Тогда 
сложная функция, составленная из ји ф;,..., Фф, (см. 
3.1.4.2.3), дифференцируема в точке г, и ее 


производная равна 


ај 17 [91 (0). 
фо 
Пример. Пусть функция РАД хә) непрерывно диф- 
ференцируема в В?. Далее, пусть х; = Ф, (1) = гсо51, 
хә = Фф, (1) = ғ біпі, где ғ = сопѕї, Сложная функция Е(!) = 
= /("со5 1, 511) имеет производную , 


функ- 


Фа (01 





> ха) Фа (10). 





Е. (1) -11|-/х, ("сов1, гп 1) віп + Гх, (ғ сов1, гіп г) сов (|. 


Дифференцирование неявных функ- 
ций. Если функция Ғ(х, у) непрерывно диффе- 
ренцируема в области Е < К? и существует функ- 
ция у = (х), определенная в (а, Б) и такая, что 
для всех хє(а, Б) уравнение Е(х, Г(х)) = 0 выпол- 
няется, и если, кроме того, Ғ,(х, Ј (х)) > 0, то / диф- 
ференцируема в (а, Б) и для каждого хе (а, Б) спра- 
ведливо равенство (ср. 3.1.6.4) 


Ее 709) + (ж ЛО) О) = 
или КЕДЕНІ 
ЖЕЛЕГІ 


Примеры. 1) Уравнением 





Е (х, у) = х фу = 0, х <0, уЕВ, 


неявно определяется функция у = /(х) = 3 1п(— х). 
Для нахождения / (х) не обязательно разрешать урав- 
нение Ё(х, у) = 0 относительно у: достаточно продифферен- 
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цировать Ё(х, /(х)) = 0 относительно х и получить 3.1.6.4. Дифференцируемое отображенне про- 
3х? + е. (х) = 0, откуда /'(х) = — 3/х. странства К" в К"; функциональные определители; 

2) Пусть Р(х, у=х-зту -1<х< +1, уе(-1/2 неявные функции; теоремы о существовании решения. 
+л/2), Решением уравнения Е(х, у) = 0 относительно у 


является у = / (х) = агсѕіп х. При помощи неявного дифферен- 
цирования получаем | — соѕ у: /'(х) = 0; следовательно, 


24 
лот хул жеті: 


Формула Тейлора функции двух переменных. 
Пусть функция / на множестве 


= {(х, ей? |(х- хо)? + (у — уо)? <6, 5 > 0) 








"+ 1 раз дифференцируема. Тогда для всех 
(х, ује Е справедлива формула 
п 1 д 
у) - > Я је — Хо) 9х + 
д 
+ (у — уо) 2) ) + В,(х, у). 
(Хо, Уо) 


При зтом 


д 
с- Хо) 57 + (у — уо) 24 | = 


к 


ак 
- У ав - хо) ( (у – уо) ерата 


:=0 


СК ду Е д" 297 


дх5буд 0х’ дх0 дук бу’ дх0дуб - 


Кик у) = Кине 2-2, 


0 |"! 
1523 г) 
ду 


где 0Е(0, 1). Величина К, (х, у) называется остаточ- 
ным членом (в форме Лагранжа) формулы Тейло- 
ра для функции 7. 

Если при (х, у)єЕ имеет место равенство 


ша К, (х, у) = 0, то можно использовать формулу 
п — ОС 


Тейлора для того, чтобы в некоторой окрест- 
ности точки (хо, уо) приблизить функцию / много- 
членом п-й степени. Формула Тейлора легко может 
быть обобщена на функции более чем двух пере- 
менных. 

Если / дифференцируема в области Е с В? и для 
всех (х, у)є Е выполнены соотношения /;(х, у) = 
= 7 (х, у) = 0, то / постоянна. 


Пример. Если разложить функцию /(Х, у) = 
= біп хзту в точке (хо, уо) = (0. 0) вплоть до остаточного 
члена К; (х, у), то получим 











, 


Хо + 0(к- Хо), уо + 0() - 10) 





біп х зп у = ху + Ка(х, у), 
Ка(х, у) = ~ + [02 + Зху2)сов бх біп ду + 


+ (Зхгу + уз) т Өхсов бу, 


где 0 < 0 < 1. Из | соз 6х | < 
треуголђника следует, что 


[Кз (х, у) | 


1, |віп Өх | < | в силу неравенства 


< 0х! +1. 


Таким образом, при небольших значениях |х|+|у| 
функция /(х, у) близка к функции /, (х, у) = ху, графиком 
которой является гиперболический параболоид. 


Пусть в некоторой области С < В" определены 
функции је. Лт: 


х =(х,,...,Ха) 


(71 (Х1....,Хл) „Р ХА), 


то отображением х — Ғ(х) определяется функция | 
с областью определения (0 = и множеством 
значений И/ (0 с Ҝ". Функция Г называется не- 
прерывной, соответственно дифференцируемой, по 
каждой из координат в б, если все функции 
(ЕЕ 1,...,п) непрерывны, соответственно диф- 
ференцируемы, по каждой из координат х},...,х, 
в области С. Аналогично определяется непрерывная 
дифференцируемость отображения |. 

Пусть функция Г определена в области С с К" 
и дифференцируема в точке Р,(х®,..., х0)єС. по 
каждой из координат. Матрица размера пх т 


Если записать сокращенно: 


(х) = 











ду, ду» 
дх | дх, 
(2 3 Е 
б», | ода 
дх, ^^ дх, Р, 


называегся функциональной матрицей функции # 
в точке Ро. В случае т = п определитель этой 


матрицы 
ду; 
= де 
е (24) 


называется функциональным определителем или 
якобианом функции # в точке Ро. 


ОК... Га) 


0(х,.. .. Ха) 











Пример. Якобиан функции Г, (хи, Хо) = х? – хі, 
(х1. хэ) = 2х,х; равен 
2114) - 4049 + фр», 
ба, ха ху = х) 
Х2 = х 


Свойства дифференцируемых отоб- 
ражений. 

1. Если область С с В" посредством непрерывно 
дифференцируемой на С функции Г отображает- 





ся на множество С с В" и если для всех 
А 
Съ... Га) 

РЕС якобиан -— ---- - отличен от нуля, то 
С(Х1,..., Хр) 


С” также являегся областью. 
2 Пусть Ғ является на С с Е" непрерывно диф- 
ференцируемой функцией. Пусть также в точке 


РоЕС Шира 


с (х1,. .. Хи) 


Мин 


Тогда существует окрестность И(Ро) точки Ро, 
которая отображается функцией Ғ на некоторую 
окрестность И точки #(Ро) взаимно однозначно. 
При этом в Г существует непрерывно дифферен- 
цируемая обратная функция 85) 

Таким образом, система уравнений 


У = Л, (Ха.. Ха) (і = 1,...,п) 
*) В этой теореме утверждается только локальная 06- 


ратимость Функция Ғ не обязательно взаимно однозначна 
на всей области С. 
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разрешима относительно переменных Х1,...,Х, В 
некоторой окрестности точки, в которой якобиан 
отличен от нула, т.е. сушествуют непрерывно 
дифференцируемые функции 01,....0п такие, что 


Х; -00:(Уу.---Ул) 


Пример. Системой уравнений 
Уул Ја (р, Ф) = рсовф, у -/;(р, Фф) = рвіп Ф 


определено отображение области С = {(р, ф)|р> 0, фе 
Є|0, 2л)) < В? на В?\{0, 0}. Функции /,, Г, непрерывно 
дифференцируемы в С, и 


оу) сов р ѕіп ф = р. 
(р, Ф) -рвіп ф рсоѕ Фф 





Поскольку р > 0, ло указанная выше система уравнений 
разрешима в некоторой окрестности произвольной точки 
области С относительно р и фе[0б, 27), Получаем 


р = 91 (уз, Уг) = үл + уз, 


агсір(у2/у1) 
п + агсів (у2/у1) при уу < 0, 


при уі > 0, у > 0, 


2л +агсір (уз /у 1) при у, > 0, у. < 0, 
Ф = 92(у1, у2) = в (уз/)) ри ул Уз 
1/2 при у, = 0, Уг > 0, 


3л/2 при у, =0, у; < 0. 
Легко видеть, что эти формулы решения справедливы 


для всех точек из С. Заданное посредством формул 


у= Л (р, $) (1 = 1, 2) отображение С на В?\{(0, 0)) взаимно 
однозначно. 


Теорема об умножении якобианов. Пусть функ- 


ции Г,,..../» заданные уравнениями у; = 
= (Хл,...,Ха) (7 = 1,...,и), И функции ду. > би 
заданные уравнениями х; = 9;(21,...,2,) (! = 1,...,п), 
дифференцируемы по каждой из координат. Тогда 
функции Р,,...,ЕЁ,, определенные уравнениями 
Е,(24,...,2,) = 74191 (21,...,2),:::,9„(21,.::,2)], 
где і = 1,...,п, дифференцируемы по каждой из 


координат и соответствующий якобиан равен 


д(Е,,...,Р,) 2 С(Хаь... Ли) 0(41,--.»>4,) 
д(21,...,2)) д(хһ,....х,) 0(21,....2,) 


Функции /1...../, называются зависимыми в 
б с В", если в Ос К" существует функция, не 
равная тождественно нулю ни в одной подобласти 
области ОИ и удовлетворяющая в каждой точке 
(х1.....Х,)Е О соотношению 


Е | Ла (ха... Хи)... Ји Оса» Ха) | = 0. 


Следующая теорема дает критерий того, что 
данная система непрерывно дифференцируемых 
функций является зависимой. 

Пусть функции 7 ,,..., Гм непрерывно дифферен- 
цируемы в ограниченной области С с В". Тогда: 

1, При т>п функции /1,..../һ всегда зави- 
симы. 

2. При т=п функции Г/,,...,јЈ, зависи- 
мы в С тогда и только тогда, когда якобиан 
О(Тл,... Ја) 
0(х1,...,х,) 

3. При т < и функции /,,..., /, зависимы в С, 
әр 


дх, 


тождественно равен нулю в С. 


если ранг матрицы 





меньше т. 








Примеры. 1) Функции /, (хи, хз) = 21 %Х2,,(хі, ха) = 


= ед Ха независимы в каждой ограниченной области 


в В2, поскольку 0. 73) = —2е2% # 0. 
д(хъ хэ) 

2) Функции Л(х, х) = ѕіп(х, – х), М(х, Хо) = 

= с0$ (х, — х2) являются зависимыми в В?, так как 
вт? (х, — хо) + с05? (х, — Хо) — 1 = 0. 

Для всех (хі х2)ЕВ? имеет место равенство 
941, 1) — 
д(ху, хэ) 


Неявные функции. Пусть в некоторой 
области С плоскости хОу задана функция Е, 
и пусть линия уровня функции Р, определенная 
соотношением Е (х, у) = 0, является графиком не- 
которой функции /, заданной уравнением у = /(х). 
В этом случае для всех хер(ј) выполняется 
равенство Ғ(х, Ј (х)) = 0, и говорят, что функция / 
задана неявно уравнением Е(х, у) = 0 или что 
уравнение Е (х, у) = 0 является однозначно разреши- 
мым относительно у. Может оказаться, что урав- 
нение Е(х, у) =0 однозначно разрешимо не в об- 
шем виде, т.е. не для всех (х, ујеМ = 
= ((х, у | Е(х, у) = 0), а лишь локально, т. е. в не- 
которой окрестности некоторой точки из М. 


Пример. Линия уровня, заданная в плоскости хОу 
уравнением Е(х, у) = х? + у? – 1 = 0, представляет собой 
окружность единичного радиуса, которая не может быть 
графиком функции у = / (х). Уравнение Е(х, у) = 0, вообще 
говоря, однозначно неразрешимо. Однако верхняя по- 
ловина окружности есть график функции у = ў, (х) = 


= ул — х?, Следовательно, уравнение Ғ(х, у) = 0 является 
однозначно разрешимым относительно у при у > 0. Точно 
так же уравнение Ё (х, у) = 0 однозначно разрешимо от- 
носительно у при у < 0. При этом неявно заданная таким 








образом функция есть у = /,(х) = — И: -х?, Ее график - 
нижняя половина окружности. 


Пусть функция Е и ее частная производная 
Е, непрерывны в области Се Е:. Пусть также 
Е (хо, Уо) = 0, (хо, Уо)Е С, Е,(хо» Уо) # 0. Тогда су- 
ществует единственная непрерывная функция /, 
задаваемая уравнением у = Ј (х), которая определена 
в некоторой окрестности (хо) в точке хо, 
удовлетворяет соотношению / (хо) = уо, и в некото- 
рой окрестности И(хо, уо) точки (хо, уо) условия 
Е (х, У) = 0, (х, ује И(хо, Уо) И у = } (х), хе (хо), 
равносильны. В частности, для каждого хе (хо) 
выполняется равенство Е (х, 7 (х)) = 0. 

Если функция Ғ К раз непрерывно дифферен- 
цируема, то / также К раз непрерывно диф- 
ференцируема (см. 3.1.6.3). (Соответствующее ут- 
верждение верно, естественно, и для решения 
уравнения Е (х, у) = 0 относительно х.) 

Если ргай Е (Ро) # 0, то через точку Ро проходит 
только одна линия уровня функции Е. 


Пример. Уравнение Ғ(х, у) = хе — уе + х = 0 одно- 
значно разрешимо относитељно у в некоторой окрест- 
ности точки (0, 0), так как Е является непрерывно 
дифференцируемой в Е? и Ғ,(0, 0) = -1#0. Однако 
(явное) решение у = /(х) этого уравнения не определяется 
элементарной функцией. Тем не менее можно, согласно 


3.1.6.3, вычислить производную / в точке хо=0: 
(0) = — 2:00 0) _ 
79 Е,(0, 0): 2 


Обобшенная теорема 0 разрешимости неявных 
функций. Пусть в некоторой области б с В"*" 
заданы т функций Ғ),....Ғ, от и + т перемен- 
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НЫХ Хр...) Хи; Ур: о Ут 
уравнений: 


посредством следуюших 


г = Е(хъ...,Ха; у; ..., Ут) (і = 1,...,т). 


Достаточные условия однозначной разреши- 
мости системы уравнений Р; (ху,..., Хи; У1.....У,) =0 
(-1,...,т) относительно у;,...,у, даются сле- 
дующей теоремой 

Пусть функции Е, в н: которой окрестности Ц 





точки Ро(х®,..., х0; уб,...,удје С непрерывны и не- 
преръвно дифференцируемы относительно 
у1....,Ут. Пусть, далее, 
О(Е.,..., Ем 
Е (Ро) =0 (і = 1,...,т), (а ) + 0. 


д(уі,....У") Р, 


Тогда существует такая окрестность У точки 
Ро = Ро(х9,...,х9) и, кроме того, существует такая 
{однозначно определенная окрестностью Г) система 


определенных и непрерывных в И функций 
Ға»... ЧТО 

у = УЦха,....х,)  (і-і,..., т), 

УР =/(Х1,...,х)  (1=1,...,Т), 
и для каждой точки (Х,...,Х,) Е У выполняется 
равенство 
Е,| ху, ..., ха; А (Ха, ---» Ха), Ља ---, Ха) = 0 


Если все функции Е; К раз непрерывно диф- 
ференцируемы, то все /; также К раз не- 
прерывно дифференцируемы. 

Если уравнения Ё;(хү,...,х,; У1ь....У») = 0 од- 
нозначно разрешимы относительно у),....У, ТО 
говорят, что этой системой уравнений неявно 
определяется функция Ғ-(/|,...,/,) с областью 
определения (1) = И с В" и множеством значений 
ИВ". 

Для вычислений производной д/,/дх, (К = 
= 1,....т; 1 <г< и) прибегают к обобщенному 
правилу дифференцирования сложных функций в 
окрестности точки Ро: 


дЕ, 


0--- 
дх, Есі ду, дх, 


Определитель, образованный из коэффициентов 
этой системы линейных уравнений относительно т 








неизвестных ОХ» /дх, (К = 1,...,т), есть якобиан 
9(Е1,... Е) 
б(у/,..., Ут) | 


который, согласно условию теоремы, не равен 
нулю в окрестности точки Ро. В этой окрест- 
ности система линейных уравнений однозначно 


разрешима относительно д/,/9х, (К = 1,...,т). 
3.1.6.5. Замена переменных в дифференциальных 
выражениях. 


1. Если ј есть функция одного переменного, 
заданная уравнением у = /(х)) то при замене 
переменного х = ф(г) зачастую необходимо выра- 


4] 
зить произволные та (п = 1, 2, 3,..) через произ- 
ах 


водные функций [оф и ф от г. Для первых 
трех производных по правилу дифференцирования 
сложной функции получаются следующие формулы 








(Ги Гоф сокращенно обозначены через у)*): 
ду _1 ау 
ах Ф() 4” 


а?у 1 “Фу „.. Фу 
112 “т От Ф" (0) “| 


43 
(С; == - 





Фу _ 1 
ах? [ФР 
Фу ” , т ау 
зе) е0 + его – «(0 9" 012 
Если заменить зависимое переменное у на и 
посредством формулы у = Ф(и), то 


ду ‚ ди азу аи, (шү 
ах 7% (и) с 4х? ® (и) 427% (0 4х) ' 


Фу , „Фи + 397 ди Фи Ф") дим 
—- = ----- и){ —|. 
37% (и ах? ФОО х ах"? ах 








При замене х и у на г и и посредством 
уравнений х = (|, и), у = У(Ь и) справедливы фор- 
мулы 





Ор ду ди 
ду а ди а 
ах дф дф ди 
а ди а 
ду | ду а. 
Фу а(ау а д: ди а 
(2) ах дф дф ди = 
Әә ди а 
Ор дф аи 
1 ара да 
С дф дф ди “| дф дф ди 
2 ди а 01 + би 4. 


Пример. Декартовы координаты х, у связаны с 
полярными координатами р, ф посредством формул 


У = ря 9. 


В этом частном случае получают 


х = рсоѕ ф, 





ду _ р'ѕіпф + рсозф 
ЇЕ р'созф — рзп Ф' 


а?у р? + 2р? - рр" 
а 2 = , 2 . 3, 
х” (р'соѕф – рѕіпф) 
где р’ = 4р/аф, р” = 42р/аф?. 


П. Если функция / двух переменных задана 
уравнением о = (х, у), то при замене переменных 


х= Фф(и, 0), у= ф(и, 0) 


частные производные до/дх, до/ду и частные произ- 


водные до/ди, 00/00 связаны друг с другом 
соотношениями 

дө до дф до оџ 

би дх ди ду ди? 

де до дф (до ду 

00 дх дг ду до? 


*) В последующих формулах все функции предполагают- 
ся достаточное число раз дифференцируемыми 
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откуда следует, что 
до до до до до до 
В—, — = 
др ду 
где А, В, С и р суть функции от и и р. Вто- 
рые частные производные вычисляются по тем же 


формулам, но применяемым не к о, а к частным 
производным до/дх и до/ду, например: 


до д до д а 29 в Ф 
дх? дх \дх дх ди до 
-4(429 р до дА до ДВ до 
Б ди? дидо ди ди ди др 
029 до дА до ОВ до 
В А В--- —- 
+ | дир Ооо + 


Точно так же вычисляются производные высших 
порядков. 





"во ди 09 до) 


Пример. Выразить оператор Лапласа 


до | 220 
А ее 
Фе 9х1 7 буй 
в полярных координатах х =рсоѕ ф, у=рзпф. Имеем 
до до де . 
—_ = = = 511 Ф, 
др Эх сов ф + ду ф 
со _ _ до а до. 
дф а РПФ + ду р сов Ф, 


00 _ совф 99 5іпФ дә 














дх др р ёф’ 
до се соѕф до 
= 81 — ---- 
ду Фарр ве 
029 д де сіп Ф Со 
2,2 = сов Ф ӛр (со др р У 
віп ф 24 до зіп 2») 
р 6% Ф бр р дф 
А 220) 
налогично вычисляют дуг и получают 
020 1 029 1 до 
До = 29 + — 50. 
95 0р7 + рт 00 "р бр 


Для функций более чем двух переменных 
можно получить аналогичные формулы замены 
переменных. 

3.1.6.6. Экстремумы функций многих перемен- 
ных. Пусть функция / определена в некоторой 
области Ос КҜ" и Р, – точка в С. Значение 
функции в этой точке / (Ро) называется (локальным) 
минимумом, соответственно (локальным) максиму- 
мом функции / в б, если существует окрест- 
ность О(Р,) с С точки Ра такая, что для всех 
точек Ре /(Ро)) (Ро) имеет место неравенство 
ТҮР) > Ј (Ро), соответственно /(Р) </(Ро). Мак- 
симум или минимум функции / называется также 
(локальным) экстремумом функции / в 6. 

Значение локального экстремума функции / в 
точке Р, является наименьшим или наибольшим 
значением функции в некоторой окрестности 
точки Ро, однако оно не совпадает, вообще 
говоря, с наименьшим или наибольшим значением 
функции в области С. 


Пример. Функция /(хі, хо) = х? + х2 имеет минимум 
в точке (0, 0), равный /(0, 0) = 0, который совпадает с 
наименьшим значением / в К2. 


Необходимое условие существова- 
ния зкстремума. Если! (Ро) — экстремум функ- 
ции /, дифференцируемой по каждой из коор- 
динат в некоторой окрестности И(Ро) точки Ро, 
то выполняются равенства / (Ро) = 0 (і = 1,..., п). 

Примеры. 1) Для функции / (хі, ху) = ха + хі имеют 
место равенства / хү, 0) = у х, (0, 0) = 0. 

2) Функция / (х), хо) = хүхэ, р(Ј) = В?, не имеет в точке 
(0, 0) зкстремума, несмотря на то что равенства 
у х, (0. 0) = / х (0, 0) = 0 выполняются. 


Достаточные условия существова- 
ния экстремума. Пусть функция / дважды 
непрерывно дифференцируема в Сс О(/) СЕ" ив 
точке РоЕС выполняются равенства Л» (Ро) -0 
(#= 1,...,п). Если, кроме того, положительно 
(отрицательно) определена квадратичная форма *) 


п 
О (21,...,2,) = » хх (Ро) 212, 
іші 
то функция / имеет минимум (максимум) в точке Ро, 
а если форма О(21, ..., 2,) неопределенная, то 
функция / не имеет экстремума в точке Ро. 
Если 0(21,...,2;) не является ни неопределенной, ни 


определенной, то требуется дополнительное исследование, 
чтобы решить, является ли (Ро) экстремумом. 


Частный случай п = 2. Квадратичная форма 
О(21, 22) положительно или огрицательно опре- 
делена тогда и только тогда, когда 


р(Р,) = Ру х, (Ро) Рх х, (Ро) > 0. 
ХХІ (Ро) Жох (Ро) 


Форма О(21, 22) положительно (отрицательно) 
определена, если, кроме того, выполнено неравен- 
ство Бах (Ро)>0 (ох (Ро) < 0. При р(Р,) <0 


квадратичная форма О(21, 22) — неопределенная. 
В случае Б(Ро) = 0 необходимо дополнительное 
исследование. 


Пример. Для вычисления значения экстремума функции 


Гоа, хо) = а — Ах, х; + 9х2 + Зх, — 14Х, + + 


прежде всего находятся решения системы 


Гу (х хз) = х, — 4х; +3 = 0, 
Гу, (ха, хз) = -4х + 18Х; – 14 = 0. 


Единственное решение этой линейной системы уравненин 
есть (х0 х9) = (1, 1). Из того, что Їхүх( (1, 0 = 1, 


хах; (1, 1) = 18, у х,(1, И = -4 следует, что (1, 1) = 


=2> 0; в точке (1, 1) функция / имеет экстремум и 
поскольку Ју ха (№ 1) = 1> 0, это минимум: /(!, 1) = —5. 
*) Квадратичная форма 0(2;,...,2,) = У ар, назы- 
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вается положительно ( отрицательно ) определенной, если для 
всех (21, ..,2„)ЕВ"\ {0,. .,0} имеет место неравенство 
О(2,,...,2,) > 0 (О (2,,...,2,) < 0). Если О(21,...,2,) принимает 
как положительные, так и отрицательные значения, то 
0(21, .2,) называется неопределенной (см также 2.4.4.5.3.3). 
Форма О(21,...,2,) является положительно (отрицательно) 
определенной тогда и только тогда, когда все соб- 
ственные значения матрицы (а;,) являются положительными 
(отрицательными) (см. 2.44.5), или (критерий Сильвестра) 
тогда и только тогда, когда все главные миноры 
де (а Ы у-1 (К = [,.. , п) положительны (имеют знак (— 1) 
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Нахождение условных экстрему- 
мов. В многочисленных задачах на экстре- 
мальные значения (нахождение экстремума некото- 
рой функции) из естественных наук, техники и 
экономики множество точек, на котором ищут 
экстремум, подчинено определенным условиям, ко- 
торые зачастую заданы в форме дополнитель- 
ных уравнений. 


Пример. Необходимо определить значение экстремума 
функции /(Х,, хз) = Хү + х; при дополнительном условии 
хх = 4. 


Общая задача на поиск условного экстремума 
может быть сформулирована следующим образом: 
найти все экстремумы и наибольшее и наимень- 
шее значения функции /(х1і,.. ,х,), определенной в 
области Ос В", для точек Р(х;,...,х,), удовлет- 
воряющих дополнительным условиям 


Фи(Х/,...,Ха) = 0 (1 = 1,...,т), 


где Фі,....Ф, — дейсгвительные функции, определен- 
ные в С. 

Необходимые условия существова- 
ния условного экстремума. Пусть функ- 
ции ў, Ф,,..., Ф, непрерывно дифференцируемы в С 
и ранг функциональной матрицы (дф; /дхь) равен т. 


Положим 


Г=] + У Аф, 


к= 1 


(функция 1. называется функцией Лагранжа с 
множителами А;,...,А,„, где Х1,....Х, — Произволь- 
ные дейсгвительные числа). Если / в точке 
Р,(х9,...,х0)єС при дополнительных условиях 


Ф; (х,...,х,) = 0 (1 = 1,...,т) 
имеет экстремум, то справедливы соотношения: 
а) 1 (Ро) = Ју (Ро) + 
т 
Р 
Ак Ск) = 0 (і шин 1, ып); 
ох; 
к=1 


6) Іл (Ро) = Фе (Ро) = 0 (К = 1,...,т). 


Таким образом, необходимыми условиями су- 
ществования условного зкстремума функции / в 
точке Р при дополнительных условиях Фф, = 0 
(К = 1,..., т) являюгся следующие п + т уравнений: 


1. (Р) = Г. (Р) + № === = 0 (і = 1,..., п), 


к= 1 


14. (Р) = Ф (Р) =0 (к= 1,...,т) 


„Хо Ара А. 


Пример. Среди всех прямоугольников с постоянным 
периметром надо найти нанбольший по плошади. Пусть 
х, у- длины сторон прямоугольника, тогда Ғ(х, у) =ху- 
его площадь. Дополнительное условие; ф(х, у) х + у — и/2 = 0. 

Система 


1, (х, у) = Е (х, у) + Ар; (х, у) жу + А = 0, 
15, (х, у) = Р, (х, у) + А, (х, у) ех + А = 0, 


си + т неизвестными ху... 


Ц (х. у) = ф(х, у) = х фу – и/2 = 0 


имеет единственное решение хо == уо = — Жо = и/4. Легко заме- 
тить, что Ғ в точке (хо, Уо) имеет локальный максимум, 


который совпадает с наибольшим значением Ғ при выпол- 
нении указанных выше условий. 
Два примера задач на экстремумы 
| Метод наименьших квадратов 


Пусгь в плоскости 


хОу заданы № + | точек (х, т,) (+ 0, 1,. ,М), где х, х, 
-а,- 1), Зави- 
‚ин-т: (п < М), график 


при =) Нужно найти функцию у = /(х, ао, 
сящую ог хи ог п парамегров ао. 441, 





когорой как можно лучше приближается к указанным точкам 
(рис 311) Согласно методу наименыцих квадрагов, эти 
парамегры выбираюгся так, чтобы величина 


М 
О(аб, „Ян 1) = » | / (х, ао. 4-1) = т]? 


1-0 


была наименьшей Если для величины О воспользоваться 
теорией эксгремумов, то при соотвегсгвующих предполо- 
жениях о дифференцируемости / получаются необходимые 
условия дія определения параметров до, 41, 
с0/са; = 0 (=0, 1, .п— 1) Эти уравнения называются 
порматьпы ми уравнения ми 

Если, в часгности, выбрать в качесгве / многочлен 


п 1 
2 к тос 
41-1) = У ах, то с учетом гого, 
к=0 


О - 1 


огносительно х ў (х, ао. 


что в этом случае 


са, г 0%Е-0 


А М һ-1 
ГО _ 2 У ( У ах — п) ху, 


в качестве сисгемы нормальных уравнений получим сле- 
дуюшие л линейных уравиений (ср 2.443) 


ЊУ Ја. + ре 214, - + 


Сх "Ја, -1 |“ а 2+ 


+ (М + Пао = [т], 
+ [х] чо = [тх], 


[аи а + | За; +. + Чао+ те 1, 


„ла краткости здесь использованы символы Гаусса 


М 
шар 


1-0 


(К=1, ,2п- 2), 


№ 
[тх] = У тхе (А = 0, 


г 0 


„п— 1) 


2 Опредетеине оптимального местоположения Для М 
заданных | местоположеним, изображенных на рис 312 
гочками Р,(х, 1, (1 = 1. .М), необходимо определить такое 
местоположение (такую точку Ро(хо, уд), сумма расстояний 
от когорого до всех остальных наименьшая Следовательно, 
для Ро должен досгигагься минимум функции 


М 
2 (Хе. Хо) = У. (Хо - хо)? + (ју = уо)2)!2 
ко 1 
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Необходимые условия даются системой двух нелиней- 


ных уравнений 2, -0 и г, = 0, где 


Хо Уо 


_Хо— Хх 


«0 (а - х, - хо)? + (ж- 

М 

3) пасва азап 1 
(Ху — хо) + (ук — Уо)) 

к= 1 


Решение этой нелинейной системы 
вообще говоря, сложной задачей. 


З (уь ууа? у 





Рис. 3 12 


Если выбрать в качестве нулевого приближения 


го при помощи интерационных формул получим 


ети ф-т 


э 


уе — х,)? + (7) = уд?) "? 
У арт - х)? + тре ЫҚЫ 


= ---------------- ((К = 0, 1,..). 


хе 1) — 


>. (020 х,)2 + (уд) — у). 08 - у) 


3.17. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
ФУНКЦИЙ ОДНОГО ПЕРЕМЕННОГО 


3.1.7.1. Определенные интегралы. Пусть функция 
Г(х) определена и ограничена на отрезке 
[а, Б], а <ђ. Произведем разбиение 2 отрезка 


Га, Б] на «элементарные отрезки» введением точек 
х; (і-- 0, 1,...,п): 


а-Х0<Х1<х;<..<х,-1 < х, = Ё. 


Обозначим через А(27) длину наибольшего 
элементарного отрезка разбиения 2, т.е. А(7) = 


= тах (х; – х-1). В каждом элементарном от- 
1 <і<и 


резке выберем произвольное число 6;(х;-1 < 6, < х;) 


уравнений является, 


(рис. 3.13). Число 


92 - Улбоа- х-) 


называется интегральной суммой относительно раз- 
биения 2. 

Функция /(х) называется интегрируемой на 
отрезке Га, Б] в смысле Римана, если существует 


5 5 


Рис. 3.13 


число І со следуюшим свойством: для любого 

=> 0 найдется такое (є) > 0, что при любом 

разбиении 2, для которого А(2) < 6, выполняется 

неравенство |с (7) — 1| < в независимо от выбора 

5, Число 1 называется определенным интегралом 

функции /(х) на отрезке |а, Б]. 
Обозначение: 


Б 
1-1/(х)4х: 


х называется переменным интегрирования, а и - 
соответственно нижним и верхним пределами 
интегрирования. 

Этому определению равносильно следующее: 
Ї(х) интегрируема на (а, В, если для всякой 
последовательности 2, разбиений, для которых 


Пт А(7,) = 0, последовательность с (2,) соответ- 
п -> 00 


ствуюших интегральных сумм независимо от вы- 
бора внутренних точек Е, всегда сходится (она 
сходится в таком случае к одному и тому же 
предельному значению, которое и есть инте- 


грал). 
Если интегрируемость /(х) уже известна, то 
достаточно найти предел последовательности 


с(2,) для какой-нибудь последовательности разбие- 


ний 2, удовлетворяющей условию Шт А(2,) 
по 


= 0. 

Верхние и нижние суммы Дарбу. Пусть М; 
и т; — соответственно верхняя и нижняя грани 
у(х) в элементарном интервале |х;-1, х,| для раз- 
биения 2 отрезка (а,9| Числа 5(7)= 


У мих, — х-1) и 5(2) = у т; (х; 


іі ісі 


- Х(-ү) назы- 


ваются соответственно верхней и нижней суммами 
разбиения 2. 

Критерий интегрируемости Римана. Функция 
/(х), определенная и ограниченная на | а, ђ], ИН- 
тегрируема на [а, ђ] тогда и только тогда, когда 
для любого в > 0 существует число д(2) > 0 такое, 
что для любого разбиения 2, где А(2) < 6, 
выполняется неравенство 5(2)— 5(2) < =. 

Классы функций, для которых интеграл Римана 
всегда существует: 

а) функции, непрерывные на (а, 5); 

б) функции, ограниченные на (а, Б] и имеющие 
конечное число разрывов; 

в) ограниченные и монотонные на Та, 5] 
функции. 
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Геометрическая 
интерпретация оп- 
ределенного инте- 
грала. Если /(х) > 0 на 





Б 
отрезке (а, Б], то | /(х) 4х 


представляет собой пло- 
щадь области, ограни- 
ченной осью х, графиком 
Год и прямыми х= а и х = Б (рис. 3.14). 

Если /(х) «0 на Га, В], ‚то плошадь соответ- 


Рис 314 


ствующей фигуры равна - |] (х)ах. 


а 


3.1.7.2. Свойства определенных интегралов. 
1. | /(х)4х = 0. 


2. Перестановка пределов интегрирования: если 
ђ 


существует | /(х)4х при а < Б, то существует 


1/(х)4х--1/ < ах. 


ђ 


с 


интегралы |/(х)4х и 


а 


3. Если сушествуют 


ђ 
то существует также |/(х)фх и для 


а 


ђ 
годах, 


любого взаимного расположения точек а, ћ, с 
р с ћ 
ло) 4х + | дах + | РО) ах. 


Ь 
4. Если существует |/(х)4х, то для любой 
а 
постоянной Ф 
ђ Ь 


а/(х)4х = а | /(х)4х. 
ђ 
5. Если существуют интегралы 176) ах и 


а 
Ь 


[ а(х) ах, то существует также 


а 


Б 
Иго + 9 (х)] 4х 


ђ ђ в 
Ї|/ (х) + а ах + | /(х)4х + Та (9 ах. 


6. Если всюду на Га, Б] выполнено неравенство 
ђ ђ 


| (х) < у(х) и существуют | /(ху4х и [9(х)ах, то 


Р 5 


|исдах < [а 00 ах. 


В часгности, если т < /(х) < М, то 


В 
т(Ь- а) < | /(дах < МЬ- а). 


Ь 
7. Если существует |/(х)4х, то существует 
Ь а 
также ||] (х)|ах, и 


а 








Ь ђ 
(7 бдах| < [| 7 О) ах. 


8. Первая теорема о среднем значении. Если 
/(х) интегрируема на Па, Б] и т</(х) < М, то 
существует число џ, т< и < М, такое, что 


Ь 
[7 о) 4х = и (6 а). 


В частности, если / (х) непрерывна на (а, Б], 
то существует число 6,а« Е < Ь, 
такое, что с 

ь. 

Т0) ах = (0) – а) 

Геометрическая интерпрета- 
ция; между а и Ь существует 
такое 6, что плошадь фигуры 
АВСР равна площади прямо- 
угольника АВС) (рис. 3.15). 

9. Обобщенная первая теорема о среднем зна- 
чении. Если /(х) ид (х) интегрируемы на (а, Б], 
т < /(х) < М и либо всегда д (х) > 0, либо всегда 
9 (х) < 0, то (х) д (х) интегрируема на (а, Б] и 
существует число и, т< џи < М, такое, что 





Рис. 3.15 


ђ Ь 
[ Ло) о (дах =и [4 (х) ах. 


В частности, если / (х) непрерывна, то существу- 
ет такое число 6, а < 5 < Ь, что 


ђ Ь 
[7 (5) 0 (х) ах =] (9) | 9 (х) ах. 


10. Вторая теорема о среднем значении. Если 
Ј (х) монотонна и ограничена, ад (х) интегрируема, 
то на (а, Б] существует такая точка 6, что 


ђ 6 а Ь 
[О 9 (х) ах = у (а) [9 (х) ах + 7 (6) о 09 ах. 
а а 5 


11. Если функция / (х) интегрируема на отрезке 
(а, 5|, то функция 


Ех = да 


на отрезке |а, Б] непрерывна, а если /(х) непре- 
рывна на (а, Б], то функция Е (х) имеет на (а, Б] 
производную, причем Е" (х) =] (х). 

12. Интегрирование посредством разложения 
в ряд. Если функции /, (х) (п = 1, 2, 3,...) интегри- 


руемы на (а, 6], а бесконечный рад У /,(х) 
п=1 

сходится равномерно (см. 3.1.14.4) на [а, ђ], то 

сумма рада / (х) также интегрируема на Га, Б] и 


Ь ж ђ 
[7 (х) 4х = У, (м (х) к) 


п=1 


О вычислении определенных интегралов и даль- 
нейших свойствах см. 3.1.7.4 и 3.1.7.7. 

3.1.7.3. Неопределенные интегралы. Первообраз- 
ная функция. Функция Е(х), дифференцируемая 
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в некотором интервале (а, ђ), называется первообраз- 
ной функцией для функции /(х) в этом интер- 
вале, если для каждого хе(а, Б) справедливо 
равенство Е (х) = (х). 


Примеры. /(х) = соѕх, Е(х) ж віп х, 


Јо) = 
И: - х? 

= п|х| (х # 0), 
Если Е;(х) и Е, (х) - две первообразные функ- 


ции для /(х) на одном и том же отрезке, то 
они различаются на адди- 


хе(- оо, 90); 


Е(х) = агсвп х, хе(– 1, 1); ГО) = +. Е(х) = 





7 Ди тивную постоянную: Е, (х) = 
БТ) =; (х) + С, те. графики 
ға) всех первообразных функций 
3 

образуготса из одного из них 

7 сдвигом по оси у (рис. 3.16). 
1 Пример. Функции Е, (х) = 

= — агссовх и Ё, (х) = агсят х 

Рис 3 16 имеют для хе(—!, 1) одннако- 


вую производную А -х2 и, 
следовательно, являются первообразными функциями для 
ИИТ- х2, поэтому 

агсвіп х = — агссов х + С; 


так как агсвіп 0 = 0, агссов 0 = 1/2, то С =7/2 и, следо- 
вательно, 


агсвіп х + агссов х = л/2, 


Неопределенным интегралом функции /(х) на 
некотором интервале называют множество всех 
первообразных функций функции / (х) на этом интер- 
вале; обозначение: 


Г/ д ах. 
Если Е(х) какая-нибудь первообразная функция 
для 7 (х), то 
7х) ах = Е(х) + С, 


где С — произвольная постоянная. 


Поэтому примеры, приведенные в начале пуикта, можно 
записать так: 


| сов хдх жзтх + С; 





| ол четка (хе(-!, 1); 
1-х 


| ас (х #0), 


Вычисление неопределенных интегралов при 
помоши соответствуюших правил интегрирования 
стараются свесги именно к табличным интегралам. 
Зачастую, однако, неопределенный интеграл от 
некоторой элементарной функции невозможно вы- 
разить через элементарные функции (представить в 
замкнутой форме). Это происходит уже при интег- 
рировании таких простых функций, как 


-- -2 . 
е, вт х/х, сов х/х, 1Лп х. 


Для того чтобы проинтегрировать подобную 
функцию, можно произвести разложение подынтег- 
ральной функции в ряд и использовать свойство 
12 и 3.1.7.2 


-ұ2 
Пример. е “~ =1-х? + х4/2! — 6/31 +... 
Этот степеиной ряд сходится равномерно на всяком 
ограниченном интервале, поэтому может быть почленно 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 


проинтегрирован: 


х5 х! 
тър 





х -р 2 Ш х) 
је й: = х 377 


Тем самым находится представление интеграла в виде 
хорошо сходтцегоса степенного ряда. 


Интеграл может быть приближенно вычислен 
разными способами (см. 7.1.2.7). 

Не представимые в замкнутой форме (т. е. не 
являющиеся элементарными функциями), но важные 
для практики интегралы затабулированы, например: 


ах . - 
(ш = П(х) (интегральный логарифм), 
п х 


0 


Ф 

аф (эллиптический интег- 
= Е(К, Фф) рал 1-го рода (см. 
А И! – К 512 ф 





1.1.2.4)). 


Таблица основных интегралов. По- 
стоянная интегрирования опушена; указания 06 
интервале определения сделаны только тогда, ког- 
да речь идет не об интервале (- оо, оо). 


Степенные функции 


х"! 
х"ах = - 
п + 1 


хэ! 
х^ 4х = 
а + 1 


а. 
| = (х 0) 
х 





(пе —1; хж 0, если и < 0) 





(х = — 1 — действительное, х > 0) 


Показательные функции 


| ех4х = ех 


(е хе 
ша 


Тригонометрические функции 


(а # 1) 


|вш хах = -совх 


Гсов х 4х = біп х 
Т 
їехфдх- —11п |соѕ х | (скока 95) 


[ сів хах = Іп | ап х | (х > Кл) 


а - = рх ЇХ 93) 
со“ х 2 


ах 
7—5 = — Сір Х 
51115 Х 


Гиперболические функции 
|5а хах = сһ х 

[св хах = зА х 

Га хах = шейх 

|е хах = 1п | зћх | (х я 0) 





(х з Кт) 





4: 
-Ч---айх 
сћ х 
а 
| = -сіһх (хе 0) 
5 р 
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Дробно-рациональные функции (а = 0) 








ах х 
а? + х? а 2198 
1 
— Апћ — (|х| < а), 
| ах Ш 
а-х 1 аж | (а << 0) 
га а — 
1 ст 2 (|х| > а). 
| ах а а 
222 А 
х? — а? --іп (а 0) 
2а 








Иррациональные функции (а # 0) 











ах НЬ: 
--шшшшшш- = агсвіп-- (|х| <а) 
Иа? — х2 а 
ах __| Агзћ (х/а), 
Иа? + х2 р ја (х + Иа? + х?) 
ах _ | Агсћ(хја), 
уаса | | хжүх -а | (х|>а) 


Выражение определенного интегра- 
ла через неопределенный (основная теоре- 
ма дифференциального и интегрального исчислений, 
теорема Ньютона — Лейбница). Если для функции 
Ј (х), интегрируемой по Риману на отрезке |а, Б], 
существует непрерывная функция Ғ(х) на Па, Б], 
являющаяся первообразной функцией для / (х) на 
Га, 5] (в частности, если /(х) непрерывна на 

Б 


Га, 51), то определенный интеграл | / (х) 4х можно 


а 


вычислить по формуле 


ђ 
|/0д4х = Е(ђ) – Е (а); 


для записи правой части используются символы: 
[Е (х)] или Е(х) |а. 


Пример. 1) [совх ах = [зіп х)? ж 


= Пр — па; 
Ь 


20-Г0-/(0) 





2) | = рихрејђ- ти = 


Рис. 3.17 ћ 
= 1, если а > 0, Ь > 0, 


Геометрическая интерпретация 
первообразной функции. Если 8 (х) — пло- 
щадь криволинейной трапеции, ограниченной не- 
отрицательной функцией / (х), прямыми, проходя- 
шими через (а, 0) и (х, 0) и параллельными оси 
у, и осью х (рис. 3.17), то 


5 (х) = Е (х) — Е (а), 
где Е(х) — любая первообразная функция для /(х) 
на отрезке (а, 5]. 
3.1.7.4. Свойства неопределенных интегралов. 
1. Аддитивность неопределенного интеграла: 


(700 + (х) ах = | (х) ах + [| а(х) ах. 


2. Постоянный множитель о можно выносить 
за знак интеграла: 


Г«/одах-о)|/(х)ах 


3. Если Е (и) — первообразная функция для / (и) 
в интервале 1, то для произвольных постоянных 
а, Б (а # 0) 








1 
ЈГ (ах + ђ)ах = — Е (ах + Ь) + С, 
причем х лежит в интервале, для которого 
и=ах + БЕГ. 
Пример. 4х ~ Так +31+ С, хи — 3. 
2х + 3 2 
4. Если Г(х) имеет в некотором интервале 
непрерывную производную и (х) 0, то 
ЖО) 
ах = 1 | (х) | + С. 
Жо) 
біп х с08 х 1 
Пример, | важе: аз 3-10 (1 + віп? х) + С. 


5. Интегрирование по частям. Если и(х) и р(х) 
имеют в некотором интервале Г непрерывные 
производные, то 


Гао (х) ах = и(х)о(х) – [и (х) ох) ах. 


Примеры. 1) [| х ап хах = х(—сов х) — |1-(-сов х)4х = 


= –—х совх + зтх + С. 
2) [ъа ахас | Бас. 


жхіпх-х-С (определено в любом интервале, где х > 0). 


Интегрирование по частям определенных 
интегралов. Если функции и и гр имеют на 
[а, 5] непрерывные производные, то 


Гаиб) (х) ах = 


а 


ь 
[и(х) о (хе - Ди (х) о(х) ах. 


6. Интегрирование подстановкой (заменой пере- 


менного). Если функция /(2) непрерывна на 
Го, В], функция 2 = д(х) имеет на (а, Б] непрерыв- 
ную шинээ ио<д(х) < В, то 


[709 0) 9 (дах = | (2) аг, 


причем после интегрирования в правой 
следует сделать подстановку г = а(х). 


части 


Пример. |шеховхак- | даг = ++ С = 


= чт“ х + С. 


Зачастую этой формулой пользуются справа 
налево; для того чтобы определить | Ј (2) аг, 
ВВОДЯТ функцию 2=9(х) и вычисляют 
[7(9(х)) 9 (х) ах; после этого при помощи обратной 
функции х = ћ (2) нужно вернуться к исходному 
переменному х (обратная функция х = (2) су- 
шествует, если 4 (х) # 0 на Га, Ь]). 


: подстановка 2 = рх, 





Примеры. 9122 
( із 


хє(-1/2, л/2); значит, 2 = у (х) = 
Тогда 


1/сов22 #0 и х = агсір 2. 


| 4х 


2—79 —- а= 


ха: ЕТІ сов? х 





По 
(14-22 
(2 х 2 


И: + х 


- [оао += 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЛ 


вон ирационалан ара алата 


2) (Иа? — :24:; делаем замену с = асов х, 
гак что у (х) = -авіпхж0 и х = агосоѕ (2/0); тогда 


хє(0, п), 


(Иа? – 22 4: = [уа — а? сова «(-авіп х) 4х = — а? | ѕіп? хах. 


. | 
Далее, так как біп? х = 5 (1 - сов 2х), то 


[ іп? х дх = 40 - -у ча >) +С = ~ (с - біп хсов х) + С, 


Рапаин [5775 
но 5тх = ул - соѕ2 х = — Иа? — 23 и после введения об- 
а 


ратной функции получим, что 


ста а: 2, 24/22 
уа --2% 42 = - — агссо5-- ---; Иа — 2: + С. 
2 а 2 


Правило подстановки (замена переменного} для 
определенных интегралов. Если функция /(х) непре- 
рывна на (о, В], а функция 9 строго монотонна, 
имеет на Па, ђ] непрерывную производную и 


(а) = а. 9(Ь) = В, то справедливы следующие ра- 
венства (2 = 909; обратная функция х = #(2)): 
9 (5) 
7(9(х))9 (х) 4х = | Де) 42, 
а (а) 
һ (р) 
Гл = = | 7(4094 (х) ах. 
ћ (а) 


В отличие от правила подстановки дла не- 
определенных интегралов, согласно которому не- 
обходимо вернуться к исходному переменному, 
здесь при подстановке нужно сразу изменигь пре- 
делы интегрирования. 


а ——— 
Пример. | Иа? - 224:; подстановка с = асоѕх (п> 
та 
>х20 для -а г <а) дает 


а 0 
| Иа? – 23 42 = —а? вм? хах = + 46 [(1 – соѕ 2х) х = 
та л 0 


244 Т - а = Та 
= + 74 Ї ә Біп = 74 т. 


Можно прежде вычислить неопределенный интеграл (см. при- 
веденный выше пример); 
.--- -- – 18 || 
- а = = ап. 
за 2 


“ _____- 2 > 

[ Иа? – 234: = |- “угагссов аура 

1, а а 
3.1.7.5. Интегрирование рациональных функций. 

Дробно-рациональная функция К(х)- отношение 

двух многочленов О(х) и Р(х), не имеющих 

общих множителей: 


О(х) _ 
Р(х) | 





Бох" + Бух"! +... + Бы 


ко = + а 


аох" + а,х" і +... 


Рациональные функции всегда интегрируются в 
элементарных функциях. Их интегралы являются 
линейной комбинацией следующих функций: рацио- 
нальных функций, логарифма линейных двучленов, 
логарифма квадратичных трехчленов, арктангенса 
линейных двучленов. 

Если степень О(х) больше или равна степени 
Р(х), то прежде всего делением О(х) на Р(х) 
выделяют целую часть. Тогда получают сумму, 
состояшую из многочлена и правильной рациональ- 


0.09 
19+ а” 


О, (х) меньше степени Р(х) и многочлены О, (х) 
и Р(х) не имеют обших множителей. 


ной функции К(х)- , причем степень 


ч 


Пример. - тя 


Жо. 
х + 1 
Многочлен / (х) можно сразу же проинтегриро- 
вать: если 


Р(х) сох" "+... 


+ Ст-т 


ТО 


[ 70) ах = таа о". 


сих + С. 
—"п + 1 т-п 


Если деление выполнено, то производится 





разложение дробно-рациональной функции 

О, (х) м 

— на простейшие дроби, т.е. 
Р(х) 

О, (х) 


РО) раскладывается на сумму дробей, которые 
х 


затем легко проинтегрировать. Это разложение 
на простейшие дроби тесно связано с разложением 
знаменателя Р(х) на множители. Делением числи- 
тела О, (х) и знаменателя Р(х) на ао можно 
всегда достичь того, чтобы коэффициент при стар- 
шем члене многочлена Р(х) был равен 1. По 
основной теореме алгебры (см. 2.5.1.1.2) имеем 


Р(х) = (х – а)... (ха + рах + а)... 
02 + рух + а, 
где а, (у = 1,...,г) — действительные нули кратности 


К, многочлена Р(х) в то время как квадрат- 
ные трехчлены не имеют действительных нулей, 
т.е. р? – 44, < 0, р = 1,...,5. Получение такого пред- 
ставления в виде сомножителей и является, собст- 
венно, главной проблемой при интегрировании 
конкретной дробно-рациональной функции. Далее, 
каждому из сомножителей Р(х) соответствует не- 
которое число простейших дробей (2.5.1.2.5) а 
именно каждому сомножителю вида (х — а)“ соот- 
ветствует сумма простейших дробей 
А! + А; А, 





х-а (х-а) (х-ау 


и каждому сомножителю вида (х? + рх + 4) соот- 
ветствует сумма простейших дробей вида 

Вүх + С, В-х + С, В,х + С, 
х2 + рх+а (х? + рх + 4)? (х2 (х2 + рх а)! 





Постоянные А, В, С; рассматриваются сначала 
как неизвестные. 


Пример. К(х) = 914272 


Разложение знаменателя дает 


Р(х) = хе х х2 — 1 = (х — П(х + 1)(х2 + 1)2. 
Таким образом, 
А В Сх+ р Ех + Е 
В ----- —-- За -- и 
(х) = | + х + 1 + х2 + | 2+ ђе 


Для определения коэффициентов А, В, С, р, Е, Е 
левую и правую части умножаем на знаменатель Р(х) и 
отбрасываем е10. 


В вышеприведенном примере после умножения на зна- 
менатель (х — 1) (х + 1) (х2 + 1)? имеем 


х+2= А(х + П(х? + 1): + В(х — (2 + 1)? + 
+ (Сх + р)(х ~ 1)(х + 1)(х2 + 1) + (Ех + Е)(х — И + 1). 


Приравнивание коэффициентов при одинаковых степенях 
х в многочленах, стоящих слева и справа (от х" до х%), 
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дает систему уравнений 
х: О=А+В+С, 
х“; 0=4 – В + О, 
х?: О = 24 + 2В + Е, 
х?; 0 = 24 – 2В + Ғ, 
г; = А + В-С- Е, 
х: 24А-8-0-Ё, 
| 1 


3 ва_| са_| ре- Е Еа 1 
откуда А 87 В 87 С 47 р >" 2” 
Е = - |. 
Таким образом, имеет место разложение 
х+2 
ххх 
11:31 -2Х%4- 4+8 
8іх-і х41 о Е (53-10 


Интегрирование простейших (элементарных) 
дробей. После того, как разложение на простей- 
шие дроби осушествлено, достаточно проинтегри- 
ровать полученные дроби. Дроби, знаменатель 
которых имеет а своим действительным корнем, 
интегрируются по формулам 


А ах 
| = Аш|х – а| + С, 


х--а 





Аах А | 
С 1). 
122. У Гај 971 
В С 
Интеграл от дроби х + при р? — да < 


(х? + рх + а)“ 
«0, т.е. когда знаменатель имеет комплексно- 
сопряженные корни, преобразованием числителя 
при у > 1 приводится к виду 


Вх + С 
(х? + рх + а)” 
рВ ах 
С- ___--____= 
+ ( м. са 2 + рх + а) 
В 


= ----------------------- 
2(у- 1)х2 + рх + а)" ! 


рв ах 
с Ре 
+ ( 2 12-5 


При у = 1 после аналогичного преобразования 
получим 


| Вх + С 
———————4х = 
х + рх +9 


В рВ ах 
= --ш(х? С---іІЕз----- 
2 п(х рд 2 ранна 


Въчисление интегралов вида 


_ В (2х + р)ах 
22 | (2 + рх + а)" 


1 ах 
у (х? + рх + 4)" 
производитса по рекуррентной формуле 
1 2х + р 


(у- 1)(4а — р?) (х? + рх + а) ' 
2(2у – 3) 


(у – 1)(44 - р?) 


которая позволяет свести вычисление интеграла 


у = 


1,-1, 


Г, после у — 1 шагов к вычислению интеграла 
ах 


х? + рх +а | 
Значение последнего интеграла равно 


2 х + р 
У да - р? 


= 


1, = агс 2 + С. 


2 
У 4а – р? 


Таким образом, интегрирование простейшей дроби 


и по рекуррентной формуле 
15 = ах = 1 2х + 11 
2 (32-12 4х"-1 2" 


где | = Дена агсі х + С. 


В итоге получаем 
х+2 4х 211 
(13-12... 4х7-1 


2х – | 


--1 - - -4 
-1 т 5 ах + С 101410) 5 81018 + С. 


х 


Дальнейшие примеры. |. са так 


как степень многочлена в числителе равна степени многочлена 
в знаменателе, то, прежде чем приступить к разложению 
на простейшие дроби, нужно произвести выделение целой 
части. Имеем 

х4 | 2х2- 1. 
(4-07 7 ког 


Далее, 
1-1. 4 В „С. р 
(1-04 х-1 (Е) х41 (5418) 


Умножение на общий знаменатель дает 
2х? – | = А(х + 1)2(х — 1) + В(х + 1)? + 
+ С(х - 1):(х + 1) + В(х — 1), 


Значения некоторых коэффициентов (здесь В и О) часто можно 
получить быстрее, чем методом приравнивания коэффициен- 
тов, — подстановкой нулей знаменателя. Если подставить в 
уравнение х = 1, то получим, что 2 ~ | = 4В, т, е. В = 1/4. 
Если подставить х = ~ |, то получается 2 - | =40; следо- 
вательно, Ш = 1/4. Приравнивая коэффициенты при, х? и хо, 
получаем уравнения О=А+С и -1 = -А+В+С+0; 
следовательно, А = 3/4, С = ~ 3/4. 
Итак, получаем 


4 
х ии 
| х + 1 ]Х 1| 4х-1 ат + 
1 1 2х? -- 3х 3 х-1 
И ХҮҮГ" 7 04-07 ат аа С 








2, 4Х__. у знаменателя нет вещественных нулей: 
кичи. у у 
разложение на квадратичныс множители дает х“+1= 


= (х? — И2х + 1)(х? + И? + 1), а разложение на простейшие 
дроби - 


= Вах + а + Вах + С; | 
х х + хо рх +1 
Приравниванием коэффициентов находим В, = 
| 1 1 1 
= — С, = =, В = – ----, С; = — ; следовательно, 
22 2 2у2 


х-/2 


———4 
ҳ? ~ И2х+1 5 


х+у2 -4 1 


ЗЭН + у2х + 1 *7 22 





ах 
ЕТ" 
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Применяя соответству ие формулы для интегрирования 


Вх + С 
-------------, получаем, чго 
х? + рх +4 у 


| 4-1: кж Чх = -1-| аме + У2х + 1) + 
зү? х2-ү2х41 2/2 
2 
И 2 озон 2х + с, 


у? И 


Іп (х2 + У2х + 1) + 


простейших дробей 


! 








аге (/2х + 1) + С, 


261557 2а – ой -Ух+0- 


ага (у2 х -0+ С; 





2ү? 


| 2 
4у2 -02х+0 + 


следовательно, в итоге получаем 


„ЕИЗ + ав (ух + 1) + 


2х +! 2у2 





іх 
(аң ТА 





жесе (/2х- )+С (С=С +С), 


| 
+ Тр 

Таблицы интегралов рациональных функций 
см. в 1.1.3.3. 

3.1.7.6. Интегрирование других классов функций. 
В дальнейшем К (и, р, м,...) означает рациональ- 
ную функцию от аргументов и, р, и,... 

Приводимые ниже интегралы подходящей под- 
становкой могут быть сведены к интегралам от 
рациональных функций. 

3.1.7.6.1. Интегрирование 
нальных функций. 


иррацио- 


1. | К(х, ах + ђ)ах; в результате замены пере- 


йг 1 
менного |- Мах + Б, т. е. = — (1" — Б), 
а 


п 
ах = — 1"! 41, получаем 
а 


и п 
[ко ах + Б) х = БЕ , риза, 
а 


т. е. интеграл от рациональной функции. 


Пример, | УЗ ик -2| 24, где 


(х + 18 – Их + 1 





~ га, 


ах + Ь 
2. (к (х р) ах (ад —бс ж 0); подстанов- 


п 
ах + ђ га – Б 
ка1т1-1----, 1.6. Х5-----, 
сх + а а — сі" 
1"! 


1 
— ђе) — 
с) (а- си)” 


нальной функции. 
[в (х ах+ъь ]/ах+ђ 
сх+а' сх+а’ 


ЇЕ 45 
новка г = ‚ где 
сх + а 


ах = п(аа — 


приводит к интегралу от рацио- 


52 подста- 





г- наименьшее общее 





ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 


кратное чисел п, т,..., дает в итоге интеграл от 
рациональной функции. 

4. Теорема Чебышева. Интеграл |х"(а + Бх")? ах 
(а, ђ — произвольные постоянные, т, п, р— ра- 
циональныечисла) — интеграл от дифференциально- 
го бинома — может быть выражен в элементарных 
функциях только тогда, когда одно из чисел р, 


т+1 т-1 
, + р является целым. 
п п 








ғ 
а) р- целое; подстановка г = Их, где ғ- на- 
именьшее обшее кратное знаменателей чисел т и 
п, приводит к интегралу от рациональной функции. 


т--1 Онт 
6) --- целое; подстановкой г=уа+бх', где 
п 


г — знаменатель дроби р, получаем интеграл от 
рациональной функции. 


в) 2 





+ р — целое; при помощи подстановки 


ғ 


п 


а + Бх 
і-|/-----.Гдеғ--знаменатель дроби р, полу- 
х 


чаем интеграл от рациональной функции. 


22 ў |+ И х 112 (1 + х114) 1/3 4х: 


итак, т = — 1/2, п = их р 1/3, (т + |уп = 2 - целое, 


3, 
Подстановка ги ју + Их х = (13— 1), Их а 1212013 — 1)3 аг, 


приводит к 


3 4 
(Май. = 12 (е - 1?) 4: 
үх 
3 4 4 3 
-7)См- + Их - У 


5. [КЕ (х, Мах? + 26х + с)йх (а #0). 

Эти интегралы можно свести к интегралам от 
рациональных функций, от тригонометрических или 
гиперболических функций (они рассматриваются 
в 3.1.7.6.2). Преобразуем выражение 


Пример. 


+ух+с. 


= 3 44.3 
7! (4 


1 — 2 
ах + 2Ьх + с = — (ах + Б)? + а-ы 
а 


и рассмотрим три возможных случая: 
а) ас- 5? > 0; тогда интересен лишь случай 
а > 0, так как при а < 0 всегда ах? + 26х+с < 0. 


ы ах + ђ 
Заменой переменного ! = — 


У ас — 5: 


— 2 
+ 2х + с = — 
а 


получаем, 


что ах? 





(2 + 1), откуда следует, 


что 


[ко ‚ Мах? + 2х + дах = 
а 
рас Ь |а В /-—— 
к ру #1)а- 
- | ка, Из пан 


Дальнейшая подстановка, а именно !==5ћи 
(можно применять и подстановку г = (ри), при- 
водит к интегралу от рациональной функции от 


у«-ы - ы, 
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инч зћи и сћи: 
(И? + ђа = 


9 ас - Ы? = 0; тогда в подынтегральном выра- 
жении содержится полный квадрат, и, извлекая 
квадратный корень, получаем интеграл от рацио- 
нальной функции. 


|К, ($В и, св и) сП иди. 


2 ах + Б 
в) ас — 2 < 0; подстановкой і = ------  по- 


ИБ? —ас 


—_—_ р? — ас 
лучаем, что Иах? + 26х+с= ЇЕД -1 при 


_____- рас 

ахднүш иди | утс при 
-а 

а < 0. 

В результате приходим к интегралу вида 
|Кү(, уг? — 14, если а > 0, и | К, (г, И: -12) 4, ес- 
ли а<0. В первом случае используют подста- 
новку { = сећи (или 1 = ѕеси), во втором случае 

= сози (или ! = эти); получают соответственно 


| К, (сви, зћи)зћи ди, | К, (со и, ѕіп и) віп и ди. 











Пример. |- 4х 

х? ~ 2х 
Делаем замену переменного !-х- 1; 
х =! + 1, 4х = 4. Тогда (при г = сћи) 


а) - | Види -ижс-аныас- 
Их? — 2х ИР – 1 ви 


и + И? )+С = 


; ас- Б? = –1 < 0 (случай в)). 


следовательно, 


Іп (х — 1 + Их? – 2х) + С. 


Одной из трех подстановок Эйлера интегралы 
рассматриваемого вида можно также сразу свести 
к интегралам от рациональных функций: 

а) если а> 0, то делают замену 


Тас г Мах, 


‚+ 


6) если с> 0, то делают замену 


ми хе + ус 

уз у ари ке = | үс, 

х- Ис; 
в) если ах? + 2рх + с имеет два разных дей- 
ствительных корня о и В, то делают замену 


Мах? + 26х + с = 1(х — 0). 
6. Интегралы 
Р,(х)4х 
У ах + 26х + с 
пени, можно свести к более простому интегралу 


специального вида 


‚ где Р,(х) — многочлен п-й сте- 


| ах 
<, Полагают 
Иах? + 2бх + с 
| = Р,(х) Р.) ус 

Мах? + 2х + с + 26х + с 


АР (душа у ви + + | (о 


ах хе, 





где Р, ү(х)- многочлен степени п — 1, коэффициен- 
ты которого еще не определены. Для нахождения 
коэффициентов этого многочлена и числа А диф- 
ференцируют левую и правую части равенства (*), 
полученный результат умножают на 


Мах? + 2бх + с, а затем приравнивают коэффи- 
циенты при одинаковых степенях х у многочленов 
слева и справа. 


3 2 
3х? — 8х“ + 4х 4х. 
үх! — 2х 


Применяя описанный способ, получаем, что 


Пример. 1 = 





Г = (ах? + х + дух — 2х + а 


х? – 2х 
Дифференцируя обе части, имеем 
3х3 — 8х2 + 4х 


Их? — 2х 


-(2ах--Б)үх2 — 2х + (ах + бх + с) 





А 
Их -2х үх! -2х 





откуда после умножения на Их? — 2х и приравнивания коэф- 
фициентов при соответствующих степенях х следует: 
а-1, в -3/2, с=-12, А=-1/2. Таким образом, 


3 2 
| 32-8 + Ах ка 


Их? — 2х 
= 8-4.-4)уа-ы-4 | -2- 
| 2 2 2 52 — 2х 








= п(х – 1+ Их? —2х — 2х) + С 


Ген Их? – - кеті 
(см. предыдуший пример). 


7. Эллиптические интегралы. Интегралы вида 


| К (х, (ах? + Вх? + сх + е) ах, 


| К(х, Уах? + Эх? + сх? +ех + /)4х, 


как правило, не выражаются через элементарные 
функции; тогда они называются эллиптическими 
интегралами. В результате ряда преобразований 
можно каждый такой интеграл свести к элементар- 
ным функциям и к эллиптическим интегралам 
первого, второго или третьего рода: 


| 4 (1 — к212)аг 
уд – а = 202) Јуд-— а = ка). 
аг 
а (О<к< 1) 
Ї: -ни2үП-(2)1-0120) | 


Если сделать подстановку Е=зшу (0 < у< 1/2), 
то получим соответственно 


ау а, 
Г ду, 
у з ју эп уау 

| == 

(1 + папа У) 1 - Ета у 


Эллиптические интегралы первого, второго и 
третьего рода в лежандровой форме. Соответ- 


ствующие определенные интегралы обозначаются 
по Лежандру Е(К, Ф), Е(К, Ф), П(Вһ, К, Ф): 


= Е(К, Ф), 








) ү1- віп? у 
(у — 02 5іп2 у фу = Е(К, Ф), 
о 
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Ф 
[м тако 
(1+ изт? У) ИЕ — К2 ѕіп2 у 

Эти функции, кроме переменного ф, содержат 
еше параметр К или параметры й и К; они зата- 
булированы (см. 1.1.2.4). 

3.1.7.6.2. Интегрирование 
дентных функций. 

1. ГЕ (ѕіп х, сов х)ах. Делаем замену перемен- 
ного, полагая г = & (х/2) (-л<х<л), а следова- 


трансцен- 


тельно, х -2агсірі, ах = гіт“. Тогда 
х 2 1-1? 
сов х = 2205: — — 1 = ——— – 1 = , 
5х 2 1+2 | + 12 
811 Х = 2802 ов 21 52 2 
с0$— = со = -----, 
2298; 85 2 1-0 


откуда 


2 1-Гү 2 
К (біл х, соѕ х) 4х = К 14427 1442 112% 


т. е. в итоге получаем интеграл от рациональной 
функции. 























+ 24 
Приме 1+ Зах ма 1+2 2 ва 
Р Р | 1 созх (21-0148 Е 
1+2 
11144142 211 2 - 
- | 12 (1 + 13) и = (С + 1 ја 
= ап и –  – а +) + С = 
т устан — мох 
= 7 +С = Іпѕіп св + С. 


В частных случаях можно применять и более 
простые подстановки: если функция К(яшх, сов х) 
нечетна относительно зшх, т.е. К(— $1п х, сов х) = 
= — К(зшх, сов х), то подстановка 1 = сов х при- 
водит к интегралу от рациональной функции; 
если К(віпх, сов х) нечетна относительно соѕ х, 
т.е. К(віпх, -совх) = — К(51п х, сов х), то под- 
становка 1 = яп х дает интеграл от рациональной 
функции; если, наконец, К(—51п х, —со5х) = 
= К(віп х, сов х), то подстановкой | = ір х получают 
интеграл от рациональной функции. 








Примеры. 1) | ах ах. При помощи подстановки 
| = СО5 х, & = —яп хах получают 
біп х 4! 1 1 
ах = – | - = == + С= –——-+–— + С 
| со53 х в 26 2соѕ2 х 
2) арте. Здесь подстановка !і-ірх 
а“ соѕ“ х + ђе мт“ х 
2 
2 1 212 2 2 1 4 
6057 х = ‚ ЗІПА Х = {р^ хсовз х = ----), = ----> 
( 1+ г 5 1+ я) 1+2 


дает 


(14-12) 7  _ 
(а? + 5212) (1-8) | 


| мо 1 ђ 21 ђ 
- (ат Тата (8, гс авах) с 


ах 
а? соѕ2 х + Б? біп? х 


3) | іп" х ах. Если п=2т-+1, то полагаем г = соѕ х; 


ви? 1 хах = | (1 — сова х)" за х 4х = — | (1 7774: = 


.. + (— уп" С" сова" “хүс 


3 
= -совх+ СІ 998 Х _ т 
3 гт + 1 


В частности, 


3 
[ зіп? х ах = – соѕх + х + С. 
Если п = 2т, то по формуле Муавра получаем 


ѕіп2" х = С озот С3„ с0$ 2(т – 1)х +... 


0-С! сов 2х ИУ 





Следовательно, 
[ ѕіп2" х йх = 
= и А ап 2тх - 41 1 Ст 2(т— Пх+... 


Сусар дее ста | + С 
4) |сов' хах. Если п=2т +1, то полагаем Г = Ѕіп х; 
| сова" +1 хайх = |(1 — яп? х)"совх ах = |(1 — 1)" а = 


13 
СПХ 1) "ст 5 біп 2" 


3 ат +6 





шЯПХ- 
Если п = 2т, то по формуле Муавра получаем 


соз2" х = 1 сов 2тх + С1,„со5 2(т — 1)х +... 
22т Ї 
„+ СПА: сов 2х + 19.) 


Следовательно, 


| соѕ2" х ах = БЕ 2тх + Снят 2(т— 1)х +.. 


“2298 Ст ап 2х + свих |+ С 
В частности, 


| сове х ах = (а 4х + 4 чп 2х + вх) + С. 


5) | ап" х сов" х ах. Если п (или т) нечелно, то под- 
становка ! = сов х (или ! = 5791 х) приводит к интегралу от 
рациональной функции. Например, 


Гвіп? х сов? х4х = [52 х (1 — біп? х)совх4х = |171 -12)4, 
Е = 8т Хх. 


Если оба показателя степени четны (или нечетны), то 
подстановка г = [2 х приводит к интегралу от рациональной 
функции. Если, в частности, п и т положительные, то 
можно использовать преобразования 


. іп 2Х . - соѕ 2х 
т х со5х = біп 2х. т? х = 1- <0$ 2х. 
2 2 
0$ 2х 
сова х = 1+ 0082Х 
2 
Например. 


Гвіп? х сове х ах = | (іп х сов х)? соѕ? х 4х = 


= 3| $12 2х (1 + сов 2х) 4х = Б 2х сов 2х ах + 


| 
84 | = сова ду = ін + х- са 9114 + С. 


п 2 п-2 Ш 1-0 4 = 
6) (в чах |а (52: ) х 


НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 





7) ав хах = А аве х- |а хак 


2. | К(е"“, ел... е?удх (т, п,...,р - рациональ- 
ные числа). В результате подстановки г = ех полу- 


1 
чают интегралы вида |- --К(17, 1",... 17) ах. Если 


ғ -- наименьшее обшее кратное знаменателей дробей 


т, п,...р, то подстановкой и- И: получают 
интеграл от рациональной функции. 

3. | К(ѕһ х, сћх)ах. Эти интегралы можно вы- 
числить, заменив гиперболические функции на по- 
казательные. 

Случаи |зћ"хах, |сһ"хах, |зћ"хсћ"хах рас- 
сматриваются аналогично соответствуюшим интег- 
ралам от тригонометрических функций. 


4х ах а _ 
Пример. сћх 2 (2 21 ЕИО 


7 | 1 ша 
Интегралы вида 
4. ІРоде“ах, 5. |Р(х)віп(ох + В) ах, 
6. | Р(х) соѕ (ах + В) ах, 
7. | Р(х)ед яп(ах + В) ах, 
8. | Р(х) ед соз(ах + В) 4х, 
где Р(х) – многочлен от х, можно вычислить, 


применив один или более раз формулу интегри- 
рования по частям. 








ж 2 агсір е“ + С. 


Примеры. 
вания по частям 


1) Посредством однократного интегриро- 


|вәечк = 1 р (јен — 4 төле 
а а 


получают интеграл от функции с многочленом, степень 
которого на единицу ниже, так что в результате п 
интегрирований по частям можно вычислить исходный 
интеграл. 

2) В случае интеграла |е%віп(ох + В)4х однократное 
интегрирование по частям приводит к соотношению 


је“ ѕіп(ах + В) ах = 
= ——— онооно 4-4  “соцох + Вак 
интегрируя по частям второе слагаемое: 


(е чп (ах + В)ах = — Те“ соѕ (ах + В) + 
а а. а! ах с; 
"те пок+в- 52 |. зи (ах + В) ах, 


и обьединяя интегралы, 
получаем, что 


је“ т (ах + В) ах = азт(их + В) — асов (ах + В) фах + С. 


а? + о? 


появляющиеся справа и слева, 


Интегралы вида 
9. Пах 8’ (х) ах, 10. | агсір х К (х) ах, 
11. | агсвш х К (х) х, 


где К'(х) — производная некоторой рациональной 
функции К(х), можно интегрированием по частям 
свести к уже рассмотренным случаям: 


[ых ах =1пхК(х) — | ка дх, 





1 
| шен хК (х)ах -агсір х К(х) — | те 
| агсѕіп х К' (х) 4х = 


= агсвіп х К (х) — 


ах + 


ах 1 1 
Пример. == 4 (2х + 5)? 


1 1 1 
на | љета арх + 


1)1 [ах 2 „а? дх 
4125] х 25 | 2+5 @х+5)1 (> 


ах ох +51 + 


101 
+90 2Х + 5 


1 
4 (2х + 5)? т 


Таблица интегралов трансцендентных функций 
находится в 1.1.3.3. 

3.1.7.7. Несобственные интегралы. При введении 
определенного интеграла предполагалось, что 
функция /(х) ограничена, а интервал интегриро- 
вания конечен. Несобственные интегралы являют- 
ся обобщением определенных интегралов на случай 
неограниченных функций и бесконечных преде- 
лов интегрирования. 

Интегралы с неограниченными подынтеграль- 
ными функциями. Пусть функция /(х) ограни- 
чена и  интегрируема на каждом отрезке 
а<х<Ь-вк, где Осесђ-—а, но Іш Ј (2) = 

х -э 


Если существует предел 


ђ-Е 
Ге ша РГО ах, (+) 
=> +0 а 


то он называется сходящимся несобственным 
интегралом от } (х) на (а, Б] и его, как и ранее, 
Ь 
обозначают | /(х)4х, т. е. 
а 


ђ ЬЕ 
|0) 4х = Іт | /(х)дх. 
а => +0 а 


Если же предел ( не существует, то 


Ь 

| Ј(х)ах называется расходящимся несобственным 
а 

интегралом. 

Если же /(х) ограничена и интегрируема при 
а<х<Ь, то несобственный интеграл сходится и 
совпадает с определенным интегралом в прежнем 
смысле. 


1 


1- х? 
0 < Е < 1, ограничена и непрерывна; следовательно, интегри- 
руема. Предельное значение 

1-: 


Примеры. 1) /(х) = при 0<х<1 є, где 





ТЕ (іт — іт [агсѕіп(1 – є) –агсѕіп0] = 
є- +0 И: —х2 2— +0 
0 





= агсѕіп 1 = л/2 
1 


существует; гаким образом, | ----Ш---- шш С, 


0 
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2) Го) тес при 0<х< |--с, где О<=<1, огра- 


ничена и непрерывна, но 


: 4х 
Іт --+ Ш |(|-іп(1-х) 
=> +0 | 1-х є-40 ( № 


= (іт 
=> +0 


(-106) = +оо; 


1 
ах 
1- 





следовательно, | расходится. 
х 


0 


Аналогично определяется несобственный интег- 
рал для функций, которые на каждом отрезке 
а+ех<<х<ђћ,гтде0осе<сђ— а, ограничены и интег- 


рируемы, но Пт ј(х) = 
х-за 


Гы = іт Г годах 
> + 


афе 


Пример. /(х) = ЗЕ: пусть сначала 0 < а < 1: 


1 1 


| дх/х- іт | 4. 
=> +0/ Х 
0 с 





Е!- у= 1, 


па - 1-а” 


є- +0 1– а 


таким образом, интеграл сходится. 


(ж 


При «>! расходится, так как при а > 1 








Пт |4. Пт т = +0. 


г— +0 


Пусть / (х) не ограничена в окрестности обоих 
концов отрезка (а, Б]. И пусть с — любая внут- 
ренняя точка отрезка [а, Б]: а<с<. 


Если каждый из интегралов 


Г) ах и 


Ь 
| (х) ах сходится, то по определению 
с 


ђ с Ь 
Гло) ах = | Р(х) ах + | 7 00 ах. 


‚а= -1, Б = 1: 





Пример. /(х) --- 
1 — х? 


0 1 
Із - 2-2 22733375 
И! - `9 у1—х: ү1-х2 
І х? -і 0 
Если, наконец, /(х) не ограничена в окрест- 
ности некоторой внутренней точки с отрезка 
с 


[а, В] и каждый из интегралов | /(х)4х, 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 


Ь 
| Т(х)4х сходится, то по определению полагают 


с 


Ь с Ь 
Г/(дах = | у(х) ах + | Рд ах, 
или, подробнее, 


ь 
| Хдадх. 


С+Е; 


ђ С— Ел 
| (х) ах = т | Гбодах+ Ша 


& + а Е. > 


Оба предела нужно вычислять по отдельности. 
Если в этом смысле несобственный интеграл 
расходится, но существует предел 


іт | Гледа + (ә) 


Є-» СЕ 


то его называют главним значением несобствен- 
ного интеграла в смысле Коши. Он обозначается 
ђ 


тем же символом | /(х) 4х, что и сам интеграл, 


а 


ь 
либо у. р. | /(х) ах. 


ь 
" ах 
Пример. Главное значение интеграла = равно 
-с 
4 


СЕ ь 
іт [+ | 25 -н(8:5) 
є +0 х-с х-с с-а 


а с“. 


4х 
тогда как несобственный интеграл | --“-- (а<с<ђ не 
х-с 


а 


существует. 


Интегралы с бесконечными пределами. Пусть 
функция /(х) определена при х>а и интегри- 
руема на каждом отрезке а<х<Ь. Если су- 
шествует предел 


Ге Пт года», 


ђ— +оо а 


то он называется сходящимся несобственным 
интегралом от ј(х на интервале (а, +оо) и 
+ оо 


обозначается через | /(х) 2х; таким образом, 


а 


Гло ах = Пт (769 ах. 
а ђ— +90 а 


Если же предел 1 не существует, то интеграл 
ОО 


|7 4х называется расходящимся несобственным 


а 


интегралом. 
Жа» » 
Примеры. 1) | е > Ях тж Їйл |е “4х = 
Б-» ооо 
= 1 іт (1-е а 1 если о > 0, и интеграл сходится; 
Ср» +оо а 


если же х < 0, то интеграл расходится. 


+ со ь 
4х ах _ |. 1 1 
ЕБ Е АЕ ЕЕ 
1 1 


НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
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если а. > 1; если же 0«а < |, то несобственный интеграл 
расходится как при а = 1: 

+ о в 
| дх = пт 4х 


Х рэ +ооЈ Х 
1 1 


Пт 1пбђ= +оо, 
Б- +оо 


так и при 0 <а < 1: 
4х — ит |“ - іт -1--(5175-1) = +оо. 


х рь +оо 1-9 
1 1 


Аналогично определлетса | (х) ах = 
= Ши | (х) ах. 
> — 00 ђ 
а + со 
Если оба интеграла | /(х)4хи | 7 (дах 


сходятся, то определению полагают 


Глодах< |лодах+ Глодах 


0 + г 
Пример. | үс = ЕССЕ | лох = 
– со 0 


- 0 


0 с 
, ах . 4х 
= Пт а + т | = 
эн 11 ХЭ со) + х 
0 
= Им (-агавЬ)+ Іт агсір с = 7 4-3 ет. 
ђ — — оо с» + 00 2 


Главное значение. Если несобственные интегралы 
а + со 
| Годахи | ј(хах расходятся, а предел 
- 00 а 


ђ 


ша | /(х)4х существует, то он называется 
ђ— + 00 -в 


главним значением несобственного интеграла. Его 
+ со 


обозначают у. р. | /(х) 4х. 


то 





Пример. Так как функция /(х) = т Та нечетна, то 
ђ 


--Х ах = 0; отсюда получаем 
1+х 





в в 

+ хе _ |: 
1+ х? | + х2' 

–» -Ь –ђ -Ь 


Таким образом, главное значение несобственного интег- 
рала равно 


| + х 


Сам же несобственный интеграл | + 14х расходигся. 
х 


-04 


Пусть функция /(х) на интервале (а, +оо) 
обладает конечным числом точек, в окрестности 


которых она не ограничена. Тогда интервал 
(а, + со) разбивают на соответствующие частичные 
интервалы и на каждом из этих частичных 
интервалов вычисляют несобственные интегралы. 
Если они сходятся, то интеграл на (а, +оо) 
определяется как сумма интегралов на этих 
частичных интервалах. 

Критерии сходимости. Они формулируются для 

+ со 


интегралов вида | /(х)4х; для других типов 
а 


справедливы аналогичные утверждения *). 
1. Если функция /(х) и 9(х) неотрицательны 


и для х>хо>а справедливо неравенство 
+ со 
105) < 9(х), то из сходимости | (х) ах следует 


а 
+ оо 


сходимость | /(х)4х, а из 


а 
+ о + со 


| Ғодах- расходимосљ | 9(х) ах. 


расходимости 


2. Если функции /(х) и 9(х) неотрицательны 
и существует т Го _ К О< К< +оо), то 
х > +оо 9(х) 


+ со 


для К < +оо из сходимости | 4(х)4х 


а 


следует 


+ со 


сходимость | /(х) 4х, а при К>0 из рас- 


+ со 
ходимости | 9(х) х 


а 


следует расходимость 


+ со 


| /(х)4х, т.е. при 0<К < оо оба интеграла 


или одновременно сходятся, 
расходятся. 


или одновременно 


Б 
В случае интеграла |, а < Б, от неограниченной 


а 
в окрестности х = р функции нужно рассмотреть 





предел іт Ло) 
х>ђ—0 9(Х) 
В качестве функций сравнения в случае 


+ оо 

| (х) ах особенно удобно использовать функции 
а 1 Ь 
а0)--- а в случае интеграла |/(х)4х от 


а 





х“ 


неограниченной в окрестности точки х = Б функ- 


Ш 1 
ЦИИ — 9 (х) = Грета 


+ со 
Примеры. 1) | таза Подынтегральная функ- 
0 
ция в окрестности точки х = 0 не ограничена. По опре- 


делению 


+ со + а 
іпх шх іпх 
= ах = | ----ұ4х ах; 
ШЕ. (ез Е х 
0 0 1 


первое слагаемое — сходящийся интеграл, так как при 


0 <а < | имем Іт х" хе = (0; второе слагаемое 


*) Во многих случаях бывает достаточно уметь от- 
ветить на вопрос, сходится ли данный несобственный 
интеграл или расходится 
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сходится, так как при | < и < 2 имеем 





Іа х х? ах 
ша хх---а- т о = 0. 
хэ +оо ізх х.шізх Хо 
+ со 
ах 1 
2) | ———. Используя 9(х) = -:, получаем 
хү! + х? х 
2 
Го). іт --4---- 1; таким образом, дан- 
хэ +оо 90) хъю ху1 + х? 
ный интеграл сходится) так как сходится интеграл 
ж 
4х 
х?' 





(К? < 1). Рассмотрим функцию 


3) | 0х 
А үй — х?) (1 — Кх?) 


Тогда іт 10) = 


хр = 
сравнения 9 (х) к 9% 





1-х 
-- 
уға – (2) 


сходится и данный интеграл. 





Так как интеграл г сходится, ТО 


1-х 


Абсолютная сходимость несобственного интег- 
+ со 


рала. Интеграл | /(х)4х называется абсолютно 
а 


+ о 
сходяшимся, если сходится интеграл | |/(х)|4х 
а 
(аналогичные определения имеют место для дру- 
гих видов несобственных интегралов). Если 


| (х) 4х сходится абсолютно, то он сходится. 


+ со 


Пример. МЕ ах — абсолютно сходяшийся интег- 


1 


рал, так как, положив 2 (х) = 1/х 72, получим 


іт Ше) Пт вт х| 0 


хэ +0 960) хъ+ю үх 


Связь между несобственными интегралами и 
+ со 


бесконечными рядами. Интеграл | /(х)4х тогда 


и только тогда является сходицимса, когда дла 
каждой числовой последовательности (х,) (Хо = а, 
х, > а) такой, что іт х, = +оо, ряд 
п-» +00 . , 
о Хи+1 


У 1 Х(х4х сходится и имеет всегда одну и ту 
п-0 х, 

же сумму. Эта сумма и является значением не- 
собственного интеграла. 

Многочисленные критерии сходимости для бес- 
конечных радов могут, таким образом, исполь- 
зоваться для исследования сходимости несобствен- 
ных интегралов, и, наоборот, интегральный кри- 
терий (см. 3.1 14.2) сводит исследование сходимости 
рядов к определению сходимости несобственных 
интегралов. 

Геометрический смысл несобствен- 
ных интегралов. Если функция /(х) на 
отрезке ах» непрерывна, у(х) 20 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 


т, Ј(х) = и 
Ь 
Ї/(х)4х сходится, 


несобственный интеграл 


„то он равен площади за- 


штрихованной на рис. 3.18 
неограниченной области. 





Рис. 3.18 Рис. 3.19 


>20, 7) > 


несобственный интеграл Т (х) ах сходится, то 


а 
он равен плошади заштрихованной на рис. 3.19 
неограниченной области. 
Действия с несобственными ин- 
тегралами. Свойства определенных интегралов 


для несобственных интегралов переносятся на ин- 
+ со 


тегралы вида | қ 


Если (х) непрерывна „при х > 


х)4х и другие несобственные 
интегралы следующим образом: 


1. Если сходятся т РО) ахи Г 9(94х, то 


+ со 


сходятся также | А/(х)4х для любой постоян- 
а 
+ со 


ной Аи | (709 +9(х)) 4х, причем 


Т АЈ (г)ах = А То 4х, 


| (700 + абд)ах = | /(х)4х4 | а(х) ах. 


2. Если Ғ(х) - первообразная для /(х) в интер- 


вале (а, +оо) и существует Шт Р(х), то 
х- + 00 


| 70) ах = [Е] >, 


где [Е (х)]4° = Іт Е(х)- Ғ(а) В случае не- 
х > + 00 
собственного интеграла от неограниченной функ- 


ции /(х) справедлива формула 
Ь 
| О) ах -(ГЕ(91, 


если первообразная функция Е (х) непрерывна (точ- 
нее, допускает доопределение по непрерывности) в 
точках, в окрестности которых функция /(х) не 
ограничена. 
Примеры. 1) 


Первообразная функция для 


1 
= үрүү, есть 

Е(х) = – 11 х2 хїжү2хэ1, 1 
4у2 "а үзі 22 


-агећа (2 х +1)+ 


4 %(/2х-1) 
атады 
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(см. 3.1.7.5), и 





іп Ё()--17-, Ғ(0)- 
хэ» ОО 9% 2у2 


+ со 





Таким образом, 





== Л Я 
2/2 


3 


2) Первообразная для /(х) -х” 3 есть Е(х) == х 7; 


1 


она непрерывна при х = 0; следовательно, Г 
0 


-| 3 23] _ 3 
Е | 2 


3) Первообразной для / (х) = 





2х _ 
х? — 1 Ро) = 


= 11 | х? — 1); она имеет разрывы при х = + 1. Применение 
2 


является 





формулы к инте! ралу ЕЕ Г привело бы к неправиль- 
-2 
ному результату 0, тогда как этот интеграл — расхода- 
щийся. 
3. Интегрирование по частям. Если функции 
и(х) и о(х) имеют на интервале (а, + оо) непре- 
рывные производные, существует Пт и(х)о(х)и 


х + 00 
+ со 
Г и (х) (х) 4х сходится, то | и(х)/(х)4х также 
а 
сходится и справедлива формула 
+ о + со 


Гафожах = 99 2 - | (х) о (х) ах. 


а 


Примеры. 1) и(х) = х”, о(х) же“; Іт хе "=0, 
х — 00 

+ о 

| х'“1е““ах сходится; отсюда следует, что 

0 


+ со + со 


| хе“Хах="ћ | м је хах. 
0 0 


В результате повторных интегрирований по частям 
находим 
+ со 
| хе “ах =п!. 
0 
2) и(х) = Их, ю(х) = -созх, тогда 
+ со + а 
біп х со8 х |7% с05 х 
=== Ах = | - === - | ах (а> 0), 
х х | х 
а а 


так как оба слагаемых в правой части имеют смысл. 

БЖ 
зтх 
х 


В частности, отсюда следует сушествование 4х (так 


0 
как подынтегральное х=0 


ограниченным). 


выражение при остается 


4. Правило подстановки. Если функция /(2) 
при 2 >= а непрерывна, функция 2 = 9(х) на Га, Б) 
имеет непрерывную производную 4 (х) # Оид(а)=а, 
ша 9 (>) = + о0о, ТО 
х-> 


Жас 


Ь 
ГҒ(24:-!|/(а(9)-а (дах; 


при этом интеграл, стояший справа, может быть 
как собственным, так и несобственным, и из 
сходимости одного из интегралов следует сходи- 
мость другого. 


Примеры. 1) Выше было доказано, что интеграл 


+ со 


| 





2-42 сходится, разложим его на два слагаемых: 
+ со 


1 
Іп 2 42 Іп 2 Іп 2 
= 42. 
| аа Ноа» | (ив 
0 0 


1 











Подставим 2 = 1/х во второе слагаемое разложения, тогда 





+ со 0 1 
Іп 2 Ш ах 2 ах . 
| 2824: | Вах = | алхах 
1 1 0 


отсюда следует, что 


1 
Іп 2 _ | 12 _ | лах 
| ва = | шш ЕЕ 


0 0 0 





"/2 
2) 1-5 (Іпвіп2 42 сходится, так како Їт 
0 хэ +0 Их 
Если подставить 2 = 2х, то получим 





=0 при 0 <а< 1. 


я/4 "/4 
1-2 |Іпвіп2х4х =2 | Іп(2віп х соз х) 4х ж 
0 0 


я/4 п/4 


-3т2+2 Гозтхах + 2 | 1а сов х ах. 
0 0 


В результате подстановки х = 1/2 — и получаем 


к/4 я/2 
2 | Іп совх4х = 2 |Іпвіпи ди, 
"/4 


так что 
"/4 қ/2 
== 112 + 2 | Іа ѕіп хах + 2 Па зіп х 4х = 5-12 + 21; 
п/4 


таким образом, 


Ге – (1/2) 112. 


3.1.7.8. Геометрические и физические приложения 
определенных интегралов. 


Длина кривой. Если плоская кривая 1. 
задана параметрически: Фф (1), у = (1) 
(64151), причем ф() и тт - непрерывно диф- 


ференцируемые функции, то она имеет длину |, 
вычисляемую по следуюшей формуле: 


?() + у (г) 4: 


Если кривая І,- график непрерывно дифферен- 
цируемой функции у = /(х) (хо < х < хі), то длина 
этой кривой вычисляется по формуле 


= [ут 77092 ах. 


Если кривая 1, задана в полярных коорди- 
натах р = р (9) (Фо < Ф< ф,) то ее длина может 
быть вычислена по формуле 


фу „______- 
2 | Ир? + р2 4. 
Фо 
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Для кривой в пространстве, заданной пара- 
метрически: х = ф(г), у = (1), 2 = 7 (1) (0 <1<1)), 
где Ф(0), Ч (0), Х(0 — непрерывно дифференцируе- 
мые функции, длина вычисляется по формуле 


а 
7-2 и 32-00 
І- {р у (0 +? да. 
і0 


Площадь. Если /(х) является неотрицатель- 
ной непрерывной на отрезке а < х < Б функцией, 
то площадь Ё криволинейной трапеции АВС 
(см. рис. 3.14) вычисляется по формуле 


$ = [ло ах 


Площадь 5 сектора ОАВ, ограниченного 
кривой АВ, заданной в полярных координатах: 
р =9($) (Фо<Ф < Ф;), и радиусами ОА и ОВ 
(рис. 3.20), определяется интегралом 


Фі Фі 
нэ 1 2 2 1 2 
$=5 | аф = 2 (вол 49. 





Фо Фо 
О вычислении площадей см. также 31.8.6 
или 3.1.10.4. 
В 
2509) 
А 
0 
Рис. 3.20 Рис. 3.21 


Объем тела вращения. Пусть функция 
Ї(х) неотрицательна и непрерывна на отрезке 
а<х<Ь; объем И тела, получающегося в ре- 
зультате вращения криволинейной трапеции аАВЬ 
(рис. 3.21) вокруг оси х, определяется формулой 


ё 
У == | [7 (х)] ах. 


Объем И тела, заключенного между двумя 
плоскостями х=а и х = р, в случае, если пло- 
щадь сечения, проведенного перпендикулярно оси. 





Рис 3.22 


х, есть известная функция х: 5 = (х) (а<х<ђ) 
(рис. 3.22), вычисляется по формуле 


ь 
У = | у(х) ах. 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 


О вычислении обљемов см. также 3.1.104 и 
3.1.11.4. 

Плошадь поверхности тела враше- 
ния. Площадь 8 поверхности тела вращения, 
возникаюшего в результате врашения вокруг оси х, 
кривой, заданной на отрезке а< х <Б неотри- 
цательной непрерывно дифференцируемой функцией 
Ј (х), вычисляется по формуле 


5 = а (еуі + [О] ах. 


Если врашаюшаяся кривая задана параметрически: 
х= ф(0), у= + (г) (о<1<1) у(:) > 0, то 


Ь И 
5 = > [40 ИФ? (+204. 


Центр тяжести. Координаты (6, п) центра 
тяжести материальной кривой с линейной плот- 
ностью 6(х), заданной в явном виде: у = /(х) 
(а< х < Б), выражаются следующим образом: 

Ь 


ЖЕ ШЕШЕН 


ђ 
п= а | 5097009 /1 + [ЭР ах, 


ь _____ 
где М — полная масса: М = (600 у1+[ 0]? ах. 


При постоянной плотности 6 (х) второе равенство 
может быть приведено к виду 


Ь _______-_ 
Әліп = 2 | /(х)ү1-1/ (4 ах 


(І- длина кривой). Это — первая теорема Гулљ- 
дена площадь 8 поверхности тела вращения, 
образующегося в результате вращения некоторой 
плоской кривой вокруг оси, не пересекающей 
этой кривой. равна произведению длины кривой 
на длину окружности, описываемой при этом вра- 
щении ценіром тяжести кривой: 5 = 2лт|. 


Пример. При вращении окружности радиуса г вокруг 
не пересекающей ее оси образуется тор (рис. 3.23). Если 
масса распределена по окружности равномерно, го центр 
тяжести лежит в центре окружности. Пусть 4 — расстояние 





Рис 3.24 


Рис. 3.23 


от центра до оси (4 >”); тогда центр тяжести описы- 
вает окружность длиной 214; отсюда по первой теореме 
Гульдена получается площадь поверхности тора: 


5 = ла 2пг = 424. 
Координаты (6, п) центра тяжести криволиней- 


ной трапеции (рис. 3.24) с равномерно распре- 
деленной массой (поверхностная плотность 6 = 1) и 


СУЩЕСТВОВАНИЕ И ВЫЧИСЛЕНИЕ КРИВОЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 1-го РОДА 


площадью 5 вычисляются следующим образом: 


ђ 
| 
2-2 (ы/а, П = 55 


а 


[года 


Из второго равенства следует вторая теорема 
Гульдена: объем И тела, описываемого плоской 
фигурой при вращении 
ее вокруг оси, лежащей 
в плоскости этой фигу- 
ры и не пересекающей 
ее, равен произведению 
площади 5 этой фигуры 
на длину окружности, 
описываемой при враще- 
нии центром тяжести этой 
фигуры: Г = 5-2лп. 


Пример. Объем тора 

(см. рис. 3.23). Площадь вра- 

щающегося круга равна лг, таким образом, объем тора 
равен И = пг2 · 270 = 272724. 





Рис. 3.25 


О вычислении центров тяжести плоских фигур 
и тел см. также 3.1.10.4 и 3.1.11.4. 

Момент инерции. Момент инерции. Г, 
относительно оси у кривой у = /(х) (а<х < 5) 
с линейной плотностью 6(х) вычисляется по фор- 
муле 


– 1809 х2ү1-1/ ах. 


Момент инерции 1, относительно оси у криво- 
линейной трапеции (рис. 3.25) с постоянной 
поверхностной плотностью 6 равен 

Ь 
1, = 6| х“(/:(3) — /1(х) ах. 
а 


О вычислении моментов инерции см. также 
3.1.10.4 и 3.1.11.4. 


3.1.8. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Криволинейный интеграл является обобщением 
введенного в 3.1.7.1 определенного интеграла, при 
котором функция интегрировалась вдоль отрезка 
[а, ђ] действительной оси; в случае криволиней- 
ного интеграла функция интегрируется вдоль кри- 
вой. 

Отрезок плоской кривой, заданной параметри- 
чески: 

х=>(), у= (0) («и жг< го), 

называется гладким, если производные функций 
Фи 40 фт) + 
+ у (0) > 0. Точка со значением параметра г; 
называется начальной точкой, а точка со значе- 
нием параметра Г, — конечной точкой отрезка кри- 
вой. Кривая называется кусочно гладкой, если ее 
можно разбить на конечное число гладких от- 
резков кривой. 

Аналогичное определение имеет место для 
пространственных кривых, заданных параметри- 
чески: х = ф(№), у = (0, 2 = Х (1) (11<1<:1,.). 

3.1.8.1. Криволинейные интегралы 1-го рода 
(интегралы по длине кривой). Пусть Г, — отрезок 
кусочно гладкой кривой с началом в точке А 


непрерывны и всегда 
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и концом в точке В и и= /(х, у) — ограни- 
ченная функция, заданная в некоторой области, 
содержащей кривую [. На Г выбираются произ- 
вольные точки А = Аб, А,,...,А„-1, А, = В; тем 
самым криволинейный отрезок АВ разбивается на 
элементарные отрезки (разбиение 7) (рис. 3.26). 





Рис. 3.26 


Пусть длина отрезка кривой между 4;-, и 
А; (1 1,...,п) равна Аз. Пусть далее, 
М, (Е, 1)) - произвольная точка на элементарном 
отрезке А:-1, А; Сумма 


5 (2) = у Л (бь п ) Аз, 


называется интегральной суммой относительно раз- 
биения 7. Обозначим через А(27) максимальное 
из чисел Аб;: 


А(?)- тах Аз, 


1<і<п 


Как и при определении обычного опреде- 
ленного интеграла, число І называется криво- 
линейным интегралом 1-го рода, если оно обладает 
следующим свойством: для любого в > 0 сущест- 
вует такое число б(е)> 0, что для любого 
разбиения, удовлетворяющего условию А(2) < 6, и 


независимо от выбора точек М; выполняется 
неравенство |5(2) - Г| < =. 
Обозначения: 
1= До У) 45, | 7(% у) 45. 
(1) (АВ) 


Аналогично определяется криволинейный интег- 
рал | /(х, у, 348 1-го рода от функции 

(1) 
и = }(х, у, 2) трех переменных 
пространственной кривой. 

Криволинейный интеграл 1-го рода не зависит 
от направления движения по кривой Г, т. е. если 
1, проходится в противоположном направлении, 
так что В — начало, а А — конец, то 


Г Л, ве | у(х, у) 45. 
(ВА) (АВ) 


по отрезку Г 


3.1.8.2. Существование и вычисление криволи- 
нейных интегралов 1-го рода. Если отрезок кривой 
Г. представлен параметрически: х = х(5), у = у(5) 
(0 < 5 < |), причем | обозначает длину дуги участка 
кривой 1, от начальной точки до точки, отве- 
чающей значению параметра 5, то криволинейный 
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интеграл сводится к определенному интегралу: 
1 
[7(% у) 45 = | 7 (х(5), у(8) 45, 
(1) 0 


и, Таким образом, из существования одного 
интеграла следует сушествование другого; из этой 
формулы введением новых переменных интегриро- 
вания можно получить и другие представления: 

а) Если Ї.- отрезок кусочно-гладкой кривой, 
заданной параметрически: х= ф(), у= (1) 
(1<1<1,), то 


Ї: 22 
! Го, У4- |7(ф0), ж/е (0) + У фа. (8) 
) (Р 


Формально при вычислении криволинейного 
интеграла нужно, таким образом, представить 
функцию параметрически и по правилу подста- 
новки для определенных интегралов заменить 
переменное 5 на і. Тогда в силу формулы 


48 2 
--У% () + у' (5) непосредственно получаем 


формулу (ж). 
Аналогично для кривой в пространстве имеем 


[7(Х у, 2)45 = 


(1) 
= |/(Ф(9, у(о), х(0)Уе?(0 + у? (0) + х? (да. 


6) Если плоская кривая задана в явном виде: 
у = у(х) (а<х< 8) то 


ь о 
Г Ло, аз = | ЛС, урду 1 + у? (х) ах. 
(Г) 4 
Пример. Пусть 1.- полуокружность радиуса г, опи- 
санная вокруг начала координат, параметрическое пред- 
ставление которой: х =гс0$1, у=гчп! (0<!<л). Тогда 


7 Ф” (0) + 780 = "И 


[ удѕ = |гапгга = 273, 
(1) 0 


3.1.8.3. Криволинейные интегралы 2-го рода 
(интегралы по проекции и интегралы обшего вида). 
Пусть 1,- отрезок гладкой кривой с началом в 
точке А и концом в точке В, и- /(х, у)- 
функция, заданная в области, содержащей Г, 





и ограниченная на Г. Выберем на 1, произволь- 
ные точки А = Ар, А,,...,А,-1, А, = В. При этом 
получается разбиение 2 кривой 1, на злементар- 
ные отрезки (рис. 3.27). 

Пусть М; — произвольная точка, лежащая на 1, 
между А; и А, (= 1,...,и), и пусть 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 


А; = (хь у), М, = (5, т). Тогда сумма 


5(2)= У Ј (5, та) Ах, Аж -х- ж-ъ 


ізі 


называется интегральной суммой, соответствуюшей 
разбиению 2. (В отличие от интегральной суммы 
при криволинейном интеграле 1-го рода здесь 
(5, п;) умножается не на длину Аз, элементарного 
отрезка, а на величину Ах; его проекции на ось 
х.) Обозначим через 2 (2) наибольшее из расстоя- 
ний от 4, до А; (151 <п). 

Число [ называется криволинейным интегралом 
2-го рода, если для любого є» 0 существует 
такое число 6(е) > 0, что для каждого разбиения 
2, удовлетворяющего условию Л(7) < $, и для лю- 
бого выбора промежуточных точек М; выполняется 
неравенство |5(7)-1| < с. 

Обозначения: 


1- | Но 4х, 1- | /(х, уух 
(1) (АВ) 


Криволинейный интеграл по кусочно гладкой 
кривой определяется как сумма интегралов по 
гладким отрезкам кривой, из которых составляет- 
ся данная кривая. Если начальная и конечная 
точки совпадают, то получается криволинейный 
интеграл по замкнутой кривой, который обозна- 
чается следуюшим образом: 


$ /(х, у) ах. 


Аналогично можно определить для плоской 
кривой число 


| Р(х, у) ду, 
(1) 


а для пространственной кривой - числа 


[ЛО у, дах, | (њу 2) ау, {ЈО У, 242. 
(1.) (1) (1) 


Если на одной плоской кривой определены две 
функции Р(х, у) и О(х, у), то под 


| Р(х, у)ах + О(х, у) ау 
(1) 


понимают сумму обоих интегралов | Р(х, ујах и 
(1) 


| 0(х, ујау, т.е. 
(1) 


| Р(х, у)ах + О(х, ујду = 
(1) 


= Р(х, ујах + | О(х, у)ду. 
(1) (1) 


Аналогичным образом для пространственной 
кривой понимается интеграл 


| Р(х у, )4х + 0(х, у, 2)4у + К(х, у, 2)42 
(1) 


от трех функций Р(х, у, 2), О(х, у, 2) и К(х, у, 2) 
трех переменных. 

3.1.8.4. Свойства и вычисление криволинейных 
интегралов 2-го рода. Обычный определенный 
интеграл есть частный случай криволинейного 
интеграла, когда в качестве кривой Г, выбирают 
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отрезок оси х. Оба интеграла имеют аналогичные 
свойства: 


[ај(х ујах =а | 7(х у) ах 
(1) (1) 


(а = сопзі), 


| (/(х, У) а(х, у)4х = | Лх, ујах + | а(х. у)ах. 


(1) (1) (1) 


Если кривая Г состоит из 


и Г), ТО 


| /(х, у4х- ГЛ, ујах + | Р, ујах. 
(1) (Ел) (1.3) 


двух кривых |1, 


Если направление интегрирования по Г. меняют, 
принимая В за начальную точку, а А – за 
конечную, то 


| Го, ујах = – | 7(% ујах. 
(ВА) ` (АВ) 


Аналогичные формулы верны для криволиней- 
ного интеграла по пространственной кривой. 

Криволинейный интеграл зависит от начальной 
и конечной точек и в общем случае также от 
пути Г, соединяющего обе точки. Он не зависит 
от пути тогда и только тогда, когда обращается 
в нуль на каждой замкнутой кривой (см. также 
3.1.8.5). 

Вычисление. Если 1, — гладкий отрезок кри- 
вой, заданной параметрически: х = Ф(!), у = (1) 
(а <Е< [2), и функция (х, у) непрерывна на Г. 
то существуют криволинейные интегралы 
| Лох махи | /(х, у) ду и справедлив следую- 
(1) (1) 
ший переход к определенным интегралам: 


1; 


Лох ујах = | 7 (9(), (0) Ф (0) аг, 
(1) па 


2 


| 7(% ујду = | 7 (Ф(0, (0) (0 4. 
(1) 1, 


Аналогично для кривой в пространстве, за- 


данной параметрически: х = Ф(!), у = ф (0), 2 = х (1) 
(а < 1 < г), получаем, что 


2 
Г у, 2)4х = | 7(Ф(0, (0), х(0) Ф' (0) 4, 
(1) Р 


г 


|Ј(х у, ау = | Л(Ф(0), У, Х (0) (0) аг, 
(1) ц 

12 
Г, у, Әй = | (фб), (о, Х(0)Х (9 4. 
(1) Т 


Формально нужно, таким образом, как и при 
замене переменного в определенных интегралах, 
заменить переменные интегрирования х, у и 2 
на переменное г, используя параметрическое пред- 
ставление І. Это непосредственно приводит к 
указанным формулам для вычисления криволиней- 
ных интегралов. 

Если кривая 1. задана уравнением у- у(х) 
(а<х<Ь и наряду с непрерывностью /(х, у) не- 


прерывна и у(х), то 


Б 
Ї (х, уудх = (х, у(х) ах. 
(12 а 


Примеры. 1) Г= | хуах + (у — х)ду, где 1,- огрезок 
(1) 
параболы у= х? с началом в точке (0, 0) и концом 
в точке (1, 1). Параметрическое задание кривой [.: х-і, 
уг! (0 <! < 1). Следовательно, 


і 
Ге Пе + (12 — 02] + |0305 - 212) 4 = = 
0 0 2 


2)1= | худх + угау + 2х 42, 1де [. — один виток винто- 


(1) 
вой линии х = ас081, ужазши, 2 = Ы (0<1< 2); 
25 х 
1-1(-а ѕіп2 г сов! + а?Ы іп г соѕ Е + ав? соѕ 1) 4: = —5 а?Ь. 
о 2 


Связь криволинейных интегралов 
1-го и 2-го рода. Если Г ~ гладкая кривая 
на плоскости или гладкая кривая в простран- 
стве, касательная к которой имеет с координат- 
ными осями углы а, В или а, В, у, то 


| Р(х, у)4х + О(х, уау- | (Р сова + ОсозВ) 45 
(1) (1) 


ИЛИ 


| Р(х, у, 2)4х + О(х, у, 2)4у + К(х, у, 2)42 = 
(1) 


= | (Р сова + Осоз В + Ксоѕ ү) 45. 
(1) 


Если в случае плоской кривой ввести угол 
(ха) между положительным направлением нор- 
мали (получаемым из направления касательной 
поворотом на л/2 против часовой стрелки) и 
осью х, то, учитывая, что (хп) ва + л/2, полу- 
чим 

| Рах + Оду< | [Рэп (хп) – О соѕ (жп) | 45. 

(1) (1) 


Пример. Пусть 1,- кривая, не проходящая через 
начало координат, и Р=у/!?, О--х/? (ғ = Их? + у2). Тог- 
да 

Ес - 24у = [| посо + сова) 45. 

(1) (1) 


Преобразуем этот криволинейный интеграл 1-го рода. 
Обозначим через (х, г) угол, который составляет радиус- 
вектор г с осью х (рис. 3.28); тоғда 


Х/" = сов(х ғ), у/ғ = 5 (Х, г). 


Обозначим через (г/п) угол между радиусом-вектором и 





Рис 3.28 
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нормалью к 1. тогда (г, п) = (хи) — (х/ғ). Таким образом, 


ІШЕ + 2 сов оста = | сов ЊУ 48 
(1) (1) 


Этот так называемый интеграл Гаусса геометрически 
представляет угол, под которым кривая І, видна из начала 
координат. Если кусочно гладкая кривая [. является простой 
замкнутой кривой (т. е. образом окружности при непрерыв- 
ном взаимно однозначном отображении), то значение интегра- 
ла Гаусса равно 2л, если 1, окружает начало координат 
и пробегается против часовой стрелкн, и равно 0, если 
начало координат лежит вне [.. 


3.1.8.5. Независимость криволинейных интегралов 
от пути интегрирования. Значение криволинейного 
интеграла, взятого вдоль пути 1, соединяющего 
данную начальную точку А с конечной точкой В, 
вообще говоря, зависит от пути Г. 

Условия независимости 
нейного интеграла от пути. 

Двумерный случай. Если функции Р(х, у) 
и О(х, у) вместе со своими частными производ- 
ными ОР/бу и 00/0х непрерывны в области С, 
то криволинейный интеграл | Рах + О ау не 

(1) 

зависит от выбора кривой 1, целиком лежашей 
в Си соединяющей А и В, если в С существует 
однозначная функция И (х, у), производные которой 
удовлетворяют условию 


криволи- 


00/дх = Р 00/ду = 0, 


т. е. если Рах + Оду является полним дифферен- 
циалом функции (/. Криволинейный интеграл может 
быть тогда вычислен по следуюшей формуле: 


| Рах + Оду = О(В) - 0 (4). 
(1) 


Если область О односвазна, то необходимым 
и достаточным признаком сушествования функции 
О (х, у) является выполнение условия интегрируе- 
мости 


для всех точек области 6. 

Вычисление функции (/(х, у). Если 
(хо, Уо) - фиксированная точка, а (х, у)- пере- 
менная точка односвязной области С и если 
выполнено условие ин- 
тегрируемости, то кри- 
волинейный интеграл 
| Рах + Оду, взятый по 
(1) 
произвольной кривой Г. 
соединяющей эти точки 
и лежащей в области С, 
является искомой функ- 
цией (/(х, у). В случае, 
когда кривая, соединяю- 
шая точки (хо, У) и 
(х, у) в С, состоит из двух отрезков, параллель- 
ных координатным осям (рис. 3.29), имеем 





Рис. 3 29 


х у 
О(х, у) = | Р(Б, уо) 45 + |О(х, т)ап + С, 


Хо Уо 


ИЛИ 


у х 
О (х, у) = [О(хо, т)ап + | Р (6, уј4Е + С. 


Уо Хо 


х 
Примеры. 1) Р(х, у) = – ае 06У аа 


Пусть С является односвязной областью, не содержащей 
начало координат. Тогда в С функции Р, 0, дР/ду, 
20/д0х непрерывны и 
др 00 сж. 
ду 4х (х+ уй? 
Криволинейный интеграл | Рах + Оду, следовательно, 
(1) 
не зависит от выбора пути в С, и при (хо, у) = (0, 1), 
у > 0 получаем, что 


О (х, у) = ЕЕ 





+ Се агар — + С. 
ТЕЗ у 


В области, содержашей начало координат, криволиней- 
ный интеграл не зависяцим от пути не является. В про- 
тивном случае он должен был бы обрашаться в нуль 
при интегрировании по окружности радиуса г с центром 
в начале координат; однако в этом случае 


| Рах + дду= [ви г + сов? г) й = 2п + 0. 
(2) 


2) Функцию О0О (х, у) можно найти также следующим 
образом: пусть Р(х, у) = х + у, О(х, у) = х – у; тогда ра- 
венство ОР/ду = 00/0х всегда выполнено. Искомая функция 
О (х, у) должна удовлетворять условию д//дх = Р = х + у. 


Интегрированием по х получаем И = з? + ху + (у) с 
постоянной интегрирования Фф (у), зависящей от у. 
Из условия дП/ду = О следует теперь, что х +Ф (у) = 


= х – у, откуда ф (у) = —у; следовательно, Ф(у)= 


= – 4 у? + С. Таким образом, 


О (х, у) = 1 + ху- 1» + С. 


Трехмерный случай. Пусть С — некоторая 
односвязная пространственная область, т.е. 
область, которая наряду с каждой замкнутой 
кривой содержит также некоторую поверхность, 
границей которой является эта кривая (в этом 
смысле область между двумя концентрическими 
сферами является односвязной поверхностью, а тор 
(см. рис. 3.23) — нет). Пусть функции Р(х, у, 2), 
О (х, у, 2) и К(х, у, г) вместе с частными производ- 


ми ОР ОР 00 00 ОК ОК епрерывны 

ными —, —, ==, =, == == неп НЫ В 
ду’ 027 02’ дх? Әх’ ду РР 

С. Если А и В- две точки в б, то криво- 

линейный интеграл 


| Рах + Оду + Каг 
(1) 


не зависит от выбора кривой [, соединяющей 
эти точки, тогда и только тогда, когда существует 
функция (/(х, у, 2), для которой 


р 20 0 20 р 20 
дх ' ду” 0” 
т. е. когда подынтегральное выражение криволиней- 
ного интеграла является полным дифференциалом 
некоторой функции И (х, у, 2). 
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Необходимым и достаточным условием су- 
шествования функции (/(х, у, 2) является выпол- 
нение условий интегрируемости 


до дк ок ӘР ӘР 00 


д ду дх 02’ ду дх 


в предположении, что функции Р, 0, К вместе 
с частными производными непрерывны в С. 

Функция (//(х, у, г) может быть вычислена 
при помощи криволинейного интеграла, взятого по 
любой кривой [, соединяющей точку (хо, уо, 20) 
с точкой (х, у, 2) и лежащей в б. Если отрезки, 
параллельные координатным осям (рис. 3.30), лежат 
в С, то получим фор- 
мулу 


О (х, у, г) = 


= |Р(Б уо, 20)45 + 


Хо 


У 
+ 10 (х, 1, 20) 47 + 
Уо 


2 
+ |К(х у, 6) 46 + С 
20 
или пять других фор- 
мул, аналогичных 
этой, которые получатся, если выбрать другие пять 
путей интегрирования, частичные отрезки которых 
параллельны координатным осям. 


2% (2,024) 





Рис 330 


Пример. Р = х? - уг, 0 = у? - х2, В = 22 - ху. Условия 
интегрируемости выполнены во всем пространстве; для 
(Хо Уо» 20) = (0, 0, 0) получаем 

х 


у 2 
О(х у, 2) = [5245 + | па ап + | (62 – ху) + С = 
о 0 0 
–__ о. Ти. Роза 
--ұх +ЗУ +32 хуг + С. 
3.1.8.6. Геометрические и физические приложе- 
ния криволинейных интегралов. 
1. Ориентированная площадь 5 области, ограни- 
ченной плоской замкнутой кривой [.: 


1 
> 22 — у ах. 
(1) 


4%) 
| 


При этом 5 получается положительной или 
отрицательной в зависимости от того, где нахо- 
дится область С при обходе по границе Г, — слева 
или справа. 

Пример. Площадь области, ограниченной эллипсом 

2 
х 
+ == 1; параметрическое задание эллипса: х = а с08 г, 
у = т Е (0 <:< 2л). Тогда 


2х 


-1 | вее атра< ап 
о 


2. Масса и центр тяжести кривой І. Если 
масса гладкой кривой |. распределена с линейной 
плотносгью 6 (х, у, 2), то полная масса кривой вы- 
числяется по формуле 


М = | 6(Х, у, г) 45, 
(1.) 


9 ин. Броншлейн, К А Семендяев 


а координаты центра тяжести равны 


1 1 1 
шш ---- = —— 6 = —— . 
а | хб 48, 1 М | уб 48, б Е 45 
(1) (1) (1) 


Пример. Вычисяим массу и координаты центра тя- 
жести циклонды х = г (1 — зт 4), у=г(1- сов!) (0! < 2л) 
с равномерно распределенной массой (5 = 1): 


ж ______ 2т и 
ме [145= Г Уф? + убит | (2ү1-совг = 8, 
(1) 0 0 


2н 


1 1, ) 
5 = = је а: |е-тойз 1— сове @ = пг, 


(2) 9 
2 
1 . 1 , — 4 
пе 3 јув- дэ [1 -евдугут-совга == 
(2) 0 


3. Работа силы вдоль кривой 1, Если Ре, + 
+ Ое, + Кез — сила, которая вдоль кривой 1, меня- 
ется по величине и направлению (је), е», ез) — 
ортонормированный базис), то при движении ма- 
териальной точки единичной массы под влиянием 
этой силы совершается работа 


А = [Рах + Оду + К аг. 
(1) 


Работа тогда и только тогда не зависит от 
пути 1, соединяющего две точки, когда подынтег- 
ральное выражение является полным дифференциа- 
лом некоторой функции И (х, у, г) (так называе- 
мого потенциала силового поля). В этом случае 
работа вычисляется как разность потенциалов 
в данных точках. 


Пример. Если компоненты силы равны Р = х/г?, 
О = у/"?, К = г/"?, где г = үх! + у? +22, то существует по- 
тенциал, а именно (И (х, у, 2 = — 1/7, и сила совершает вдоль 
некоторой кривой 1, соединяющей точки (хо, уо, 20) и 
(ха, Уу, 21) и не проходящей через (0, 0, 0), работу 


А (ху, ул, 21) — О (Хо Уо 20). 


3.1.9. ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСЯЩИЕ 
ОТ ПАРАМЕТРА 


3.1.9.1. Определение интеграла, зависящего от 
параметра. Если функция / (х, у) определена при 
а<х<Ь, с<у<а и при каждом фиксированном 
у интегрируема по х, то равенство 


ђ 
Е (у) = |/Го у) ах 


определяет на отрезке [с, 4] некоторую функцию 
Е переменного у, называемого в этом случае 
параметром. 


у ӣх 


1 
Пример. каву | =. что легко прове- 
1 
0 


= хау! 


рить подстановкой 2 = ху. 


3.1.9.2. Свойства интегралов, зависяших от пара- 
метра. Если функция /(х, у) непрерывна при а < 
<х<ф, с<у< 4, то функция Е (у) также непре- 
рывна при с<у<а. В частности, Е (у) можно 
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интегрировать. При этом 
4 а /ь 
І Е(у) ду -Цие: у) ду 


(повторный интеграл); 
может быть изменен: 


порядок интегрирования 


4 


(ек у) к) ду = | (Гле у) о) ах. 


с 


Скобки могут быть опушены, если договорить- 
са, что внешнему знаку интеграла ставитса в со- 
ответствие внешний дифференциал. Если частная 
производная д//ду непрерывна, то функцию Е (у) 
можно дифференцировать по у и 

Ь 


д 
ғо | 2659 ак 





Интегрирование и дифференцирование по пара- 
метру интегралов, зависяших от параметра, часто 
используют для вычисления определенных интегра- 
лов. 


Примеры. 1) Функция /(х, у) = х” и производная 
ОГ/ду = х? т х при 0 < х < 1, у > 0 непрерывны. Из того, что 


1 
х”! 1 1 
Е = 74 = = ------ 
0) |» х Б у+1' 


0 





следует равенство 


1 


1 
Роде аа |а хае уул 
0 


0 


1 


1 
Дифференцируя равенство | х? ах = уу 





последова- 


0 
тельно п раз, получим 


1 
|» (Іп х)" 4х = 


0 


(— 1)" п! 
(1 хур" : 


2) Функция / (х, у) = х” при 0<х<1, асу«5 (а > 0) 
непрерывна; поэтому порядок интегрированил может быть 
изменен: 








а 16 
Грюдхау | | х7 ду ах. 
а 0 0« 
Из того, что 
ь1 ь ь Р 
4у 5-1 — х* 
у = | = "1 у = — 
|| аху ул! Маг | 4у ах 
а 0 а а 


следует формула 


1 
(ЕСЕ 
0 








Іп х а+ 1 


Переменные пределы интегрирова- 
ния. Если Ф (у) и у (у) непрерывны и дифферен- 
цируемы при с < у < 4 и если / (х, у) имеет непре- 
рывную частную производную по у в области, 
содержащей точки (х, у) с Ф(у) х <%/(у), с< 


т-ф(у) 


у 7=6() 
42-80 





Рис. 3.31 


<у<а (рис. 3.31), то зависящий от параметра 
интеграл 


У (у) 


Ебуј= | Ло 0х 


Ф (у) 


при с<у<4 можно дифференцировать, и его 
производная имеет вид 


Я (у) 
Оў (х, 
Е (у) = | 2659 ду + 
Ф (у) 


+ Лу (у), УМ 0) - (Ф (9), у) Ф (0). 


Пример. Е (у) = | ©. Ј (х) 4х; / (х) непрерывна; 


б = сопз.; тогда 


У 
м1 
Е (0) = | лы 


Посредством последующих дифференцирований найдем 
ЕС“? (у) = у (у). 


3.1.9.3. Несобственные интегралы, зависящие от 
параметра. Часто рассматриваются несобственные 
интегралы, зависящие от параметра, например 


1 
ах 
Е (у) = | === < 1), 
(у) | аа а (у| < 1) 
-1 


+ со 


Е (у) = | х716754х (у > 0). 
0 


При этом первый интеграл берется от функции, 
неограниченной при х = +1, а второй — на беско- 
нечном интервале. Оба типа интегралов имеют 
сходные свойства, поэтому ограничимся рассмот- 
рением только одного из них. 

Равномерная сходимость. Пусть ин- 


+ со 


| / (х, у) 4х сходится при каждом у из 


а 
некоторого интервала 1. Этот интеграл называется 
равномерно сходяшимся на 1, если для каждого 
=> 0 существует точка х (в), не зависящая от 
уеГ и такая, что для любого Б> х (=) выполня- 
ется неравенство 


теграл 


< Е. 








| / (х, у) ах 
Б 


+ со 
| уе” 4х при у> 0 сходится и 
0 


Пример. Интеграл 


представляет, таким образом, некоторую функцию Е (у), 


НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ, ЗАВИСАЦИЕ ОТ ПАРАМЕТРА 


причем Ғ (0) - 0; при у > 0 имеет место сходимость, так как 


Ь Ьу 
| уе 4х = |е д2= 1-е». 
0 0 


На каждом отрезке 0 < с < у < 4 интеграл равномерно схо- 


Іп (1/6) 
с 


дится, так как при ђ > х (є) = имеем 


ғо 
! уе” 4х = Те =  -е У <е “ <Е. 
ђу 


Достаточные 
ной сходимости. 

1. Если существует функция ф(х) такая, что 
при х >= хо >аи при всех уе! 


|| (х, У1< 


признаки равномер- 


Фф (х), 


И если интеграл СХОДИТСЯ, ТО 


| Ф (х) ах 


| Ј (% у) ах равномерно сходится на Г. 
а 
+ со 
Пример. | е ап хах; при х> 0, у> уо > 0 имеем 
9 + о 
е Фо = ф(х) и је Уодх сходится; 
0 


|е зшх| < следова- 


+ со 


тельно. | е 2750 х4х равномерно сходится при у> уо > 0. 
0 


+ со 


2. Интеграл | /(х)4 (х, у) 4х равномерно схо- 


+ со 
дится на 1, если | ЈбОдах сходится, а функция 
а 
4 (х, у) на 1 равномерно ограничена и монотонна 
по х. 


біп х 


Пример. Интеграл је е Х7 ах равномерно схо- 


0 
+ о 





~ х 
дится, так как несобственный интеграл 4х явля- 


0 
ется сходяшимся (см. 3.1.7.7), а функция д (х, у)=е “ при 
у > 0 равномерно ограничена (е “ < 1) и монотонна по х. 


Если функция / (х, у) при х г а, уе! непрерыв- 


на и Т Т (х, у) ах равномерно сходится, то функ- 


ция Е (у) = 


+ о 
| 7 (% у) ах непрерывна на Г, т. е. для 


а 


любого уоЄ! 


іт Гле у) 4х = Гле Уо) 4х. 
Уә уо а 


При этих условиях Ё (у) можно интегрировать, 
и при с, 461 имеем 


4 + о 
[ | Ло, у) ахау = Тр у) ду ах. 


Интегрирование и дифференцирование несоб- 
ственных интегралов, зависяцих от параметра, 
часто используются при вычислении несобствен- 
ных интегралов. 


9% 
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+ со 
Пример. | е >= 4х при у>с>0 равномерно схо- 
0 


дится, и Ғ (у) = 


| 


с 


+ о - 1 
Ге” фдх---, откуда следует, что 
0 у 


[= ух 4х ду = осн 
0 


С другой стороны, после изменения порядка интегри- 
рования имеем 


+ 


+ 4 + со р 
–е - 
\ | [еза | аи 
0 с 0 
следовательно, 


В случае неравномерной сходимости изменение порядка 
интегрирования, как показывает следуюший пример, может 
оказаться невозможным: пусть а > 0, Б> 0 и 


+ со 


Е (у) = (еее 


е-е» 


у 


- ђе“ 9) 4х = 


отсюда 
1 1 


е-е» 
Гоф | <= ду; 


0 0 
1 
так как, с другой стороны, | (ае “=> — ђе '7) ду = 
е % — ете 0 
=-—— т0 при ажь 
1 + ю Жо 1 


| је аху _ ђе“ ХУ) ах ду — Ие аху _ Бе Рху) Ду ах = 


- | Таен яо 
а 
0 


Если, кроме того, при уе Г существует и непре- 
рывна функция /,(х, у) при х>а и интеграл 
со 


ГЛ, (х, у) ах равномерно сходится на 1, то функ- 
а 


ция Е (у) дифференцируема на Г и имеет произ- 
водную 


Е' (у) = | Р(х, у) ах. 


+ со 


Пример. Е (у) = |=” 


0 


5іп 
Х ах, у>0 
Хх 





+ о 


__ біп Хх 
Интегралы | е 





+ о 
4х, | е- ап хах равномер- 
0 


0 
но сходятся при у>уо>0. Отсюда вытекает, 
любого у> 0 выполняется равенство 


ЧТО ДЛЯ 


+ со 
Ғ(у-- | е7Х уп х ах. 
0 
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Интеграл можно вычислить: 
“ж 


: + о 
- (өт СИ ух ез пи 1 , 
о 


так что Е" (у) = —1/1 + у). Отсюда Е (у) = С — агсір у. Так 
как Іт Е (у) +0, то С-тл/2и 
у — +оо 
+ 
біп х 
х 


0 
е» 





ах = > — агсір у; 
о 


в частности, при у = 0 


+ со 


біп х к 
| тұ =. 
0 


3.1.9.4. Примеры интегралов, зависяцих от па- 
раметра. 
1. Бета-функция (эйлеров интеграл 1-го рода): 


1 
В (х, у) = [227101 27, аг. 
0 


Этот интеграл есть функция от параметров х и у; 
он сходится при х> 0, у> 0 и расходится, если 
либо х < 0, либо у<0. 

Свойства бета-функции. 

1) В(х, у) = В (у, х). 








у-і1 
= -------В(х, у – 1). 
2) В (х, у) ху (х, у= 1) 
(п — 1)! 
3) В (х, п) -----гтг---ш тэ эг 
Во" = рык (аи 0" 
п-1,2,... 
+ со 
(5-1 
4) В(х у) = —— 41. 
) (х у) | (1 + 
0 
5) В (х, 1-х) = = (0 <х< 1). 
біп хл 
2. Гамма-функция (зйлеров интеграл 2-го рода): 
+ со 


Г(х = | есесі ді. 
0 


Этот несобственный, зависяций от параметра х 
интеграл сходится при х > 0, а при х < 0 расхо- 
дитса. Подстановками и =е и и = пт получаем 
соответственно 


р 1 х-1 + ор џ 
Г (х) = (ы | ди, Г(д- | езе““ ди. 
и - со 


0 


Свойства гамма-функции. 
1) При х>0 гамма-функция непрерывна и 
имеет непрерывные производные любого порядка: 


ГӘ (х) = | егч Іп а. 
0 


2) Представление Гаусса (в виде произведения): 


(п- 1)! 


----- ----- (х>0). 
х(х+1(х+2).. (х+1—1) 





іт пх 
п-» 00 


Г (х) = 


3) Функциональное равенство: Г (х + 1) =хГ (х). 
4) Г (и + 1) = п! (п = 0, 1, 2, ...). 
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5) Связь с бета-функцией: 


_ ГО) Г(у) 
В (х, у) = Гоу" 


6) Закон дополнения: 


х 
Гога 0) = = 


7) Закон удвоения Лежандра: 


Г (х) Г (х + 2) = Дан (2х). 


нэ 22х-1 
Теорема умножения: 
1 п--1 (2л)4-1/2 
Г (х) Г (х + 1) (х + "= ын „бах-туз | (ИХ). 
х+1 


| 1а Г (и) ди = х (Јп х – 


х 


8) Формула Раабе: 


-1) + му2л. 


9) Формула Гаусса: 





1 
(С — постоянная Эйлера, С = т —— ши], 
п — 00 К 


С = 0,577 215 664901 532...) 
10) Формула Коши: 


ОО 


Го) _ | ЇР 2031 Да 
Г(х) _ АНА 
0 


Некоторые интегралы, связанные с гамма- 
функцией, содержатся в 1.1.3.4. 


3.1.10. ДВОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


3.1.10.1. Определение двойного интеграла и зле- 
ментарные свойства. Пусть 5 — ограниченная об- 
ласть *) плоскости х, у с кусочно гладкой грани- 
цей, и пусть функция /(х, у) определена и ограни- 
чена на 5. Посредством 
сетки кусочно гладких 
кривых (рис. 3.32) об- 
ласть 5 разбивают на 
конечное число злемен- 
тарных областей 5; (1 = 1, 
2, ..., п) с площадями 
А5; (разбиение 2); пусть 
А (2) — наибольший из 
диаметров элементарных 
областей 5, получаю- 
щихся при разбиении 2. 
В каждой из элементар- 
ных областей выбирается 
произвольная точка М; = (х, у;). Число с (2, (М,)) = 

п 





Рис. 3.32 


= У Р(х, у) А8; ставится в соответствие каждому 
ігі 


*) В 3.1.10—3.1.13 термин «область» всегда означает 
«замкнутая область». 


ВЫЧИСЛЕНИЕ ДВОЙНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 
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разбиению 2 и выбору 1очек М;є $; и называется 
интегральной суммой, соогветствующей разбиению 
2 и выбору точек М,е5.. 

Функция / (х, у) называется интегрируемой по 
области 5 (в смысле Римана), если существует 
число 1 со следующим свойством: для каждого 
= > 0 найдется 6 (=) > 0 такое, что для каждого 
разбиения 2 области 5, для которого А (2) < в, 
и независимо от того, какие точки М; выбираются 
в элементарных областях, выполняется неравенство 
|с (2, (М,)) — 1| <=. Число Г называется двойным 
интегралом (Римана) от Г(х, у) по области 5 
и обозначается следующим образом: 


Г= ||] (х, у) 45, 
(5) 


І = ||] (х, у) ах ду. 
(5) 


Эквивалентным этому определению является 
следующее: /(х, у) интегрируема по $, если для 
каждой последовательности 2, разбиений с 


ит А (2,) = 0 последовательность соответствую- 
п— 00 


щих интегральных сумм с (2, (М%Ә)) всегда схо- 
дитса независимо от выбора промежуточных то- 
чек (М“”) (в этом случае все последовательности 
инте! ральных сумм сходя1ся к одному и тому же 
значению, которое и есть двойной интеграл). 

Интегрируемые функции. 

а) Каждая непрерывная на 5 функция является 
интегрируемой по 5. 

6) Каждая ограниченная на 5 функция, которая 
непрерывна на 5, за исключением точек, лежащих 
на конечном числе 1ладких кривых, интегрируема 
по 5; значения функции на таких кривых можно 
произвольно изменять (если только измененная 
функция остается ограниченной), не меняя значения 
интеграла. 

Свойства двойных интегралов. Если 
функции ингегрируемы по области, то имеют 
место следующие свойства. 

1) Аддитивность относительно подынтеграль- 
ных выражений: 


[ГО У) + 4 (Х, у)] аху = 
(5) 


= |[] (х, у) ах ду + [[9 (х, у) ахау. 
(9) (5) 


2) Аддитивность относительно областей: если 
51, 52 - две области без обших внутренних точек, 
то 


НК 7(% у)ахау = 
(8, ()5) 
= [|] (Х, ујахау + ПГС, у) ахау. 
(51) (52) 


3) Постоянный множитель можно выносить за 
знак интеграла: 


ЇГ А/ (х, у) ах аду = А |Т(х, у) ах ау. 
(5) (5) 


4) Если для каждой точки (х, е 8 выполня- 
ется неравенство / (х, у) < д (х, у), то 


ИУ (х, у) Ах ду < | (х,у) ахау. 
(5) (8) 


5) Если Ј (х, у) интегрируема по 5, то функция 
|] (х, у)| также интегрируема по 5 и 


| ИХ», у) ахау| < |||] (х, у) [ах ау. 
(5) (5) 


6) Если т является нижней, а М - верхней 
границей для /(х, у) на $, и если А5 — площадь 
области 5, то 


т А8 < ||] (х, у) Ах ау < М А5. 
(5) 


7) Теорема о среднем значении. Если / (х, у) 
непрерывна в (связной) области 5, то существу- 
ет по меньшей мере одна точка (6, 1)є5 та- 
кая, что | 


ЇЇ / (х, у) 4х ау = Л (5, п) А5. 
(5) 


8) Если {5„} — последовательность областей с 
площадями А5, и диаметрами р, и если каждая 


область содержи: точку М и Пт р, =0 (в этом 
п -> 90 


случае говорят, что последовательность 5, стяги- 
вается в точку М), то для непрерывной функции 
Ј (х, у) существует предел 


ша д || у ах ау = (М) 


(5,) 


(дифференцирование по области). 
3.1.10.2. Вычисление двойных интегралов. 
а) Если 


5 = (х; уја<х<ђ, у, (х) <у< у, (х)), 


где у; у – непрерывные 
(рис. 3.33), то 


Б /у; (х) 
ЈЕ (х, у) х ду = Ц [| Ло, у) 2 4х, 
(5) а “у, (х) 


(а, 5] 


функции на 


т. е. двойной интеграл может быть вычислен в ре- 
зультате двух последовательно проведенных прос- 
тых интегрирований. Скобки можно опустить, 





Рис 333 Рис 3.34 
если условиться, ЧТО второму знаку интег- 
рала соответствует первое переменное интегри- 
рования. 


6) Аналогичная формула имеет место для 
5 = (% у х (у) <х< х (у), с«у<а) 
(рис. 3.34): 


4 ухо (у) 
||] (х, у) ах ду = К | Ус, у) их) ду. 
(5) с Ум, (у) 
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Приме р. Пусть 5 — область, заключенная между кри- 
выми у= Их и у=х? (рис. 3.35); тогда а=0, 5-1, 
у (х) -х2, у; (х) = Их; отсюда 


1 Их 


ЇЇ / (х, у) дх4у-1 | / (х, у) ду ах; 
(5) 0 х? 


если, в частности, / (х, у) = ху, то 
Их 

| 1 (х, у) ах ду = 

(5) 


Область 5 может быть описана также в форме б), где с = 0, 
4-1, х, (у) = у?, хє (у) = Уу. Тогда 


гу» 
ЇГ / (х, у) 4х ду={ |] (х, у) ахау. 
(5) 0 у? 


в) Если область 5 можно разбить на конечное 
число областей, заданных, как в случаях а) или б) 





Рис. 3.36 


Рис. 3.35 


(рис. 3.36), то для вычисления интеграла по $ 
используется свойство 2) из 3.1.10.1. 

3.1.10.3. Замена переменных в двойных интегра- 
лах. Пусть функции х= х (и, 0) и у= у(и, %) 
взаимно однозначно отображают открытую об- 
ласть С, содержащую область С плоскости и, ро 
с кусочно гладкой границей, на открытую об- 
ласть Р, содержащую область 8 плоскости ху, 
и пусть 5 — образ С, причем в О функции х (и, г), 
у (и, 5) и их первые частные производные непре- 
рывны, а якобиан отличен от нуля: 


дх дх 
д (х, у) ди до 
/ш------- 0. 
д(и, о) | ду әу |? 
ди до 


Если функция /(х, у) непрерывна на 5, то 
справедлива следуюшая формула: 


ЇЇ / (х, у) ах ду = 7 (х (и, 2), у (и, р)) | Ј | ди до. 
(5) (0) 


Выражение |/|4и 40 называется элементом 
площади в криволинейных координатах и, о. Фор- 
мула преобразования остается верной и тогда, 
когда сделанные предположения нарушены вдоль 
конечного числа кусочно гладких кривых, при 
условии, что функция / (х, у) и якобиан остаются 
там ограниченными. 


Специальные 
ординаты. 

1. Полярные координаты. Пусть 5 — область, 
полученная взаимно однозначным отображением 
области С плоскости р, ф, определяемым функ- 


криволинейные ко- 


циями Х-рсов ф, у=рчпф. Тогда |Ј|= 
б | 
д(р, Ф) 





Ї| / (х, у) ахау = [| Ј (р сов Фф, р вш Ф) рар аф. 
(5) (6) 


Пример. / (х, у) = ху, и область 5 — четверть круга: 
х? + у? < К2, х>0, у> 0; функции х = р соѕ Фф, у =р біп Ф 
также задают область 5, являющуюся взаимно однозначным 
(за исключением отрезка р = 0) образом области 


С = ((р; ф)10<р<К, 0<ф<л/2}. 
Тогда 


||» 4х ду = | р? ѕіп ф с0$ фр др 4ф = 
(5) (0) 


7 


7/2 


К К 
. сов 2ф |"? 
- | [опо соле = |» | - ее: ар = 
00 0 


К 
1 
34. _ | ра 
| ов ји 
0 


2. Обобшенные полярные координаты. В случае, 
когда область интегрирования 8 ограничена эл- 
2 
х 


липсом + === = 1, удобны обобщенные поляр- 


ђ2 
ные координаты х = арсозф, у = Бр біп Ф; тогда 
имеем 


а2 


д (х, У) | _ 
д (р, Ф) | 





1 2л 


ПА (х, у) 45 = | | (ар сов Ф, Бр ѕіп ф) ар 4ф др. 
(5) 00 


3. Если область 5 ограничена астроидой с 
параметрическим представлением х = асов? 1, 





Рис. 3.37 


У = аѕіп?:(0 же < 2л) (рис. 3.37), то вводят криво- 
линейные координаты х = и сов“ р, у = и ѕіп? р. Для 
фиксированного о получаются прямые, проходя- 
шие через начало координат; и = сопз! дает семей- 
ство астроид, Ј = Зи 5112 0 со82 р. 
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3.1.10.4. Геометрические и физические приложе- 
ния двойных интегралов. 

Истолкование двойного интеграла как объема. 
Если Ј (х, у) > 0 на $, то двойной интеграл 


Ї| / (х, у) ах ау 
(5) 


интерпретируетса как обьем цилиндрического тела, 
основанием которого служит область 5 плоскости 
х, у и которое сверху ограничено поверхностью 
2 = | (х, у) (рис. 3.38). Если, в частности, / (х, у) = 
= 1, то получают обьем цилиндра с плоскостью 


Рис. 3.39 


= 1 в качестве верхнего основания. Обљем этого 
цилиндра численно равен площади А5 области 5: 


45 = || ах ау. 
(5) 


Примеры. 1) Найти объем цилиндрического тела, в 
основании которого находится круг х? + у? < ау, 2-0 и 
которое сверху ограничено частью поверхности сферы 
х? + у: + 22 = а? (рис. 3.39). На основании симметрии можно 
записать, что 


у =2 || Иа? — х? — у? ах ау, 
(5) 
где 5 — полукруг х? + у? < ау, х > 0. В полярных координатах 


х = р с0$ Ф, у = р яп ф область 5 описывается неравенствами 
0<р<авіп ф, 0 < Фф < 1/2, поэтому 


т/2 а біп ф 


У-2 | | Иа? – р? р др до. 
0 0 


Подставим во внутренний интеграл | = Иа? - р?; имеем 


п/2 асоѕ ф 2 т/2 
ү--21 1 Раф = – = а? | (со? ф – 1) 49. 
0 а 0 


Используя преобразование соѕ? р -4 сов ф + 4 сов 3%, по- 


лучаем окончательно 


2) Найти плошадь области, ограниченной астроидой 
х = а С0$3 1, у=а біп? 4 (0 < г < 2л) (см. рис. 3.37). В результа- 
те введения криволинейных координат х = и с053 0, у = 
= и за? о (см. 3.1.10.3) получаем 


АЗ = || ахду = 
(5) 
аж а 2л 
- | | эв ввог пари = 3 | ай | чи оф = 
00 0 
2л 


3 
= = а? 11 | авав да ёс» ЗЕ а 
0 





Центр тяжести и масса. Координаты Е ит 
центра тяжести области 5 с массой, распределенной 
с плотностью 6 (х, у), определяются по формулам 


1 1 
в |186 у) х 45, п || оу 
(8) (8) 


где М - масса области 5: М = || б(х, у) 45. 
(5) 
Момент инерции. Момент инерции 1, плоской 
области 5 с массой, распределенной с плотностью 
6 (х, у), относительно оси х есть 


1,-1| 5(%, у) у? 45; 
(5) 


момент инерции 1, относительно оси у: 


1, = [| 6 (х, у) х? 48: 
(5) 


полярный момент инерции относительно начала 
координат: 


Іо = |6 (х, у) (х? + у?) 45. 
(5) 


3.1.11. ТРОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


3.1.11.1. Определение тройного интеграла и прос- 
тейшие свойства. Пусть задана ограниченная 
пространственная область *) Г, граница которой 
является кусочно гладкой поверхностью (см. 
3.1.12). Пусть функция / (х, у, 2) определена и огра- 
ничена в области У. Посредством выбора сети 
кусочно гладких поверхностей строится некоторое 
разбиение 2 области И на конечное число злемен- 
тарных областей И; (і = 1, 2, ..., п) с объемами АЙ. 

Пусть А (2) — наибольший диаметр злементар- 
ных областей И, и пусть М, (х;, у, 2) - произ- 
вольная точка в каждой элементарной области |. 


п 
Число с (2, (М:) = У /(хь уь 2) АУ; называется 
іші 
интегральной суммой, соответствуюшей разбиению 
2 и выбору точек М,е И. 

Функция / (х, у, г) называется интегрируемой 
по области И, если существует число Г со сле- 
дующим свойством: для каждого в > 0 существует , 
число 6 (с) > 0 такое, что для каждого разбиения 
2, удовлетворяюшего условию А (2) < 6, незави- 
симо от выбора точек М; выполняется неравен- 
ство |9(2, (М,))— 1| Се. Число І называется 
тройным интегралом функции / (х, у, 2) по области 
Ги обозначается следующим образом: 


Г= (ЛО, у дай”, 1+ (с у, 2) ах ду аг. 
(И) (У) 


Зтому определению интегрируемости эквива- 
лентно следующее: функция / (х, у, 2) интегрируема 
по Р, если для каждой последовательности 2, 


разбиений области У, для которой Пт А (2,) = 
п 00 


= 0, последовательность с (2, {М"}) интеграль- 
ных сумм всегда сходится независимо от выбора 
точек М; (в этом случае все последовательности 


%) См. сноску к 3.1 10. 
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интегральных сумм сходятся к одному и тому же 
значению, которое и есть значение интеграла). 

Интегрируемые функции. 

а) Каждая непрерывная на Р функция является 
интегрируемой по И. 

6) Каждая ограниченная на И функция, кото- 
рая непрерывна на Г, за исключением точек, 
лежащих на конечном числе гладких поверхностей, 
является интегрируемой по Г. Если функция в 
точках таких поверхностей произвольно изменяется 
(однако так, что измененная функция остается 
ограниченной), то значение интеграла не изменится. 

Свойства тройных интегралов. Трой- 
ные интегралы имеют свойства, соответствующие 
рассмотренным в 3.1.10.1 для двойных интегралов. 

3.1.11.2. Вычисление тройных интегралов. 

1. Пусть И является цилиндрическим телом, 
проекция которого на плоскость х, у есть область 
5 и которое ограничено снизу поверхностью 2 = 
= 2, (х, у), а сверху — поверхностью 2 = 2, (х, у), 


Рис. 3.40 





где 21, 2) - непрерывные функции в 5 (рис. 3.40); 
тогда 


2 2: (х, у) 
ЕЈ (х, у, 2) ах ду 42 = || ( [ Лоу, 2) а) ах ау. 
(У) (5) ~ 2) (х, у) 


Интегрированием по 2 тройной интеграл сводится 
к двойному интегралу по области 8. 

Если область 5 плоскости х, у определена при 
этом неравенствами а<х<Ь, у, (х) <у < у? (х), 
где уі, у; — непрерывные функции на (а, 5], то 


ХС, у, 2) ах ау 42 = 
(9) 
ђ у; (х) 2: (х, у) 
= | | | Л (х, У, 2) 42 ау ах. 
а ул (х) 21 (х, у) 


Пример. Пусть У — тело, ограниченное эллипсоидом 
2 


х2 


— + + === 1; тогда 5 состоит из точек (х, у), удов- 
а 


ы 
летворяющих неравенству х?/а? + у2/62 < 
имеем 


(И ЛС» у, 2) аху аг = 
(У) 


1; таким образом, 


-1 


(5) 
Е 


а так как 5 полностью описывается неравенствами 


1 (х, у, 2) 42 ах ду, 


Б 5—5 Б 5—5 
-ажхха, - = И -хїєу«--үе-х, 


то 
111] Ј (х, у, 2) ах ду 42 == 
(У) 
у: уг 
а уйэ? Ги -=- 


41-14 (х, у, 2) 42 ду ах. 


плоскостями х=а 
х = сопѕі, где а < 


2. Пусть Г лежит между 
и х=Ь, а каждая плоскость 





Рис. 3.41 


< х < р, пересекает область У по плоской области 
5, (рис. 3.41); тогда 


ђ 
{И ЛС», у, 2) ахау 42 = |( || ] (% у, 2) ду 42) ах. 
(У) а (85, 


Пример. Пусть И — тело, ограниченное конической 
поверхностью К?х? = ћ (у? + 22) (рис. 3.42); этот конус лежит 





Рис. 3.42 


между плоскостями х=0 и х-һ и 5, – круг у? +22 < 
< (КЕх/ћ):. Тогда 


7, у, 2)ахауаг = (ув у, даа) ах. 
(У) о Ч5;) 


Если, например, 
Л, у, г) = 


х 
үх ху жад 


то интеграл по плоской области 5, можно вычислить 
введением полярных координат у = р с08 Фф, 2 = р зіп Ф: 


2т Кх/ћ 
Ч х х 
1 (х) = || -шшшшшшшшш- ду 42 = | | ------ 
(е) даа дааа 9 0 х + р? 
х 
Делаем подстановку и = Ур: + х2: 


х У1 + (К/ђуг 
1 (х) = их | ди = 29. (№), 1= ук + А2. 
х 


р 4р 4ф. 





Поэтому значение искомого тройного интеграла равно 
ћ 


Їл (х) ах = т ор (- В). 
0 
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3.1.11.3. Замена переменных в тройных интегра- 
лах. Пусть посредством функций х = х (и, г, м), 
у=у(и, 0, м), 2 = 2 (и, 5, и) производится взаимно 
однозначное отображение открытого множества, 
содержащего область С пространства и, 0, м, 
ограниченную кусочно гладкими поверхностями, 
на открытое множество, содержащее область И 
пространства х, у, 2, и Г есть образ С при этом 
отображении. Если эти три функции х, у, 2 
вместе со своими первыми частными производны- 
ми непрерывны в Си 








Ох 0х дх 
ди бо де 
У | ду ду ду |, о 
д (и, 0, У) Зи 20 27 , 
02 02 02 
ди до де 


то для каждой непрерывной функции /(Х, у, г) 
справедлива формула 


ИТС, у, 2) ах ду аг = 
(И) 


= (ИУС (м, в, м), у (м, в, м), 2 (и, в, м) | Ј |4и до а». 
(0) 


Выражение |Ј | ди Ф 4» называется элементом 
объема в криволинейных координатах и, о, м. 

Эта формула преобразования остается верной 
также и тогда, когда на конечном числе кусочно 
гладких поверхностей указанные условия нарушены 
(если, однако, функция /(х, у, 2) и якобиан оста- 
ются ограниченными). 

Специальные 
ординаты. 

1. Сферические координаты. Пусть область У 
получена из области С взаимно однозначным 
отображением х = р ѕіп Ө соѕ ф, у = р ѕіп Ө біп Ф, 
2 = р соѕ 0; при этом Ј = р? ѕіп Ө. Тогда 


криволинейные ко- 


МИ (х, у, 2) ах ау 42 = ШУ (р біп Ө сов Ф, 
(У) (б) 


р іп Ө віп Фф, р сов Ө) р? біп Ө др 4о 40. 


Элемент 


объема в сферических  координа- 
тах есть, таким образом, 
р? ѕіп Ө др 49 46. 


Пример. Пусть У— область 

в пространстве, ограниченная сфе- 

рой х? + у? + 22 = 242 и двумя 

коническими поверхностями х? + 

+ у? = 224520, х? + у? = 22 62 В 
п 


(х <а<В < 5) (рис. 343. В 


сферических координатах р, Ф, 





Рис 3.43 Ө область И определяется не- 
равенствами О <р < 2асоѕ 6, 
О<ф< 2л, а <0 < В. Отсюда 
В 2а соѕ Ө 27 
Ш/(х у, 2)4хдуй= | | | /(р іп Ө сов Ф, 
(У) а 0 0 


р біп Ө біп ф, р сов Ө) р? біп Ө 4ф ар 49. 


2. Обобшенные сферические координаты: х = 
= ар чп Ө сов Фф, у = Әр яп Ө біп Ф, 2 = ср сов Ө. Тог- 
да Ј = ађср: ѕіп Ө. 

3. Цилиндрические координаты: 
у = р іп Фф, 2 = г. Тогда Ј = р. 

3.1.11.4. Геометрические и физические приложе- 
ния тройных интегралов. 

1. Объем пространственной области: в случае 
частного вида подынтегральной функции /(х, у, 
г) = 1 тройной интеграл по И представляет Собой 
объем АР области Г: 


(|| 1- ах ду 4: = ДУ. 
(9) 


х = р сов ф, 


Пример. Если УИ — тело, описанное в примере в 
3.1.11.3, то его обљем равен 


В 2а соз 0 21 


||| ада | | |Р ваоар арав = 
0 0 


(У) а 


В 
пр? ѕіп Ө ар 40 = 2 | во соз3 Ө зіп Ө ад = 


2. Масса тела У. Если пространственная об- 
ласть И заполнена массой с плотностью 6 (х, у, г), 
то полная масса Р равна 


М = [|| ӧ (х, у, 2) ах ау аг. 
(У) 
3. Центр тяжести. Если 6, 1, С являются 
координатами центра тяжести пространственной 


области, заполненной массой с плотностью 
$ (х, у, 2), то 


баш ~ Е (х, у, 2) ах ду аг, 


(И) 


па ПЕ 2) Ах ау 42, 


(И) 


С = ~ |||» (х, у, 2) Ах ду а2. 


(И) 


4. Момент инерции. Моменты инерции прост- 
ранственной области Г, заполненной массой с 
плотностью 6 (х, у, 2), относительно осей х, уи 2 
равны соответственно 


І, = По? + 22) бау, 


(У) 

1, = ||| (22 + х2) ӧ ау, 
(У) 

І, = По? + у?) бағ. 
(У) 


Пример. Найти момент инерции относительно оси 2 
тела И, ограниченного круговым цилиндром х? + у? = а, 
0<2< №, которое равномерно заполнено массой с 
плотностью ё = 1. Введем цилиндрические координаты; 





тогда 
й жа 
и [ежа | | р2р ар аф 42 = 
(У) 000“ 
һ2л һ 
4 па а“ћт а: 
= — а" аф 42 = | а“ аг = 2 = А 


где ДУ = ла? — объем тела И. 


5. Гравитационное притяжение. Сила гравита- 
ционного притяжения Е, с которой пространствен- 
ный объем Г, заполненный массой с плотностью 
6 (х, у, 2), по закону Ньютона действует на мате- 
риальную точку Р = (6, 1, 6) с массой 1, имеет 
компоненты 


вит ||| == 8 4х ду аг, 
(У) 
а ||| 2 5 ах ду 42, 


(У) 


даа 5 ах ду 42, 


(У) 











где "= Ис - 5): + (у – + – 92, у – гравита- 
ционная постолннаа. 


3.1.12. ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


Кусок поверхности 5, заданный в параметри- 
ческой форме: х = х (и, р), у=у(и, 0), 2 = г (и, р), 
где точка (и, 2) пробегает некоторую область“) 
С плоскости и, и, называется гладким, если раз- 
личные пары значений (и, 0) дают разные точки 
5, частные производные функций х (и, о), у (и, 0), 
г (и, 0) непрерывны и 





дх ду 02 

ди ди ди Е 
"408 | ох ду 02 | 

др до др 


5 состоит из конечного 
поверхности, то 8 назы- 


Если поверхность 
числа гладких кусков 
вается кусочно гладкой. 

Гладкая поверхность 8 называется двусторон- 
ней, если в каждой точке поверхности можно 
выбрать нормаль так, 
что при обходе каждой 
замкнутой кривой, лежа- 
щей на 5, мы, непрерыв- 
но изменяя нормаль при 
движении по кривой, воз- 
вращаемся в исходную 
точку кривой с тем же 
направлением нормали. 
Стороны двусторонней 
поверхности могут быть, таким образом, охарак- 
теризованы направлением соответствующих нор- 





Рис. 3.44 


*) См. сноску к п. 3.1.10. 
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малей. Не двусторонней, т. е. односторонней по- 
верхностью, является, например, лист Мёбиуса 
(рис. 3.44). 

Всюду в дальнейшем под поверхностью пони- 
мается двусторонняя поверхность. 

3.1.12.1. Плошадь гладкой поверхности. Пусть 
поверхность $ задана параметрически: х = х (и, р), 
у = у (и, 0), г = г (и, 0), где точка (и, г) пробегает 
некоторую область Г плоскости и, р. Тогда пло- 
щадь 45 поверхности определяется поверхностным 
интегралом 

45 = ЦУЕС - Е? ди до, 
(Г) 


гле Е дх "ы ду л д2 \2 дх' дх 
А {ди ди бди) " 


— ди до 

ду д дг 02 дх Ү дух д: Ү 

ди до ди др др др др 
подынтегральное выражение 45 = | ЕС - Е 2 ди до 
называется элементом поверхности. 

Если 5 задана явно уравнением 2 = Фф (х, у), 
причем (х, у) пробегает область 5’ (проекцию 
области 8 на плоскость хОу), то 


45 = [| У1 + р? + а? ахау, 
(5) 
где р = д2/0х, а = д2/ду. 


Примеры. 1) Найти площадь поверхности части 
сферы х? + у? + 22 = а, высекаемой цилиндром х? + у? = ау 
(см. рис. 3.39). 

Параметрическое представление сферической поверх- 
ности: 


х = а біп Ө сов Фф, у=а зп Ө зп Ф, 2 = а сов 0; 


таким образом, и = Ө, оф; находим Е=а?, Е-0, С = 
= а? ѕіп? 0; следовательно, (ЕС — Е? = а? біп Ө. 

Уравнение границы области интегрирования получа- 
ется подстановкой параметрического представления в урав- 
нение окружности: сіп Ө = біп ф. Отсюда получим, что чет- 
верть искомой поверхности, лежащая в первом октанте, 
характеризуется следующими значениями параметров: 0 < 
<ф<л/2, < Ф, 0<0<л/2. Следовательно, 


т/2 ф л/2 
45 =4 | | а? ѕіпӨ 40 аф = 4а? | (1- соѕ $) 4ф = 
00 0 


= 4а? (п/2 — 1). 


2) Кусок поверхности г - ху, лежащий над кругом 


х? + у? < К2, имеет площадь 
У1 + х? + у: ах ду. 


Преобразуя этот интеграл при помощи полярных 
координат х = р соѕ Фф, у = р біп Ф, получим 


2х К 
АЅ = Ї | вутхугарав = куда 
00 


А8 = | 
хљу <К: 


3.1.12.2. Поверхностные интегралы 1-го и 2-го 
рода. 

Определение поверхностного ин- 
теграла 1-го рода. Пусть некоторая функция 
Т (х, у, 2) определена и ограничена на гладкой по- 
верхности 5. Пусть 2 обозначает некоторое раз- 
биение поверхности 5 на конечное число злемен- 
тарных поверхностей 5, (і = 1, 2, ..., п) с площа- 


ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 1-го и 2-го РОДА 
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дами А5, А (4) — наибольший из диаметров зле- 
ментарных поверхностей 5, и М; = (х, у, 2)- 
произвольная точка на соответствующей элемен- 
тарной поверхности 
р; (рис. 3.45). Число 


о (2, (Му) = 


= У 7 (х, Уь 2) А8, 
1-1 


называется интеграль- 
ной суммой, соответ- 
ствуюшей разбиению 
2 и выбору точек 
(М,). · 

Если сушествует число І со следуюшим свой- 
ством: для каждого в > 0 найдется такое 6 (є) > 0, 
что для каждого разбиения 2, удовлетворяюшего 
условию А (2) < 6, и независимо от выбора точек 
М; выполняется неравенство | (2, (М.)) -1| <, 
то 1 называется поверхностным интегралом 
1-го рода от Х(х, у, 2) по поверхности 5. Обозна- 
чение: І = ||] (х, у, 2) 45. 

(5) 

Для случая / (х, у, 2) = 1 число Г равно пло- 
шади А5 поверхности 5. 

Вычисление поверхностного ин- 
теграла 1-го рода (сведение к двойному 
интегралу). Если поверхность задана параметри- 
чески: х = х (и, р), у = у (и, р), 2 = 2 (и, р), причем и 
и о пробегают область Г плоскости и, р, то 


ЇЇ / (х, у, 2) 45 = 
(5) 





Рис. 3.45 


= Их (м, о), у(и, о), г (и, 0) (ЕС - Е? ди др. 
(Г) 


Если поверхность задана явно уравнением 
2 = Фф (х, у), причем (х, у) пробегает область. 9, то 


ЇЇ / (л, у, г) 48 = 
(5) шаг 
= (| (у, Ф(% у) /1+р? + 42 Ахау. 
(5) 
Для случая, если 5 представлена уравнениями 
вида х = у (у, 2) или у =Х (х, 2), верны аналогич- 
ные формулы. 


Примеры. 1) Пусть поверхность 8 является сферой 
радиуса г с параметрическим представлением х =" зп 0 сов ф, 
Ул" біп Ө біп ф, 2-”сов 0; тогда Г есть прямоугольник 
0<0<л,0<%<2ли 


ЇЇ / бх, у, 2) 45 = 
(5) 


= || Ј (ғ ѕіп Ө сов Ф, ғ сіп Ө ѕіп Ф, ғ сов 0) г? біп Ө 40 дф = 
(Г) 


жк 
=7 | | Ј (ғ яп Ө сов Фф, ғ біп Ө ѕіп Ф, г сов Ө) ѕіп Ө 40 49. 
00 


2) Пусть 5 — цилиндрическая поверхность х? + у? = аз, 
0<2<ћ; ее параметрическое представление: х = а соѕ Ф, 


ула біп Фф, 2 = г; тогда ү Ес - Е? = а, Г является прямо- 
угольником 0 < ф < 2л, Охг< ли 

ЇЇ ХО, у, 245 = || /(а сов о, а іп ф, г) айф 42 = 

(5) (Г) 


һ 2л 
-а| | (а сов %, а біп 9, г) 49 42. 
00 


Определение поверхностного ин- 
теграла 2-го рода. Ориентация двусторон- 
ней незамкнутой поверхности: выбирается опреде- 
ленная сторона поверхности 5; обход замкнутой 
кривой на 5 считается согласованным с выбранной 
стороной, если образуется правый винт, т.е. из 
конца вектора нормали обход кажется происходя- 
щим против часовой стрелки. 

Пусть в точках поверхности 5, однозначно 
проектирующейся на плоскость х, у и заданной 
явно гладким уравнением г = Ф (х, у), определена 
ограниченная функция / (х, у, 2). Пусть 7 - раз- 
биение поверхности 5 на конечное число элемен- 
тарных поверхностей 5, (і = 1, 2, ..., п), А (2) — 
наибольший диаметр элементарных поверхностей, 
М; = (х, у, 2)) - произвольная точка, выбранная 
на элементарной поверхности 5; Пусть выбрана 
определенная сторона поверхности, т. е. поверх- 
ность 8 ориентирована. Тогда установленное 
направление обхода границы каждой элементар- 
ной поверхности 5, определяет направление об- 
хода в плоскости х, у границы проекции 6:. 
Площадь А8; этой проекции берется со знаком 
плюс, если граница проекции 5; проходится в по- 
ложительном направлении; в противном случае — 
со знаком минус (рис. 3.46). Число 


с (2, (Му) = У, Ј (књ 2) А5 


называется интеграљноц суммой, соответствую- 
шей разбиению 2 и выбору точек {М;}. В про- 
тивоположность образованию интегральных сумм 





Рис. 3.46 


поверхностных интегралов 1-го рода, здесь / (М)) 
умножается не на площадь 45; элементарной 
поверхности 5, а на ориентированную площадь 
А5; проекции 5, поверхности 5, на плоскость х, у. 

Если существует число 1 со следующим свой- 
ством: для каждого в > 0 найдется такое 6 (е) > 0, 
что для каждого разбиения 2, удовлетворяющего 
условию А (2) < 6, независимо от выбора точек М; 
выполняется неравенство | с (2, {М№;}) — Г <, то 
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І называют поверхностным интегралом 2-го рода 


от / (х, у, 2) ах ду по ориентированной поверхности 
5. Обозначение: 


1= || 7 (х, у, 2) ахау. 
(5) 


Если 5 проектируется на плоскость х, у неод- 
нозначно, но ее можно разбить на конечное число 
поверхностей, для каждой из которых такая одно- 
значная проекция сушествует, то поверхностный 
интеграл по 5 определяется как сумма интегралов 
по отдельным поверхностям. 

Если 5 имеет однозначную проекцию на плос- 
кость у, 2 или х, 2, то аналогично можно опреде- 
лить два других поверхностных интеграла 2-го 
рода: 


Л (х, у, 2) ау 4, [|] (х, у, 2) 42 ах, 
(5) (5) 


где в соответствуюших интегральных суммах сто- 
ят площади проекций 5, на плоскости у, 2 И Х, 2. 

Наконец, для трех функций Р (х, у, 2), О (х, у, 2), 
К (х, у, 2), определенных на 5, эти интегралы 
можно сложить и определить более общий по- 
верхностный интеграл 2-го рода. 


|| Р ау 42 + О 42 ах + К ахау = 
(5) 


= ЦРдуаг + [О 42ах-+ || Кахду. 
(5) (5) (5) 


Вычисление поверхностного ин- 
теграла 2-го рода (сведение к двойному 
интегралу). 

1. Пусть поверхность 5 имеет явное представ- 
ление: г = Фф (х, у), причем (х, у) изменяются в об- 
ласти 5, а ф непрерывна в 5. Тогда поверхност- 
ный интеграл по той стороне 5, для которой 
угол между нормалью и осью 2 является острым, 
вычисляется по следующей формуле: 


| / (х, у, 2) ахау = || ] (% У, Ф(% у) ах ау. 
(5) (5) 


Если выбрана другая сторона поверхности, то 


183 (х, у, 2) ах ау = — | Л (х, у, Ф (х, у)) дх ду. 
(5) (5) 


Аналогично получаем, что 


Ї| / (х, у, 2) 4у42= |І (уу, 2), У, 2)4у42, 
(5) (8) 


где поверхность 5 задана уравнением х = 7 (у, г), 
5’ — проекция 5 на плоскость у, г, а поверхностный 
интеграл берется по той стороне, нормаль к ко- 
торой образует с осью х острый угол. Точно 
так же 


| / (х, у, 2)424х = ||] (х, Х (2, х), 2)42 ах, 
(5) (5? 


где поверхность 5 задана уравнением у = х (2, х), 
$ - проекция $ на плоскость х, 2, а поверхност- 
ный интеграл берется по той стороне, нормаль 
к которой сосгавляет с осью у острый угол. 


2. Если поверхность 8 задана в параметри- 
ческой форме: х = х (и, р), у = у (и, 0), 2 = 2 (и, р), то 


||] (х, у, 2) хау = 
(5) 


= + || ] (х(и, 0), у(и, о), 2 (и, 0)) С ди до, 





(Г) 
| / (х, у, 2) ауа = 
(5) 
= + || 7 (х(и, 5), у(и, 5), г (и, 0)) А ди дә, 
(Г) 
7 (х, у, 2) 42 ах = 
(5) 
= + || 7] (х(и, о), у(и, 0), г (и, 5) В ди ар, 
(Г) 
где 
22592, 2459 2 90%), 
_д(и, о)’ г д(и, 5)’ оди, 0)” 


положительный знак перед интегралом справа вы- 

бирается тогда, когда ориентация области Г 

плоскости и, о соответствует ориентации поверх- 

ности (г. е. обход контура на Г и его образа на 

поверхности одновременно согласованы с верхней 

стороной Г и выбранной стороной поверхности). 
Для суммы трех интегралов получаем 


И Рау 42 + О а2ах + К ахау = 
(5) 
= + || (РА + ОВ + КС) ди до. 
(Г) 


Связь между поверхностными ин- 
тегралами 1-го и 2-го рода. Если о, В, 
ү — углы нормали к выбранной стороне поверх- 
ности с осями х, уи 2, то 


(| Р 4уа2 + Оагах + Кахау = 


(5) 
= || (Р сова + О соз В + К сову) 45, 
(5) 
т.е. стоящий слева поверхностный интеграл 


2-го рода преобразуется в стоящий справа поверх- 
ностный интеграл 1-го рода. 

Для двух различных незамкнутых поверхностей 
5, И 5, с одной и той же границей С (стороны 
которых согласованы с за- 
данным обходом контура С) 
поверхностный интеграл 


П Рауаг + Одгах + Кахау 
(5) 


имеет в общем случае раз- 
ные значения (рис. 3.47), т. е. 
в общем случае он не обра- 
щается в нуль на замкнутой 
поверхности (аналогично за- 
висимости от пути криволи- 
нейного интеграла). Если функции Р, 0, К, 
ОР/дх, дО/ду, дК/д2 непрерывны в «простран- 
ственно односвязной» области И (т. е. в области, 
которая наряду с каждой замкнутой поверхностью 
содержит также и область, ограниченную этой 
поверхностью), то поверхностный интеграл по 





Рис 3.47 


ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ И ФИЗИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЛ ПОВЕРХНОСТНОГО ИНТЕГРАЛА 


всякой замкнутой поверхности 5 и И обращается 
в нуль тогда и только то да, когда 
ОР Ӧд К 
Сүү, 
дх ду д2 
Пример. Пусть (х, у, 2) - некоторая точка поверхности 
5, а (6, п, 0) - точка вне 5, и 


г = У(х – 6)? + (у + п)? + (2 — 02. | 




















- 255, шың 2-4 и их произ- 
дР 20 дк 
водные 2, ду ду Непрерывны при (х, у, 2) # (Е, п, (), и 
имеет место равенство Фр 00 20 + К 0; таким образом 
р дх ду. д2 = 0, ра э 


для этих функций интеграл || Рауаг + О 42 4х + Кахау 
(5) 
равен нулю по каждой замкнутой поверхности, ограничиваю- 


щей тело, не содержащее точки (5, т, $). 
Переход к поверхностному интегралу 1-го рода: 


І = [| Х-3 дуд: + М ах + = 


(5) 
И иа сова + у шэн сову) 48. 


Если (г/п) — угол между радиусом-вектором г точки (х, у, 2) 
поверхности и нормалью к 5 в точке (х, у, 2), то 


х-5 -6 
г г 


58 дуду = 











Ут ті 





соѕ а + =— соры 2 сову = 


= с08 (Х;: до сов + соѕ (у, г) соѕ В + соѕ (2, г) соѕ у = соз (г; 8), 


так что для поверхностного интеграла получаем, что 


| = | соз (т) 45 


(5 


Геометрически этот интеграл представляет собой телес- 
ный угол, под которым из точки (Е, п, С) видна поверх- 
ность 5. Если поверхность 8 замкнута, то его значение 
равно 4л, если точка (5, п, б) лежит внутри области, ограни- 
ченной 5, и 0, если (Е, п, 0) лежит снаружи. 


3.1.12.3. Геометрические и физические приложе- 
ния поверхностного интеграла. 

Объем тела. Объем АР тела И, ограничен- 
ного кусочно гладкой поверхностью 5, можно 
различными способами вычислить как поверх- 
ностный интеграл 2-го рода: 


ДУ = || гах ду, или ДИ = || хау а2, 
(5) (5) 


ИЛИ 


ДУ = || у 42 ах, 
(5) 


ИЛИ 


е 


1 
ДУ = зва + у 42 ах + гах ду, 
причем интегралы следует брать по внешней 
стороне поверхности 8. 


е 
е 


Пример. Пусть пространственная область У ограничена 


зллипсоидом  х?/а? + у2/Ь? + 22/с2 = 1. Параметрическое 
представление этой поверхности есть 
х = ачпбсовф, у = Бвіп Өсіп ф, 2 = ссо5 0, 


где 0 <06<л,0<< 2п (область Г плоскости ф, Ө). Отсюда, 
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так как 





д(х, у) 
С = ж ађ 8110 сов Ө, 
0(6, Ф) 
следует, что 


ду = [| гахау = |х(, ф) Садаф = 
(5) (Г) 


дял 
= | |ссов ба іп 0 соз 040 4ф = 
00 


к 1 
= ађс · 2п | сов? Ө іп 0 40 = 24іск. | из ди = ЧЕ. абс 
0 -1 


Центр тяжести и сила притяжения. 
Если поверхность 5 покрыта массой с поверхностной 
плотностью 6 (х, у, 2), то полная масса поверхности 
5 равна 


М = 1190 у, 2)45; 
(5 


координаты (6, п, б) центра тяжести равны 


= ЕА еве у, 2) 45, 1 = а ||» (х, У, 2) 45 


(5) (5) 


С = лг || эв у, 2) 45; 


(5) 


компоненты силы притяжения Е этого распределе- 
ния массы, па на материальную точку 
Мо = (хо, уо, 20) единичной массы, равны 


ны - 29545, Б,- || % 545, 
2 — 20 
к-т || 3 6485, 


(5) 











где у — гравитационная постоянная. 


Пример. Пусть поверхность конуса (см. рис. 3.42) 
Кох? = |? (у? + 22) покрыта массой с плотностью 6 = 1. Из 
условия симметрии п = $ = 0; так как поверхность $ задана 
уравнением 


х => (у, 2) = вия + 22, 
причем у и 2 пробегают внутренность круга у + 22 = К2, полу- 
чаем 
1- [кав = | „у + (55). ) + (=) дуд: = 


(5) (+22 < К?) 


41 


(у? + 22 < В?) 


—_ 2 
ру? + 22 | + та дува. 


После введения в плоскости у, 2 полярных координат 
У = рсовф, 2 = р ѕіп ф получаем, что 


_2д К 


ћ 12 2 25 ел: в: 
пинта | Гомо ае ЗЕ нау + К2, 
00 





а так как М = күрп? + К2, то 5-2һ 
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3.1.13. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФОРМУЛЫ 


3.1.131. Формула Остроградского -- Гаусса. 
Формула Грниа. Пусть пространственная область”) 
И ограничена кусочно гладкой поверхностью 5 
и Р(х, у, 2), О(х, у, 2), К(х, у, г) - функции, непре- 
рывные в открытом множестве, содержащем И| ) 5, 
вместе с производными ОР/дх, 00/ду, дК/дг; тогда 
справедлива следующая формула (формула 
Остроградского — Гаусса): 


тие. 


= || Рауаг + О аах + Кауах, 
(5) 


причем поверхностный интеграл 2-го рода, стояший 
справа, следует брать по внешней стороне поверх- 
ности 8, ограничивающей область И 

Формула Грина для плоской области: 


| д) хау = | вах код, 


-4 


Эта Мин преобразует двойной интеграл по 
у 1, области 8 в криволинейный 
42 интеграл по границе Г об- 
ласти 5, причем криволи- 
нейный интеграл берется по 
контуру 1, пробегаемому в по- 
ложительном направлении 
(рис. 3.48). Эта формула спра- 
Рис. 3.48 ведлива, если контур І, является 
кусочно гладким, а функции 
Р(х, у), О(х, у), дР/ду, 00/дх непрерывны в откры- 
том множестве, содержащем 5| ) Г. 


Ээ” 


Пример. По формуле Остроградского — Гаусса для 
= х?, О = у, В = 23 получаем, что 

|| х? 4уа2 + уз 42 ах + 23ахаду = 3 | (х? + у? + 22) ау. 

(5) (9) 
Если, в частности, $ является сферой х? + у? + 22 = К2, 


то тройной интеграл после введения сферических коорди- 
нат равен 


п 2л 


К 
3 | Б р? біп 640460 ар = 1 вз, 
000 


3.1.13.2. Формулы Грнна. Пусть в открытом 
множестве С, содержашем пространственную об- 
ласть Р, ограниченную кусочно гладкой поверх- 
ностью 5, заданы функции Р(х, у, 2), О(Х, у, 2), 
непрерывные в области С вместе со своими вто- 
рыми частными производными. Тогда справедлива 
первая формула Грина (или подготовительная): 


јен еза 


ОР 00 | ӘР 00 ӘР 00 
е: 207905 ЖЗШ 


5) См. сноску к 3.1.10. 





го 200 „020 
дх? ду? 0:2” 
обозначены производные функций Р и О соответ- 
ственно в направлении внешней нормали к 8. 
При тех же предположениях справедлива 


вторая формула Грина: 
ОР 
| (РАО – ОАРЈаУ = а-о: 22) 8 


Для случая плоской области эти формулы имеют 
вид 


где АО = 











а через дР/дп и д0/дп 


[|Раоаз = 


(5) 
Е дР 20 
ЕСЕ 


(1) (5) 


[|до –оар)а = ((>%-о 26) 
(5) 


(1) 


где 5 — область плоскости х, у; Г, — ее граница, об- 
ходимая в положительном направлении (см. 


ОР д 
рис. 3.48); ии 00 | производные в направле- 


да 
ФР  2Р 
0х2 * фу” 
3.1.13.3. Формула Стокса. Пусть система коор- 
динат является правой, пусть кусочно гладкая 
двусторонняя незамкнутая поверхность 5, ограни- 
ченная кусочно гладким контуром [, расположена 
внутри пространственной области Г, и пусть 
функции Р(х, у, 2), Ох, у, 2), К(х, у, 2) вместе со 
своими первыми частными производными непре- 
рывны в И Тогда справедлива следующая фор- 
мула (формула Стокса): 


Ке ӘБШМЕЗ уе + 
ду ду д2 


ОР ОК 


(2-45 ах = | (Ра Оу + каз) 
(1) 


причем путь интегрирования Г, проходится так, что- 
бы направление обхода вместе с 
нормалью к выбранной сто- 
роне поверхности 5 образовы- 
вало правый винт (рис. 3.49). 
3.1.13.4. Несобственные кри- 
волинейные, двойные, поверх- 
ностные и тройные интегралы. В 
случае многомерных интегралов 
несобственные интегралы мож- Рис. 3.49 
но определить так же, как в 
одномерном случае. Эти определения аналогичны 
для криволинейных, двойных, поверхностных и 
тройных интегралов, и поэтому достаточно их 
привести, например, для двойных интегралов. 
Двойные интегралы от неограни- 
ченных функций. Пусть функция /(х, у) не 
ограничена в окрестности некоторой точки Мо 
ограниченной области 5 и интегрируема по всякой 


ӘР 20 
ду ду 22) 45, 


нии внешней нормали к кривой І;АР = 





НЕСОБСТВЕННЫЕ КРИВОЛИНЕЙНЫЕ, ДВОЙНЫЕ, ПОВЕРХНОСТНЫЕ И ТРОЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 


области 5\И(Мо), где О(М,) – произвольная 
окрестность точки Мо. Тогда, если для любой 
последовательности окрестностей О, точки Мо, 
диаметры которых стремятся к 0, существует предел 


ша | /(х, у)4хау =1, 
п 9 (510) 


где 51 И, обозначает область, полученную исклю- 
чением точек окрестности О, из $, то І называется 
сходящимся несобственным двойным интегралом 
от функции / (х, у) по 5; обозначение: 


І = |х, у) ахау. 
(5) 


Если предел существует не для всякой последо- 

вательности ЏО, то интеграл ||/(х, у) ахду назы- 
(5) 
вается расходяшимся. 

Если в 5 всегда /(х, у) 20, то при выборе 
окрестностей О, можно ограничиться кругами. 
Данное определение можно распространить на 
тот случай, когда /(х, у) не ограничена в окрест- 
ностях большего числа точек или в окрестностях 
гладких кривых. 


Пример. Пусть 5 – круг х? +у2<1 и /(х, у) = 
= (х? + уг) 42, если а > 0, то /(х, у) не ограничена в ок- 
рестности начала координат. Так как / (х, у) > 0, то можно 
ограничиться кругами. Пусть (/,- круги с радиусами 


р, Шт р, = 0. Если в области 8) О, введены полярные 
п — ОО 


координаты, то 


1 2л 


ах ау __4хау _ „би = др _ 
п— КУ „е + (х2 + уйуи? 
1 1 2т, 
= Іт 2л == Бүр - 
п-2-% Р ір, 2- 


в то же время при а > 2 предел не существует; следовательно, 
при 0 < а < 2 несобственный интеграл сходится и 


__ахду _ _ 2 
ы (х2 + 92? 2-а 


при х > 2 несобственный интеграл расходится. 
Аналогично доказывается, что несобственный тройной 


интеграл е дх ду 42 по шару Ус центром в начале 
(х2 + у? + 2272. 





при 0<а < 2, 


при 0 < 9 < 2; 


координат, Ы литой если 0 < а < 3, и расходится, если а > 3. 


Признак сходимости. Если }, 4 - неотрицатель- 
ные функции в области $, интегрируемые в допол- 
нениях окрестностей точки Мо, и если в некоторой 
окрестности точки Мо функция /(х, у)/9 (х, у) 
остается ограниченной и интеграл Цо(х, у) 4х ау 

(5) 
то | /(х, у)4х4у также 
(5) 


является сходицимса, 


сходитса. 
В качестве функции сравнения можно исполь- 
зовать функцию 


а ( У) = (х – хо)? + (у- уо))-“?, 
где Мо = (Хо Уо). 


Пример. Область 5 есть круг х? + у? < 
Жо, у) 


бл 1, функция 
= шИх? + у? в окрестности точки Мо = (0, 0) не 
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ограничена, однако 
іт Их? + у? шИх? + у? = 0. 
(х, у) — (0, 0) 
Таким образом, функция / (х, у)/0 (х, у), где 9 (х) = (х? + уг) 12, 


остается ограниченной; отсюда следует сходимость ин- 
теграла 


Пух? + угахау. 
(5) 


Двойные интегралы по бесконеч- 
ной области. Пусть 5 — неограниченная область, 
имеющая границей кусочно гладкую кривую, а 
Ж, у) - некоторая заданная в 5 функция, которая 
интегрируема по каждой конечной подобласти 
области 5. Если для любой последовательности 
5, ограниченных подобластей таких, что каждая 
ограниченная подобласть области 5 содержитса во 
всех 5, при п> по, сушествует предел 


ша | /(х, у)4хау -і, 


п-» 9 (5,) 


то этот предел Г называют сходящимся несоб- 
ственным двойным интегралом от функции 
Ј(х, у) по 5; обозначение: 


І = || (х, у) хау. 
(5) 


Если предел существует не для всякой последо- 

вательности 5, то интеграл || /(х, ујахау назы- 
(5) 
вается расходящимся. 

Если /(х, у) > 0 всюду в неограниченной об- 
ласти 8, то члены последовательности 8, можно 
выбрать следующим образом: 5, = 5 (7) К», где К,- 
круги с центром в начале координат, радиусы 


которых р, удовлетворяют условию Пт р, = 
по 


Примеры. 1) Пусть 5 является областью х > 0, у> 0, 

и пусть /(х, у) -е” (х? + у“), Так как /(х, у) >0в $, то в 

качестве 5, можно взять последовательность четвертей 

кругов с радиусами р, Шт р, = оо. Тогда после перехода 
п — 00 

к полярным координатам имеем 


р, 1/2 
(5,) 
позтому 
1 2 л 

Іт |. -(х? + у?) дк ду = Пт л. — (1—е“ 0») = —, 

п — 00 пью 2 2 4 
и, следовательно, 

г- | та) ду" 


(5 


2) Пусть 8- первый квадрант, х > > 0; /(х, у) = 
= ѕіп(х? + у?). Если 5, — последовательность, четвертей кру- 
гов с радиусами р, Пт р, = оо, то 

п — 00 


р, 1/2 


ПЕС + у?) 4хау = | | ѕіп (р?) рафар = 20 - сов (р2)); 
(5,) 0 
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так как у полученной числовой последовательности предела 
не существует, то несобственный интеграл || ѕіп(х? + у?) ах ду 
(5) 


является расходящимся. 


Наконец, можно определить несобственный 
двойной интеграл для случая, когда и область 
интегрирования, и функция /(х, у) (в окрестности 
некоторых точек) не ограничены. 

Замена переменных в несобствен- 
ных интегралах. Формулы преобразования 
для двойных интегралов (см. 3.1.10.3) и тройных 
интегралов (см. 3.1.11.3) остаются в силе (в анало- 
гичных предположениях) также для несобственных 
интегралов, если хотя бы один из двух интегра- 
лов в этих формулах сходится. 


Пример. В интеграле 
Г ах 4у 
1 — х2/а? — И - ха? - уља 
(5) 
2 


х 
где область $ ограничена эллипсом т + 





ЂЕ = 1, ПОДЫН- 
тегральная функция в окрестности эллипса не ограничена. 
Введением обобшенных полярных координат х = ар соѕ ф, 


у = Бр ѕіп ф интеграл прот к следующему виду: 


21 
+ || == = 4рар = „| -үһ-р144 = 2кађ; 
следовательно, 


| ах ау – 
2-2 77742 /д2 
9 ү1-хуа-ууы 


3.1.13.5. Многомерные интегралы, завистцие от 
параметра. Пусть 5 — ограниченная область 
плоскости х, у; 1- интервал &-оси, а функция 
Дх, у, 5) для каждого Бе! интегрируема на $. 
Тогда для 561 двойной интеграл определяет 
функцию 


= |І Р(х, у, 6)4хду. 
(5) 


Интеграл, зависящий от параметра 6, имеет 
следуюшие свойства: 

1) если функция / (х, у, 5) непреривна, то функция 
Е (5) также непрерывна на Г; 

2) если, кроме того, /(х, у, 5) обладает непре- 
рывной частной производной по 6, то Ғ (5) диффе- 
ренцируема на Ги 


9х В 
25 


Е (5) = ду. 


Аналогичные свойства имеют криволинейные, 
поверхностные и тройные интегралы, зависяшие 
от параметра. 


мело Мед, 
(У) 


(2— 0)“. 


Пусть функция р (х, у, 2) непрерывна в И Если точка (5, п, 6) 


Пример. 


где 


(х — 8) + (у – п) + 


не лежит в И то функция ж- = х-5 
следовательно, Ғ(Е, Ч, 0) дифференцируема по Е и имеет 
пронзводную 


27 Ел 9 5 4) “) (х, у, 32 


Так как подынтегральное выражение также обладает непре- 
рывной частной производиой, то под знаком интеграла 
можно продифференцировать еше раз; получим 


3(х Ша 


непрерывна в И; 





0 Е(5 т, 0) 


мн 


Аналогично вычисляются частные производные по пи $. 
Сложением получаем, что 


дЕ дЕ _ ФЕ 
22 7 ара 
Для несобственных криволинейных, двойных, 
поверхностных и тройных интегралов, зависяших 
от параметров, как и в одномерном случае (см. 
3.1.9.3), непрерывность подынтегрального выра- 
жения уже не является достаточным условием дла 
того, чтобы обеспечить пепрерывность интеграла 
по параметру; дополнительно необходима равно- 
мерная сходимость этих интегралов. 
Равномерная сходимость несобственного двоц- 
ного интеграла. Пусть Р = (х, у) и М = (5, т) — 
точки ограниченной области 5, а Г(Р, М) — неко- 
торая заданная в 5 функция, которая в окрест- 
ности Р = М не ограничена. Интеграл 


РР, М)45р- 276 у, 5, п) 4х йу 
(8) 


является несобственным интегралом, зависящим 
от параметров. Он называется равномерно схо- 
дящимся в точке МоЕ5, если для любого є»0 
найдется такое д (=) > 0, что для всех точек М, уда- 
ленных от Мо на расстояние, не превышаюшее 
б, и для всех окрестностей () точки Мо, диаметры 
которых не превышают 6, выполняется неравенство 





= 0. 


| ИХ(Р, М) 45р| < с. 
(0) 


Если интеграл || /(Р, М)45р сходится равно- 
(5) 
мерно в точке Мо, то функция 
Е(М) = ИЕР, М) 45$ р 
(5) 
непрерывна в точке Мо. 
Пример. Пусть У — некоторая ограниченная область в 
пространстве х, у, 2; р(х, у, 2) — ограниченная на У функция: 


[р(х, у, 221< С = сопи. Если Р = (х, у, 2) и М = (5, т, 6) — 
точки из И то 


|] РН дур где гМР = Их – 2): + (у – п) + (2 — 9, 


есть несобственный тройной интеграл, зависящий от точки М. 
Покажем, что он сходится в каждой точке Ме И равно- 
мерно, так что функция 


ша! 


ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
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непрерывна в И Для произвольной окрестности И точки 

Мо и шара И, радиуса 6 с центром в Мо, содержащего И 
(рис. 3.50), вследствие огра- 
ниченности р (х, у, 2) имеем 


Девене я 
ГМР "МР 
(0) (Из) 


Если теперь МеР; то 
шар Ры с центром в М и 
радиусом 26 содержит шар И 
с центром в Мо. Тогда 


Е ав 
(800 (9% 


После введения сферических координат с полюсом В точ- 
ке М получим 











Рис. 3.50 





2лл 26 


2 . 
| дУР _ | ||" 00 др46 40 = 8152. 
"МР р 
000 


(а) 
ШЕЛ 
"МР 
(У) 


Таким образом, 


для всех Меку, где 6 <6(=) = | и любой окрестности 


И точки Мо, диаметр которой меньше 6 (=). Это доказывает 
равномерную сходимость рассматриваемого интеграла. 








3.1.14. БЕСКОНЕЧНЫЕ РЯДЫ 


3.1.14.1. Основные понятия. Если (а,) — число- 
вал последовательноть то последовательность 


(58): 


5: = 4, 8; ва: + 0, 


5„= > (ұта, +а +... + 4 
к=1 


называют последовательностью частичных сумм 
(бесконечного) ряда, который обозначают 


со 
или У а; 


п=1 


а +а, +... +а +... 


а, называют обшим членом ряда. 


Если последовательность частичных сумм 
имеет (конечный) предел 5, т.е. Пт 5, = $, ТО го- 
п —> 00 
ворят, что ряд 
со 
У а, =а, 4а, +аз +... (3.1) 
=1 


с 
сходится и имеет сумму 5, и пишут У а, = $. 

п= 1 
Если последовательность частичных сумм не имеет 
(конечного) предела, то бесконечный ряд (3.1) 
называется расходящимся. Тем самым сходи- 
мость ряда сводится к сходимости последователь- 
ности его частичных сумм. 


Примеры. 1) Ряд У ад" = а + ад + ад? +... (беско- 
п-0 


нечная геометрическая прогрессия) сходится при |4|<1,и 





Чтобы это показать, рассматривают последовательность 
п 





1- "+1 
частичных сумм 5, = Уа = ат и въчисляют пре- 
к=о 
дел последовательности 8,: 
. а 
Іт 5, = . 
по 1-4 


со 


2) Ряд У 1=1+1+1... расходится, так как последо- 


п=1 


вательность частичных сумм 85, = п неограниченно возрастает. 
20 


3) Рад У (–1"=—1+1—1+... 


п= 1 


является расходя- 


щимся, так как последовательность частичных сумм 5, 
принимает значения би — 1 для четных и нечетных п соответ- 
ственно. 


Критерий Коши. Числовой ряд сходится 
тогда и только тогда, когда для любого в >0 
найдется такое натуральное М, что для всех п> М 
и любого натурального К выполняется неравенство 


п+К 


У а, 


з=п+1 


= | 4,1 +... + ак | < Е. 








Отсюда сразу получается необходимый признак 
сходимости ряда: последовательность членов схо- 
дящегося ряда должна стремиться к нулю: 

Пт а, = 0. 
п>о 
Это условие не является достаточным, как показы- 
20 
1 
вает пример ряда Зщ) +=) имеем 


"1 


т (1 +1) = 0, 
п — 00 п 


однако ряд расходится (частичные суммы 


Ун +1)- Уи +з) 105) = 1п (1 + п) 


5=1 ті 
неограниченно возрастают). 


п? + 1 
Пример. Ряд ју 


"1 


расходится, так как 


Пт а, = ШИ — 
п 
п — ОО п — 00 
Если отбросить первые п членов ряда, то полу- 
чится ряд 


со 


да + да В = У, 4, 


2041 


+ 


который называется п-м остатком ряда и обозна- 
чается через К,. 
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Основные свойства 
рядов. 

1) Отбрасывание или изменение конечного числа 
членов ряда не влияет на сходимость (или расхо- 
димость) ряда. 

2) Ёсли все члены сходяшегося ряда умножить 
на множитель с, то его сходимость не нарушится 


(сумма рада умножится на с). 


СХОДЯШИХСЯ 


с с 
3) Два сходящихся ряда У а, и У а, с сум- 


п= 1 п= 1 


мами $ и 8' Можно почленно складывать ИЛИ ВЫЧИ- 


тать. Ряд у (а, + а,) сходится и имеет сумму 
п=1 
5 + 5. 

4) Если ряд сходитса, то его члены можно 
группировать в порядке их следования. Полученный 
ряд сходится, и его сумма равна сумме исходного 
ряда. 

3.1.14.2. Признаки сходимости или расходимостн 
рядов с неотрицательными членами. 

1. Ряд с неотрицательными членами сходится 
тогда и только тогда, когда последовательность 
частичных сумм ограничена сверху. 


1 
Примеры. 1) Гармонический ряд 24 расходится. 
"1 


Чтобы убедиться в этом, рассмотрим подпоследовательность 
- 52" последовательности частичных сумм и вычислим 


Һ-ІҺһ-і = 52» — Зув-1 = 
1 1 1 277! 1 





“Үүр про Ти? 22 
п- 1 п+2 
Так как !, = г, + Уб» а то по- 


#=2 


следовательность 1, и 5, не ограничены. 


2) Ряд >= при а < 1 расходится, а при а > 1 сходится. 
ве 1 


Утверждение для а < 1 следует из примера 1) (а = 1) и призна- 
ка сравнения рядов с положительными членами. 


П. Признак сравнения рядов с по- 
ложительными членами. Пусть даны два 


со со 
ряда с неотрицательными членами У а, И У Б. 
пті п=1 
Если сушествует натуральное число М такое, что 
неравенство а, < Б, выполнено для всех п > М, то 


со 

из сходимости ряда У, В, следует сходимость ряда 
п= 1 

с с 

У а, а из расходимости ряда У а, — расходи- 


пе 1 п= 1 


о 


мость ряда У 5, 


п= 1 


Примеры. 1) Ряд У а, где 


пя 1 


714... + 40 


22 акт" + а, п“ 
сай + С 1071 +... + со” 


с, + 0, ак # 0, 


при г>К + 1 сходится, а приг<К + 1 расходится. Напри- 


мер, дла рада 
50 
27132 + 4 
п +1 
"=1 


неравенство 


2173 + 4 
п +1 





по (2 + фи?) _ 3 
пу(1 + 3) 74% 
справедливо для всех п, удовлетворяющих условию 4п” 2/2 < 1; 


3 
> М = 17161 *). Так как ряд 


следовательно, для 


0 
| 1 
375 сходится, то сходится также данный ряд. Ряд 
п 


н= 1 


2 2132 + 4 2132 +4 1 
Ў? + 1 


таз->--. 
1 расходится, так как - 475 гі я 
2) Ряд Уве 
1 


при р> 0 расходится, так как нера- 


венство бар? -- справедливо для достаточно боль- 
п 
ШИХ п. 
0 
п! 2 
3) Ряд < --прип> № = 2 





"1 


Ш. Признак Даламбера. (А) Если су- 
ществует натуральное число М такое, что для 


да +1 
4, 





последовательности чисел а, = ‚ построенной 


из членов ряда у а» а, > 0, для всех п> М вы- 


п= 1 


пила < а < 1 (4 – фиксиро- 


полняется неравенство 


с 
ванное число, не зависящее от п), то рад У а, схо- 


п= 1 


дится; если для всех п > М имеет место неравенство 


а, + 1 





то рад У а, расходится. 


п 1 


а, +1 
(Б) Если последовательность ‚ построенная 
а 





п 
с 


из членов ряда У аа, > 0, имеет некоторый пре- 


п=1 





. а, + 2 
дел р, іт -р, то при р<1 ряд У а, 
п — оо а, п=1 
. а, + 1 
сходится, а при р > | расходится (если Пт ——— = 
п» о Фа 
= оо, то ряд У а, также расходится) (предель- 


п= 1 


ный признак Даламбера). 





*) Квадратные скобки обозначают целую часть числа, 
заключенного в них, т. е. наибольшее целое число, не превос- 
ходящее данного, т. е. [п + х] = п при 0<х < 1. В частности, 


[016] = 2. 


ПРИЗНАКИ СХОДИМОСТИ ИЛИ РАСХОДИМОСТИ РЯДОВ С НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 


При р =1 предельный признак Даламбера не 
дает ответа на вопрос, сходится данный ряд или 


со 


1 
расходится. Для ряда У — имеем Пт 
п=1 Й пъо П + 1 





= 1, и ряд расходится, а, с другой стороны, для 
со 


1 п? 
яда —- также имеем Нт ————— = 1, но 
ряд Е п> о (п + 1)? 


п= 1 


этот ряд сходится. 


Замечание. Если а, > 0 и аа, = 1 + Ап + а, где 
ряд ) |а, | сходится, то при А < 1 рад Уа, сходится, а при 
А > 1 — расходится. В частности, если 


да псу +... + 
а, пк + дупі +... +а, 


со 


(к - натуральное число), то ряд У а, сходится при 4, — 


зт=1 


– с, > 1. Напротив при 4, – с, < 1 ряд расходится (признак 
Гаусса). 


Примеры. 1) Рад У = — олаш так как 
ва | 


п+ 1 1 





іт 4, = іт < 1. 


п — © по 21 2 


2) Для ряда "(=) (х > 0) имеем 


"=1 


аъ _ тх х 
а, 7 п+ау + 1) 


х 


ніш ПЕ 7 е” 


При х <е ряд сходится, а при х > е расходится; при х =е 
предельный признак Даламбера (Б) не дает ответа. Однако 


а, +1 


из (А) видио, что отношения (х = е) всегда 


- е 
_ (1+ 1 пу 
больше 1, так как (1 + 1/п) < е; таким образом, при х =е ряд 
расходитса. 
3) Рад 21 расходяшийся, так как база | 
а, п+1 


в=1 
а, — с, = 1. Напротив, ряд утэ. 


пе 1 


„..(2тп— 1) 1 
4... (Сп) ‘п ОИ, 
так как 


2 
Фау _ по + п/2 - 1 3 
аа "2-1 ий4-а-2 





ТУ. Признак Коши. (А) Если сушествует 
натуральное число М такое, что для числовой 


п -- 
последовательности {Уа,}, построенной из членов 


со 
рада У а, а, > 0, для всех п > М справедливо не- 


п= 1 


п 
равенство а. < 4 < 1 (9 - фиксированное число, 
со 


не зависящее от п), то ряд У а, сходится. Если для 
п-1 

бесконечного множества чисел п > 

со 


> 1, то ряд У а, расходится. 


п= 1 


(Б) Пусть іт Уа, = р, где У а, — рад с не- 
п — 00 п=1 


М имеет место 


неравенство уа, 


со 
отрицательными членами. Тогда ряд У а, схо- 


п= 1 
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дитса при р < 1 и расходится при р > 1; ряд расхо- 
дится и при р = оо 
При р = | предельный признак Коши не дает 
ответа на вопрос о сходимости. Для обоих рядов 
со 


1 1 . п 
— И — имеем Іт (а, = 1, но первый из 
п п п — 00 
п= 1 п= 1 
них сходится, а второй расходится. 


Примеры. 1) Ряд У оў сходится, так как 
и= 2 


іш -1--0«1 
п» оо МП 


т Уа, = 


п — со 


2) Рад (=) сходится при всех х>0, так как 


кі 


Йа, = = и іт Га, = 0 < 1. 


п — оо 





= 2 
3) Ряд У А т 8! х" сходится для всех х, удовлетво- 


п=1 


Би ра, =ех<1 
п-» 00 
(см. 3.1.3.1); для всех х > 1/е ряд расходится. 


ряющих условию 0 < х < 1/е, так как 


У. Интегральный признак (Коши, 
со 


Маклорен). Пусть данный ряд имеет вид У а, = 


п= 1 
со 


= У Ј (п), причем /(п) есть значение в точке х = п 
п= 1 


некоторой функции / (х), определенной при 

х > по. Если / (х) монотонно убывает и в области 

определения справедливо неравенство /(х) > 0, 
со 


то рад У а, сходится тогда и только тогда, 
п= 1 


+ со 
когда сходится несобственный интеграл | /(х)4х 
п 
0 


(см. 3.1.7.7). 


201 
Примеры. 1) Рад У _ расходится, так как функция 


ң-і1 


Ј(х) = Их при х > 1 положительна и монотонно убывает и, 
+ р 
ах . . 
кроме того, | ---- Ша |- ша т(О) = оо. 
х ро > 00 


1 1 


90 


1 
2) Ряд еее п))! +• 


в=3 


(с > 0) сходится, так как 


функция /(х) = оба бај и при х = 3 положительна, 


монотонно убывает и, кроме того, 


+ о 


Ј (х) ах = 


= Пт 


1 1 1 
„и (- стир * зу) өіп(іп 3)” 


т. е. несобственный интеграл сходится. 
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3.1.14.3. Ряды с произвольными членами. Абсо- 
лютная сходимость. Ряд называется знакочередую- 
щимся, если его члены являются (поочередно) 
положительными и отрицательными. Такой ряд 
можно записать в виде 


у (— 1)" Те, = 


п= 1 


ЕС, — с, + 63 — са +... + (— 1)" іс, +..., (3.2) 


где с, > 0 для любого и (если первый член ряда 
ОО 


ши >, (– 1“! Си). 


п=1 


отрицателен, то исследуют 


Признак Лейбница. Если для членов ряда 
(3.2) 


с, > Са+1 т с, = 0, 


п -> 00 


(п= К, К+ 1,...) и 


то ряд сходится. 
Остаток у знакочередующихся рядов можно 
ОО 


легко оценить. Если ряд » (—1)" 'с„ сходится и 


п=1 
имеет сумму 5, то остаток К, = 5 – У, (-1) с, 
5-1 


имеет знак (—1)' и | В, | < сиу 1. 


Пример. Ряд Уи сходится, так как с,= 


и= 1 


. 1 
шп — = 0. Сумма этого ряда рав- 
пс? 


һ2- Э (-17710/9| < а/т + 1). 


зи | 


тя? кг" 


на Іп 2 (см. 3.1.14.5). Имеем 





Другие признаки сходимости. 


Признак Абеля. Если рад У, ВБ, сходит- 


п=1 


ся, а последовательность (а,) (и = 1, 2, ...) моно- 
со 


У а,Ь, схо- 


п= 1 


тонна И ограничена, то рад 


дитса. 
Признак Дирихле. Если частичные суммы 
со 


ряда У Б, ограничены, | $, | < М, а последователь- 
п= 1 
ОО 


ность (а,) монотонна и Пт а, = 0, то рад У, а, 
п — 20 п= 1 


сходится. 


Примеры. 1) Если числа а,>0 образуют сходя- 
щуюся к нулю монотонную  последовательность, а 


Ь, =(— 1) “!, то ряд У (—1)" "а, сходится. Таким образом, 
, и= і 


признак Лейбница является частным 
Дирихле. 


случаем признака 


% ж М 
2) Ряды У а,зіплхи У а,совпх сходятся для всех 


х = 2тт (т-0, +1, +2, ...), если последовательность /а,} 


монотонно стремится к нулю. Из равенства 


ек = ее" » 
1-ез 


при помоши формулы Эйлера получаем 


А . ) . 1 

у (+ 3 хоп х 
сов Кх = 

к=1 


280-ү5 


э 


1 1 
у» свх = сова +-7 )х 
зіп Кх = -----------5--. 


2 зіп 4 х 
Поэтому 


| ) ох < 1 , | вой < ! , 
. х Хх 
к=1 га к=1 Е а 


и оба исходных ряда при х# 2тк (т = 0, +1, +2, ...) схо- 
дятся по признаку Дирихле. 








Абсолютная и условная сходи- 
со 


мость. Рад У а, называется абсолютно сходя- 
=1 
со 


щимся, если ряд у | а, | из абсолютных величин 


п=1 


о 


членов исходного ряда сходитса. Рад у. а, назы- 


п-1 


вается условно сходяшимся, если он сходитса, но 


со 
не абсолютно, т. е. ряд У | а, | расходится. 
п= 1 
со 


Если ряд У а, сходится абсолютно, то он схо- 
п= 1 
дится в обычном смысле, т. е. из сходимости ряда 
с со 
» |а,| следует сходимость рада У Чл. 
п= 1 п= 1 
Таким образом, для того чтобы исследовать 
со 
сходимость знакопеременного ряда У а,, прежде 


п= 1 
со 


всего строят рад У, |а, | и исследуют его при по- 


п= 1 


мощи признаков, описанных в 3.1.14.1. Если ряд 


со 
» |а,| сходится, то сходится также и ряд 


пя 1 
оо 


У а, (но если ряд абсолютно расходится, то о его 


п= 1 


сходимости ничего сказать нельзя). 


Примеры. 1) Ряд АГ 


я сходится условно, 


п=1 
211 1 
так как ряд (-1) ='|= / ц не является схоля- 
пе 1 пи 1 


цимса. 


90 
біп (п 
2) Ряд >“ при х > | сходится абсолютно, так 


п-1 


д 
как члены ряда |) 


в= 1 


біп (пр) 
“| удовлетворяют неравенству 








ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ РЯДЫ 





Следовательно, ряд 





шир. | < 5 при 
о 

» мА сходится абсолютно при а > 1 и любом действи- 
ті 

тельном В. 

Свойства 
рядов. 

Г. В абсолютно сходящемся ряде последова- 
тельность членов может быть изменена любым 
образом, при этом характер сходимости ряда и 
величина его суммы не изменятся. Сходящиеся 
ряды, суммы которых не зависят от последователь- 
ности членов, называют иногда безусловно сходя- 
щимися. 

Если ряд сходится условно, а с — любое задан- 
ное число, то члены ряда можно так переупорядо- 
чить, что преобразованный ряд будет сходиться и 
число с будет его суммой (теорема Римана). 

П. Под произведением двух бесконечных рядов 


со со 

У а, И У ђ, понимают ряд, образованный из 
п= 1 п= 1 
всевозможных произведений а„б, (п, К = 1, 2, ...). 
Эти произведения а,Ь, можно упорядочить, 
вообще говоря, многими способами и получить 
тем самым различные ряды. Следующая теорема 
дает условие того, чтобы все эти ряды сходились 
и имели одну и ту же сумму. 


абсолютно сходящихся 


с со 
Теорема Коши. Если ряды У а, и У Б, схо- 
п= 1 п= 1 
дятся абсолютно и имеют суммы А и В соответ- 
ственно, то все их произведения также сходятся 
абсолютно и имеют сумму А.В. В этом случае 
справедлива формула 


М) 


(формула умножения Коши). 


Формула умножения Коши имеет место и 
со со 


тогда, когда один из двух радов У а, или У Ь, 

п= 1 п= 1 
сходится абсолютно, а другой ряд просто сходится. 
Ряд-произведение в этом случае просто сходится, 
но, быть может, не абсолютно. 


со 
х" 
Пример. Рад = сходится абсолютно для всех х 


в=0 


(о признак Коши для ряда У) При помощи фор- 
в=0 


мулы умножения Коши вычисляется произведение 


м] [Ху [ух у" И 
п! про т! (п-т) | | 
нх0 "0 "0 т= 0 


со | в . % | 
- Эл ) су "= у њу 
"0 т= 0 0 


*) По определению 0! = 1. 
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х" 
Сумма ряда ух равна е“ (см. 3.1.14.6, пример 2)); 


"-0 
полученный результат можно записать следуюшим обра- 
зом: ехе? = е?” (теорема сложения для показательных 
функиий). 


3.1.14.4. Функциональные последовательности. 
Функциональные ряды. Отображение множества 
натуральных чисел М во множество действительных 
функций одного переменного х, определенных на 
промежутке 1, называется функциональной после- 
довательностью и обозначается 


{ № (х)} или Л, (х), 7; (х), Хз (х), ...; (3.3) 


функции /, (х) называются членами последователь- 
ности. Каждое значение хє, для которого после- 
довательность (3.3) имеет некоторый (конечный) 
предел, принадлежит области сходимости этой 
последовательности. Таким образом, последова- 
тельность определяет в области своей сходимости 
некоторую функцию 


Л(») = аа Л» (х), 


которая называется предельной функцией (или пре- 
делом) последовательности. В дальнейшем предпо- 
лагаем, не ограничивая общности, что область схо- 
димости совпадает с областью определения Г. 

Для того чтобы охарактеризовать предельную 
функцию, используют понятие равномерной схо- 
димости. Функциональная последовательность 
сходится к предельной функции / (х) равномерно 
в 1, если для любого в > 0 найдется такое М (=), не 
зависящее от х, что для всех п > № (ғ) и для всех 
хє! выполняется неравенство 


У, (х) — Р(х) І < Е. 


Обозначение: |, (х) > 7 (х). 

Если существует такое в > 0, что для каждого 
числа № имеется по меньшей мере одно п> Ми 
Хо Е 1 такие, что | /, (хо) — Л (хо) | > 6, то говорят, что 
последовательность сходится неравномерно. 

Примеры. 


1) Функциональная последовательность 


х 
{ 7,(х)} = ЛЕТІН сходится для любого хе! = (0, 1] К 


функции /(х)=0. Эта сходимость является равномерной 
в І, так как для любого е > 0 можно найти такое М (е), на- 
пример [1/2=)] +1 (где [1/2=)] означает наибольшее 
целое число, которое меньше или равно 1/(2=)), что для всех 
п > М = №) и всех хе! выполняется неравенство 

1 2пх 1 1 


= ____--__-< — < — се. 
тата 82, 2М 56 


2) Функциональная последовательность 


(7.69) = ва 


сходится при любом хе! = [0, 1] к функции /(х) = 0. Для 
любого фиксированного х>0 достаточно выбрать 


0< 1, (х) 


1 
"> | 41 таким, чтобы выполнялось неравенство 


1 
Х,(х) < — <=. Однако эта сходимость в Г не является 
пх 


равномерной. Если выбрать в < 1/2, то, каково бы ни было 
М, можно указать такие п > М и хє! (например, п = М + 1, 
= ИМ + 1), что Х, (х) > = (при данном выборе п и х имеем 


ЈМ + 1 (ИМ + 1) = 1/2). 
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Критерий Коши равномерной схо- 
димости функциональной последова- 
тельности. Последовательность (3.3) сходится к 
предельной функции равномерно в І тогда и только 
тогда, ҡогда для каждого 2 > 0 сушествует не за- 
висящее от х число М (=) такое, что при п > Ми для 
любого т 2 1 


| +т(х) — Л (х) | <= 


для всех хе) одновременно. 

Функциональные ряды. Бесконечный 
ряд (см. 3.1.14.1), построенный из функциональной 
последовательности 


У л) е0) 6) +... +0) + 


называется функциональным рядом. Понятия 

«область сходимости», «предельная функция» и 

«равномерная сходимость» переносятся на функцио- 

нальную последовательность частичных сумм 
п 


у= у лб) 


сходящегося функционального ряда и одной из его 
частичных сумм 5, (х) называют остатком и обозна- 
чают 


к, (9 = 


Разность между суммой 8 (х) 


5 (х) т 5, (х) = 


т/а (Х) + Ја+2 (х) +... 


Признак Вейерштрасса равномер- 
со 

ной сходимости рядов. Рад У /,(х) схо- 
п= 1 


дится на промежутке І равномерно, если существует 
со 


сходящийся числовой ряд У а, с положительны- 


п= 1 


ми членами такой, что для всех п> Ми всех хе! 


выполняется неравенство 


17.) < а 


00 
Рад У а, 


п= 1 


называется мажорантой функцио- 


со 


нального ряда У /,(х) 


п= 1 


1) Функциональные ряды У, а,ѕіплх и 


в=1 


Примеры. 
20 
У, а,совлх сходятся в каждой конечной области равномерно, 
въ | 


со 
если рад У а, абсолютно сходится. Так как |а, ѕіп пх | < 


в=1 


со 
<|а,|, то рад У |а,| может быть вы- 


в=!1 


<|а„| и | а,совлх | 


бран в качестве мажоранты. 


2) Функциональный ряд 


>(-ез) 


па 1 


в каждом интервале (а, 5) является равномерно сходяшимся. 


х ох 
Действительно, 1 — сов = = 2 912 <-, так как 
п 


п 
|зтх|<|х|. Но |х|<С, где С = тах(|а|, |5|, Тогда 

2 
0<1-« <2 (С). 
п п 


со 





2С? 
Ряд » „2 сходится и является мажорантой данного 
"51 


функционального ряда. 
Признак Абеля равномерной схо- 
Рад У а„(х)Ь, (х) = а, (х) В. (х) +... 


а, (х)ђ, (х) + 


мерно, если рад У 5,( 


п= 1 


ДИМОСТИ. 


. сходится для всех хе! равно- 
+ ср 


) сходится в Г равномерно 


и равномерно ограниченная последовательность 
(а, (х)) для каждого хе! является монотонной. 


Признак при равномерной 


Ь, (х) = а, (х) Б, (х) + 


сходимости. Ряд У а, 


... + а, (х) Б, (х) +... 


мерно, если частичные суммы %%(х) = 


сходится для всех хе1 равно- 


п 

У 5,0) 
п=1 
равномерно ограничены (|5 (х) < М, М = соп), 
а последовательность (а, (х)) монотонно и равно- 
мерно стремится к нулю. 


Пример. Ряд у сходится на отрезке 
в-1 
(0, 1/2| равномерно, так как рад ) х" на отрезке (0, 1/2) 
"1 


сходится равномерно (см. признак Вейерштрасса; мажоран- 
со 


той, например, является У (1/2)"), а последовательность 


в=1 


(осу = „(1 + =)] монотонно возрастает и 


ограничена (граница, например, е). 


Свойства равномерно сходяшихся 
радов. 
І. Пусть функции /, (х) (п = 1, 2, ...) определены 
на отрезке І = [а, Б] и непрерывны в некоторой 
со 


точке х = Хо этого отрезка. Если рад У, /, (х) схо- 


п= 1 
дится на 1 равномерно, то сумма /(х) ряда также 
непрерывна в точке х = хо. Тогда 


со 


У ша /,(х). 


п=1 Х-> Хо 


іт у 1,(х) = 


Хэ» Хоп= 


П. Пусть функции /, (х) (п = 1, 2,...) непрерывны 


на отрезке 1 = [а, ђ], и пусть ряд У У, (х) сходит- 
п= 1 

ся на Г равномерно и имеет сумму /(х). При этих 

условиях ряд можно почленно интегрировать (т. е. 

поменять местами знак бесконечной суммы и знак 

интегрирования): 


Ў бах = У л, дах 


п=1 а 
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Замечания. 1) Для почленного интегриро- 
вания ряда достаточно, чтобы функции /,(х) (п = 1, 
2, ...) были интегрируемы на (а, Б] (не обяза- 
тельно непрерывны). 


со 
2) Равномерная сходимость рада У /,(х) не 
п= 1 
является необходимой для перестановочности 
знака интегрирования со знаком бесконечной 
суммы или для непрерывности суммы ряда. 
ПІ. Пусть функции /, (х) (п = 1, 2,...) на отрезке 
1 = [а, ђ] имеют непрерывные производные /, (х). 
с 


Если на этом отрезке рад У, /,(х) сходится, а ряд, 


п= 1 
со 


составленный из производных У Ла (х), сходится, 


п= 1 


и притом равномерно, то сумма /(х) ряда 
ОО 


У, /,(х) имеет на Г непрерывную производную, 


пі 


причем 


~ в 


ло) = (5 7, (9) - Ў ло) 


1 


Замечания. 1) Если рад У /,(х) сходится 


п= 1 
со 


хотя бы в одной точке Га У /,(х) сходится на 1 


п=1 
со 
равномерно, то ряд У /, (х) на І сходится равно- 
п= 1 
мерно. 

2) Свойства рядов І--ПІ нетрудно перенести на 
функциональные последовательности. Например, 
свойству І соответствует следующее: пусть функции 
Р. (п) (п = 1, 2, ...) заданы на отрезке І = [а, Б] и 
непрерывны в некоторой точке х = хо этого отрезка. 
Если функциональная последовательность 


Л» (х), Р (х), ..., Ја (х), ... 


сходится на 1 равномерно, то предельная функция 
Р(х) этой последовательности непрерывна в точке 
Х= Хои 


па Іт /,(х) = Іт 
пэ 0 Х-э Хо 


Пт /,(п) = Іт /(х). 


хъжт- 00 Хх > Хо 


Примеры. 1) Пос едовательность /,(х) = 1 за 


сходится на [0, 1] равномерно. Предельная функция / (х) = 0 
непрерывна. Далее, по свойству П 


1 
2 
іт К х= | РОДИ? [оао 
п» оо Ј 1+ Хп п — 00 2п 
0 0 


1 


со 


2) В рие ) #008 фуркцин Ј, (9 = 2 ЦЭ непрерывно 





п+1 


дифференцируемы на произвольном отрезке (а, Ь]. Ряд 


< = сходится на 





ѕіп пх 
5 





біп их 
из в силу неравенства 


п-і 


с0$ пх 
1: > состоящий 





Га, Б] равномерно, так же как и ряд у 


псі 


из производиых ў, (х), так как 


соѕ пх < 1 
п? эй” 





Следовательно, сумма /(х) ряда У з= непрерывно диф- 
и= 1 


ференцируема на (а, Б] и 


Го) = Уо, 


и= 1 


Пусть Е — множество функций, определенных 
на отрезке 1 = [а, Б]. Множество Е называется 
равномерно ограниченным, если существует число 
М такое, что |/(х) | < М для всех хЕГ и для всех 
функций /(х)є Е (так что М не должно зависеть 
от конкретной је Е). Множество Ғ называется рав- 
ностећенно непрерывным, если для любого => 0 
существует 6 > 0 такое, что для всех х;, х ЕТ, 
удовлетворяющих условию |х; — х›| < 9, и для 
всех је Е выполняется неравенство |/(х,) — (хо) | < 
<= (так что 6 зависит только от в: ӧ = 6(5), 
и не зависит от /и от Ху, х,є1). 

Теорема Арцела- Асколи. Пусть на 
І = а, Б] задано бесконечное множество функций Е. 
Если Е равномерно органичено и равностепенно 
непрерывно, то из него можно выбрать равномерно 
сходящуюся последовательность. 

3.1.14.5. Степенные ряды. Степенной ряд есть 
функциональный ряд с общим членом 


Ла(у) = а, (у – уо)" 


(а, — действительные числа): 


(п = 0, 1, 2, ...) 


со 


2,4, (у — Уо)" = а) + а; (у – уо) + 


+ а, (у — уо) +... +а, (у – уо)" +... 


Действительное число уо называется центром 
степенного ряда. Заменой переменного х = у ~ уо 
этот степенной ряд преобразуется в степенной ряд 

со 


У ах" = а0 + ах + азх? +... + ах" +... 
п= 0 


с нулевым центром. В дальнейшем ограничимся 
исследованием рядов именно такого вида. 
Существуют степенные ряды, которые 
а) сходятся при всех х (всюду сходящиеся сте- 
со 





х 
пенные ряды), например, ряд 0 сходится для 
п 


п-0 
любого х по признаку 
|х Та! | х | 


то старт = ит ——-=0 <1; 
п» о |ХЇЇл41) лос п+1 


Даламбера: 


жо 


б) сходятся только при х = 0, например У, п!х", 
п= 0 


так как 


(и + 1)! | х р"! 


ин 


п оо 


= Іт (|х|п+1|=0>1 


п! | х по 


при х» 0 (признак Даламбера); 


280 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛБНОЕ ИСЧИСЛЕНИЛ 





в) для некоторых х = 0 сходятся, для других х 


о | |х|"! 
расходятся, например У х", так как іт ------ 
п= 0 п» оо |Х| 
= һт |х| = |х|. Таким образом, этот ряд при 


п- 90 
|х| «1 сходится, а при |х| > 1 расходится. 


Свойства степенных рядов. 
со 


1. Если степенной ряд У ах“ сходится при 
п= 0 

х= х, ТО он абсолютно сходится для всех х, 

удовлетворяющих неравенству |х| < |х, |, а если 

степенной ряд расходится при х = х;, то он рас- 

ходится и для всех х, удовлетворяющих неравен- 


ству |х| > |х |. 
со 


П. Если степенной ряд У а,х" при некоторых 
п-0 

х = 0 сходится, а при остальных х расходится, то 
существует, и только одно, положительное число г 
такое, что степенной ряд при |х|< г сходится, 
и даже абсолютно, а при |х| > г расходится. При 
х=ги х= -г ряд может как сходиться, так 
и расходиться. Число г называется радиусом схо- 
димости степенного ряда. Если г > 0, то промежу- 
ток (—г, г) называется интервалом сходимости сте- 
пенного ряда. 

Для вычисления радиуса сходимости служит 
теорема Коши — Адамара: радиус сходимости г 


ОО 


ряда У ах" равен обратной величине верхнего 
п-0 


НИИ 
предела последовательности {И а, |}: 
1 


= === == 


ша Мал! 


п-» 00 
Їїт Иа, = 0, иг- 0, 


п-» ОО 








(при этом г оо, если 





если Пт И ал | = оо). 
п —> 00 

Верхний предел г числовой последовательности 
(ба) (ср. 3.1.3.1.2) есть верхняя граница множества 
«точек сгущения» последовательности, т.е. для 
любого е > 0 существует только конечное число 
индексов п таких, что р, > ғ +, но для беско- 
нечного числа и справедливо неравенство №, > г — Е. 
Если для любого действительного числа С имеется 
бесконечное множество индексов п таких, что 
ђ, > С, то говорят, что верхний предел равен + оо; 
если, напротив, для любого действительного числа 
С имеется только конечное число индексов п таких, 
что Б, > С, то говорят, что верхний предел равен 
— оо. Верхний предел существует всегда. Если 


. п мин 
существует Іт И а, |, то 


пэ 00 
ту ЯГ "лит 
Пт И а | = Пит И а, |. 
п — о п э 0 


со 
Радиус сходимости ғ степенного ряда у ах" 


п=1 
может быть вычислен также при помоши при- 
знака Даламбера: если сушествует предел 
. аһ+1 1 
Іт | | = а, тог = — (г = оо прид = 0 иг = 0 
п -> со а, 4 
при 4 = оо) 


Примеры. 1) Рад У пх" имеет радиус сходимости 


к“0 


г = 1, так как 


1. 


1 - 1 - 
ш Ип па уп 
п — о п — 00 
2) Рид х. имеет радиус сходимости г = оо, так как 





. ЕЛ 1 
Іт а 
п» о (1 + 1)! па 1+1 


3) Рад У пх" расходится в граничных точках х = 1 и 


"=0 


х = — 1 интервала сходимости. 


4) Рад У, > имеет радиус сходимости г = 1, так как 


. 1 
ша (Б = 1; он сходится в граничной точке х = - | 
п — со 


(признак Лейбница) и расходится в граничной точке х = | 
(гармонический ряд) интервала сходимости. 


5) Ряд У х Имеет радиус сходимости г = 1, так как 
."=1 


. 1 п? 
Іт — = 1, или Іш ---т 
по 1 по (8 + 1) 
абсолютно и в граничных точках х = +1 интервала сходи- 


= 1. Зтот рад сходитси 


мости (о раде у ЕЗ см. 3.1.14.2). 


ПІ. В каждой внутренней точке интервала схо- 
димости степенной ряд сходится абсолютно. Во 
всяком замкнутом промежутке, который целиком 
лежит в интервале сходимости, степенной ряд 
сходится равномерно. Если степенной ряд сходится 
при х =г (не обязательно абсолютно), то степен- 
ной ряд на (|0, г] сходится равномерно. (Если 
степенной ряд расходится при х - г, то на интер- 
вале (0, г) степенной ряд не может сходиться рав- 
номерно.) 


со со 
ТУ. Степенные ряды Уа,х" и У Сп ка, а" 
п= 0 п= 0 


(К = 0, 1, 2, ..) имеют один и тот же радиус 

сходимости (в частности, интервалы сходимости 
со со 

степенных рядов У а,х" и У па"! (К = 1) сов- 
п= 0 п= 0 

падают); однако в граничных точках интервала 

сходимости эти ряды могут иметь различное 

поведение. 
У. Теорема единственности разло- 
жения в степенной ряд. Если два ряда 


со со 
У ах" и У Вх" сходятся в одном и том же 
п= 0 п= 0 
интервале |х| < ги во всех его точках (или хотя 
бы в бесконечном подмножестве точек, имеющих 
нуль в качестве предельной точки) имеют одина- 
ковые суммы, то эти ряды совпадают, т. е. а, = Б, 
для и = 0, 1, 2, ... 

Данная теорема обосновывает метод сравнения 
коэффициентов. 


а. а _ а(а-1)...(а-п-+1 
Примеры. 0 Пуеть (2) =, (“)- 1.2...п 


для всех действительных а и всех натуральных п. Ряды 
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(9 х" при | х | < | сходят- 


пн У (2) и (! + х) = 


си абсолотно (см. 3.1.14.6, пример 2)); следоватељно, 


(1+ х) = (1 + х (+ х) = у] 90! °) х, 


пң0 т=о 


а+ђ _ а+ђ 
(1 + х) -Х л )е 


пх0 


Тем самым получается теорема сложения биномиальных 
коэффициентов: 


(%9-Х90%2)- 
(96) +0(.*)+.---( 90) 


для любых действительных чисел а, Б и всякого натураль- 


ного Пп. 


2) Пусть /(х) 


жо 


= У ах и ряд имеет ненулевой радиус 
"0 
сходимости. Если /(х)- четная (или нечетная) функция, 


то ряд У, а,х" содержит только четные (или нечетные) 


пх0 


степени. 


УІ. Если уа, 


п= 0 
диусом сходимости г > 0, то его сумму /(х) можно 
разложить также в степенной ряд с центром в 
любой точке х, из интервала сходимости: 


(х — хо) — степенной ряд с ра- 


- У ох), 
п= 0 


где 


ж 
= 2. С п+ та алат (Х1 - Хо)". 


(При этом все эти ряды, суммы которых равны 
Б, сходятся (см. свойство ТУ), а для радиуса 
сходимости г, нового ряда справедливо неравен- 
ство г, >27 | х, — хо |.) 


ОО 
УП. а) Сумма /(х) степенного ряда У ах" 
п= 0 
для всех значений х из интервала сходимости (— ғ, г) 
есть непрерывная функция. Если степенной ряд схо- 
дится при х = г, то сумма /(х) при этом значении 
х также непрерывна (слева): 


со 
На „100 = У ам". 
х--ғ- п-0 
Если степенной ряд сходится при х = -г, то сумма 
Р(х) при х = —г непрерывна справа (теорема 


Абеля о предельном значении). 
со 


б) Степенной рад У, а,х" 
п-0 
членно интегрировать на отрезке (0, х.|, где 
|х; | <г: 


всегда можно по- 


о Хү со п+1 


у а, | "а = > а, 21 
0- п-0 


п= 0 
если хі — один из концов интервала сходимости 
и ряд сходится в хі, то формула остается спра- 
ведливой. 





[0а = 
0 


ра 


в) Степенной ряд » а,х" внутри его интервала 
п-0 


сходимости можно почленно дифференцировать: 


| (х) = Ў а - У над" 1. 


п=1 
Зто утвержденис верно также и ДЛЯ КОНЦОВ 
оо 


интервала сходимости, если рад У, па„х" ! схо- 


п=1 
дитса в этих точках. Сгепенной ряд внутри интер- 
вала сходимости можно дифференцировать любое 
число раз (см. свойство ГУ): 


1 со 
799 (х) = % (а арх" “ = К! 2, СА кар +кХ". 


Примеры. 1) 
= лс" 


также сходится (см. признак Лейбница). Следовательно, 


Ш2- = 
п 


2) Справедливо равенство 


Справедлива формула тп(| + х) = 


Те (см. 3.1.14.6, пример 3)), г = 1. При х = | рад 





0п-і1 х?" +! 
өзен УЧ 2-4... (28) 2011 


(см. 3.1.14.6, пример 3), ғ = 1. Рад при х = 
х = — |) сходится, так как 


даа! 2п + 12 = 
а, (Сп + 2) (2п + 3) 


1 (а также при 


п? + п + 0,25 
п? + 2,5п + 1,5 


и Б, —а, = 2,5 – 1 = 1,5 > 1 (см. замечание к признаку Да- 
ламбера). Согласно теореме Абеля о предельном значении, 
имеем 


90 


х — = 
2 = агсѕіп і =1 + и “ (21) 








3) Сумма сходяшегося рада » Ат (см. 


3531 признак 


"50 
Лейбница) может быть вычислена следуюшим образом: 


(СЮ _ іт (-І» хэм 2 
Зп + 1 х-1-0 Зп + 1 
0 . "=0 


. ёл 1 
= іт -1 жин іт Ін --44ф = 
и У у -1–0 1+8 


0 н-0 0 


2 
= іт Га» 507 + 1 ав 231 |= 
х-1- 


хх +1 уз уз 





4) Рад функции Бесселя 


Јо (х) = У” 


удовлетворяет дифференциальному уравнению хи” + и + 
+ хи = 0. Этот ряд сходится при всех х, и выполняются 


сут 28 
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равенства 


хЈо = дее" Ты хі, 
Јо = У И уул” х2"- 1, 
хЛо = е 


Если сложить эти ряды, то в качестве коэффициентов 
при х2"-! (п = 1, 2, ...) получаем 


_2п (2п — 1) 2п — 24-1 
ың = х , 


(1 И (Сп (2п — 1) + 2п — (2п)2) = 


что и доказмваст утверждение. 


Другие примеры к этим утверждениям даны в 3.1.14.6. 


УШ. Действия со степенными рада- 
со 
ми. а) Если /(х) У Бах", то для 


= Э ах" и 9(х) = 
п= 0 п= 0 


любого х, являющегося внутренней точкой интер- 
валов сходимости обоих рядов (см. свойство ІП), 
можно построить сходящиеся ряды 


709 +00) = У (+6) хе 


о)-90) = ( у ~) 


п-0 т=о 
, 


6) Пусть 4(х) - сумма степенного рада с нену- 
= У Бах", 
| п= 0 

а (и) — сумма степенного ряда с ненулевым ра- 


У аи". Тогда Е (х) = 


п= 0 
= /(0 (х)) снова есть сумма некоторого степенного 


о 


левым радиусом сходимости г: 4(х) 


диусом сходимости ғ”: /(и) = 


У сах" — по крайней мере для тех х, 
п= 0 


ряда: Е (х) = 


со 


для которых ряд У | Б,х" | сходится и имеет сум- 
п-0 


му, меньшую чем г. Коэффициенты с, вычисляются 


со 


У а„Б„ которые абсо- 
т=о 


лютно сходятся при условии, что || <”, где 
со 

9 (о) = У Бух", Другими словами, чтобы полу- 
п-0 

чить степенной ряд для Ғ(х), можно подставить 


ОО ОО 


при помощи рядов: с, = 


= У Вх" в степенной ряд У ани" 
п-0 п=0 


и привести 


подобные члены. 
в) Если функция / (х) в окрестности нулевой 
со 


точки есть сумма степенного рада У, ах" и /(0) = 
п= 0 
= ао # 0, то функция 1//(х) в окрестности нулевой 


точки также есть сумма некоторого степенного 
со 


ряда х" так как для малых х оба ряда 
п = 


сходатса, то 


1 
- лот 5, (54 "с е 


и, согласно теореме о единственности разложения 
функции в степенной рад, выполняются соотно- 
шения 

1 = аосо, 


0- У а,,-, при и>1; 
0 


т 
отсюда можно последовательно найти с,. Точно так 
же можно представить отношение двух функций 
9/ являющихся суммами степенных рядов, как 
со 


сумму степенного ряда у СХ" в некоторой ок- 
п-0 


рестности нуля, если ао = (0) = 0. Коэффициенты 
с, ВЫЧИСЛЯЮТСЯ из соотношения 


У, 5,х" 

п= 0 со 
= Хо 
у а,х" п= 0 
п= 0 


ИЛИ 


> Б,х" = (5 а) (3 23 


У а,с,-н для п = 0, 1, 2, 


т= 0 


т. е. из системы Ё, = 


Примеры приведены в 3.1.14.6. 

3.1.14.6. Аналитические функции. Ряд Тейлора. 
Разложение элементарных функций в степенной ряд. 
Функция /(х) называется аналитической в точке Хо, 
если для всех х, удовлетворяющих условию 
|х — хо| < ғ, функция /(х) есть сумма некоторого 
степенного ряда: 


„(х — хо)" 


те, 


Каждая аналитическая в точке хо функция ана- 
литична также в некоторой окрестности хо (см. 
3.1.14.5, свойство УІ). Сумма, разность и произве- 
дение аналитических функций — снова аналитиче- 
ские функции. Если функция /(х) — аналитическая 
В хо и /(хо) = 0, то функция 1/Х(х) — также ана- 
литическая в хо. Функция /(д (х)) аналитична в хо, 
если 9(х) аналитична в хо и /(и) аналитична 
в точке ио = 9 (хо) (ср. 3.1.14.5, свойство УШ). Если 
Гб) аналитична в хо, то в некоторой окрестности 
хо она дифференцируема любое число раз и 


Јо (х) = к! Э Спа ал+, (х — Хо)". 
п= 0 
Тогда 
Г (хо) = Кац 
и 


(3.4) 


= (п) 
Год = улы («- ху 
и. 
п= 0 


(ряд Тейлора). 
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Если функция /(х) в некоторой окрестности 
точки хо дифференцируема любое число раз, а 
остаточный член в формуле Тейлора (см. 3.15.3) 
стремится к нулю при п-> оо, то степенной ряд (3.4) 
имеет отличный от нуля радиус сходимости, а функ- 
ция /(х) аналитична в хо. 

Эти соображения можно перенести на степенные 
ряды с большим числом переменных. Функция 
Ко, у), которую можно записать как сумму сте- 
пенного ряда от двух переменных: 

со 
Ло Ус У 


т, п=0 


ати (Х — Хо)" (у — Уо)", 


с областью сходимости, содержашей точки (х, у) 
схж Хои у з уо, называется аналитической в точке 
(хо, Уо). Точка относится к области сходимости, 
если степенной ряд в этой точке сходится. Для 
степенных рядов нескольких переменных имеют 
место теоремы, аналогичные сформулированным 
в 3.1.14.5 для одного переменного. 

Функция, аналитическая в точке (хо, Уо), диффе- 
ренцируема по всем переменным любое число 
раз, и 


1 д"? До, уо) 
т!п! дх"дут | 


Таким образом, разложение функции /(х, у), если 
оно возможно, должно иметь вид 





со 


1 
Жо, у) = » и 


т, п=0 


(ряд Тейлора). 


д” у " (хо, уд) 


ду" дуу (х — хо)" (у — уо)" 


Примеры. 1) Функция /(х) = 1/1 — х) является анали- 
тической в каждой точке хо, удовлетворяющей условию 
| Ххо| < 1. Разложение в степенной ряд для этой функции 
в точке хо получают следуюшим образом: 





(так как УЕ = при |а| «1, см. 3.1.14.1, пример 1)). 


в=0 
Ряд сходится при | х — хо| <|1- хо | = г. 
жө 
2) Ряд Е (х) = = имеет радиус сходимости г = 00. 


в=0 


Почленно дифференцируя, получаем, что 


х"! х" 
вт 2-Е 


иі в+0 


Е (х) = 


Функция Е (х) удовлетворяет дифференциальному уравнению 
У (х) = у(х). Отсюда следует, что Е (х) = Се“ и С = 1 в силу 
Е (0) = 1. Таким образом, 


е= 214 РЈ ЗАМЕ ЗАМЕ ++ 
= "Гиш х 21 31 .. я! ... 


вх0 


есть функция, аналитическая всюду. 
Ряд 


90 


/м- 2) 


"=0 


имеет радиус сходимости г = 1. Почленным дифференци- 
рованием получаем для /(х) дифференциальное уравнение 
(1--х)/” =ај, ав качестве решения — функцию /(х) = (1 + х), 
так как /(0) = 1. Таким образом, 


алаг» у (оета В+ 


"-0 
а(а- 1І)(а- 2) з а(а –— 1).. (а –п+ 1) 
+12 х +... + 1.2. п х + 
для |х| < 1. 


3) Функцию /(х) = агсы х при х =0 можно разложить 
в степенной ряд (ряд Тейлора). Если найти производную 
Г’ (х) = ТЕЛДЕ то эту функцию при |х| « 1 можно раз- 


ложить в следуюший ряд: 


Г (х) =( –х) Уз = У (02) а 


пи) 


(см. пример 2). При |х| « 1 ряд можно почленно проин- 
тегрировать: 


Ге аг = агсѕіп х = у (717) Ка 
0 750 


Поэтому 


əпх-ха 1.2 1:3. Хх 
агсѕіп х = х + > 5 + 74 57 
1.3.5 х7 1:3...0п =) ха"! 
+97467 525577224220 2141 


для |х| < 1. Справедливость формулы при х = +1 следует 
из теоремы Абеля о предельном значении и из примера 2) 
к свойству УП в 3.1.14.5. 

Аналогичным способом получаются, например, следую- 
шие ряды: 


агсір х = Эс 7 
"1 








+ + (и 2 


4) Для функции /(х) = біп х 





ле (0) 0 при к = 2п (п = 0, 1, ...), 
= 1 
к! (-1) Ол 1)! РИ К = >п + 1 (п = 0, 1,...); 
поэтому 


2841 


х2"+1 
біп Хх = (- бп) = 
3 х 


х 
=х- ар (0 оар" 


Так как для п-го остатка ряда 
ГЕ мы | (-1"" біп 9х, 
" (п+1)!| (- 1)? сов 9х, 


п нечетное, 





п четное, 
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"+1 
справедлива оценка | К, | < при а Іт К,=0 при хе 
у п-» 00 


е а, Б], то ѕіп х представляется этим рядом для всех х. 
Таким же способом можно показать, что (для | х | < оо) 


2н 2 

= 72 -1-2 4 

с05 х х У от 1 21 
в=0 


5) При помощи почленного интегрирования рядов полу- 
чаются разложения в степенные ряды некоторых интегралов, 
которые в конечном виде через элементарные функции не 
выражаются. Из равномерно сходящегося на любом конеч- 
ном промежутке ряда 





..+(-1" 





(ау + 


получается интеграл (для |х| < оо) 


_ 12 Ш е х2+1 – 
| ДЭЭ тета 
0 "=0 


3 21+1 





= х _ _Х _ р" х 
= х зи 72:26 1) бир. + 
Так как (для |х| < оо) 
хоо зүрх 
х - )' ) (2а + 1)! _ 
к= 0 
Ш х2 Е х?" 
= 1 31 +...+( я! +... 


то отстода следует формула 


біп! а х2"+1 Ш 
ЕЕ 26 І бя уби а” 


3 1 х2"+1 
ані 


6) Функция Е (х) = ір (х), как отношение аналитических 
в точке х=0 функций 4(х)-віп х, /(х) = созх, /(0)- 1, 
также аналитическая в точке х = 0. Можно найти разложение 
этой функции в ряд; так как функция (рх нечетная, то 
разложение содержит только нечетные степени х (см. 3.1.14.5, 


свойство У): 
(ах = ПХ – 11,2: 
сов х (п + 1)! | 
в=0 





Из соотношения р хсоѕ х = ѕіпх и рядов для со5х 
и ѕіп х получаем 


21, иза» Е | 
(Ў х ХУ ) =)- 
в=0 "-0 
-- -т 1, п+1 __ 
-Х(Усн жатысы ‘= 
"“0 тх0 
х2"+1 
Ээ "яаг 


Используя теорему о единственности разложения функ- 
ции в степенной ряд, получим для определения неизвестных 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ И ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЯ 


коэффициентов Т, следующие уравнения: 


- п-т ре Ш „о 
2, В И 


т= 0 
где и = 0, 1, 2, ... Отсюда легко вычисляются Т, = 1, Т, = 2, 
Т, == 16, Т, = 272, Т, = 7936, 
х= х + хз ПРИ и, 7. 6294... 





3 15 315 2835 





7) Функцию х Х _ можно разложить в степенной ряд 


в окрестности точки х = 0, предварительно доопределив ее 
при х = 0 предельным значением 1. Положим 





Вычислим коэффициенты В„ используя теорему о единствен- 
ности разложения функции в степенной ряд: 


“055089 
оне 
УУ) 


Сравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, по- 
лучим: 
коэффициент при х: 


при п> 2. 
Можно в общем виде показать, что коэффициенты В, — 
рациональные числа; 


Во = 1, В, = — 1/2, 
Взк+1 -0 (К = 1, 2, ...) 
Ву = (– 1)! В, (К = 1, 2, 449, 
где В, — числа Бернулли (см. 1.1.3.1): 
= 1/6, В, = 1/30, В. = 1/42, В, = 1/30, 


В, = 5/66, В, = 691/2730, В; = 7/6, Вв = 3617/510, 
Во = 43867/798, Во = 174611/330, В,, = 854 513/138. 


Некоторые авторы называют числами Бернулли коэффи- 
циенты ф,. 

Пользуясь этим разложением, можно найти разложение 
сіһ х. Действительно, 
хе? + е 2 с 2. 


прете“ 97 


== 2 


Заменив в этой формуле х на 2х, получим (для |х| Сл) 


о. 


хећх=] + Эс 


п=1 


В | 


1)" +! 22" а ха" = 


(29) 
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Числа Бернулли используют также в следуюших раз- 
ложениях: 








= 2н 
харх = 1 – арқ |х| «л, 
пхі1 
- у 22"(22" – 1) Ва л 
их- У (211 В,х , |х| < 27 
"1 

зіпх __ \ 278, х2" 

Іп х (2п)! 2п' || < я. 


."=1 
8) Пусть /(х) — аналитическая в точке х =0 функция: 
Т(х) =а + 6х + сх? + 4х? + ех + /х? + ..:; 


тогда /? (х) - также аналитическая функция; при а # 0 ана- 
литическими будут функции 


70), ИУ? (х), 
а при а > 0 – функции 
уле. МУЈО. 


Запишем первые члены разложения в степенной ряд в окрест- 
ности точки х = 0 этих аналитических функций: 


у? (х) = а? + габх + (Ь2 + 2ас) х? + 2 (ад + Ьс) х? + 


+ (с? + 2ае + 264) х“ + 2(ај + Бе + сд) х +... 


! _1||_- Ы с) 24 ( 282 4 Ба 
Јо) Ч! МЕ с), +(2 а и) + 





а а а а 
4411-25 
уо) а! а“ + 
2 3 
(30 20) а „(6 мана 
а а а а а 
ба , 32 2 12622 | 55 
(ери ще Зен. 


= + 2 + 
Ив = Из 1 да“ 
с Б? 2 4 Ёс ђз 3 
ШЕ Шу» +(4 да? + Ы) + 


е Мо с: 35с _ _ 56% 4 
Ч 847 160) ЭЭД +... 
| + 














ЗЫ | 32 е _ 15520 3564 \ 4 
„(3 ва: 24. 1641 тој +... 
9) Обратная функция х = 6 (у) для аналитической функции 


у = /(х) = ах + Бх? + сх? + 4х“ + ех? + ј хе +... (а # 0) — так- 
же аналитическая в точке у= 0 и имеет разложение в ряд 


9 (у) = Ау + Ву? + Су? + ру* + Еу + Ру +..., 
» 


в=- =, 


А= 1, 
а а 


= Вор — 
С 23 (25° — ас), 
р = гу байс — аза — 53), 
Е = 2-(ағы + 3а7с2 + 1464 — азе — 21452), 


Р = аг Пазђе + Тазса + ваађос - 
– а“ – 282534 — 28а?Ьс? — 4255), ... 


3.1.15. БЕСКОНЕЧНЫЕ 
ПРОИЗВЕДЕНИЯ 


Если фи) — последовательность (числовая или 
функциональная), то последовательность (Р,|, где 


п 
Рози, Ру =ици›,...,Р,= [| и =ији;...и, со- 
к=1 


стоит из частичных произведений бесконечного 
произведения, которое символически записывается 
в виде 


со 
Па. 
п=1 


Если существует такое а, 0<4< 1, что для 
любого п выполнено неравенство 0 <и, < 4, то 


пт Р, = 0, т. е. предельное значение этого беско- 
п -э ао 


нечного произведения есть нуль, хотя ни один из 
сомножителей и, не равен нулю. Но так как есте- 
ственно выделить бесконечные произведения, рав- 
ные нулю только тогда, когда хотя бы один 
сомножитель равен нулю, то сходимость для бес- 
конечных произведений определяется иначе, чем 


сходимость бесконечных рядов. 
со 


УІ. Бесконечное произведение || (1 + а,) рас- 


п= 1 
сходяшимся, если существует такое т, что для всех 
п > т выполняется неравенство и, # 0, и последо- 
п 
П ик 


Кат + 1 


вательность частичных произведений Р” = 


при п-> оо сходится к отличному от нуля числу О": 


пт Ра = И”. Не зависящее от т действительное 
п- ОО 


число ЏИ = ији;...и„ И" называется значением бес- 


конечного произведения. Если предел Пт Р" равен 
п э ОО 


0, или оо, или - оо, то говорят, что бесконечное 
произведение расходится к 0, или к оо, или к -о. 
Если предел Р” при п > оо не существует, то бес- 
конечное произведение называется неопределенно 
расходяшимся. 

Из этого определения следует: сходяшееся бес- 
конечное произведение тогда и только тогда 
равно 0, когда один из сомножителей равен 0. 


Примеры. 1) Бесконечное произведение 1 - =) 


"-2 


сходится и имеет значение 1/2, так как и, + 0 для всех п и 


откуда 


2) Произведение ||| - 4 ) расходится к 0 (стремится 


ң-2 
к 0), так как и, + 0 для всех пи 


Р = ( -3) -4)-( -1)- 12-3..0-) г 


Ша Р! = 0. 
п — 00 


откуда следует, что 
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3) Произведение || 1 + 1) расходится к +оо (стре- 


и= 1 


мится к + оо), так как и, 0 для всех п и 


Р, = 144. 1+1)... 1+ 1 -234 (451) үр, 
1 2 п п! 


Ит Р, = + о. 
п-» 00 


откуда следует, что 


Основные теоремы для бесконеч- 


ных произведений. 
с 
І. Если сходится бесконечное произведение П ии, 
п=1 
тосходится также и каждое остаточное произведение 


со 


П па = ил ли 2... Если бесконечное про- 


т=п+1 


П, = 


00 


изведение П и, имеет сходящееся остаточное про- 


п= 1 


изведение л,, то сходится также и само бесконечное 
со 


произведение П и: Зто означает, что добавка ИЛИ 
п=1 
отбрасывание конечного числа членов не влияет 
на сходимость бесконечного произведения. 
со 


П. Если бесконечное произведение П и, сходит- 


п=1 


са, то 


Пт и, = 1. 
п-> 00 


Пт л, = 1 И 
п— о 
Дла всех п, начинал с некоторого, все сомно- 
жители и, сходяшегося бесконечного произведения 
больше нуля. На основании Ги П, таким образом, 
можно без ограничения общности считать все и, 
положительными. 
Ш. Для сходимости бесконечного произведения 


со 
П и, с положительными сомножителями и, необ- 


п=1 


ходимо и достаточно, чтобы сходилса рад 


У ми 


п=1 


Если это условие выполнено и 1,- сумма этого 
ряда, то 


Где 


Часто бывает целесообразно записать произве- 
дение в виде 


П (1 + а,)- 


1 


Пт (4,) = 0 явля- 
п — 00 
ется необходимым условием сходимости произве- 
дения. 

ТУ. Если для всех п > т справедливо неравен- 


Тогда, согласно П, условие 


со 
ство а, > 0 (или а, < 0), то произведение || (1 + а,) 


п= 1 


сходится тогда и только тогда, когда сходится ряд 


Ў а, 


п= 1 


У. Если существуют как положительные, так и 
отрицательные а, то для сходимости бесконечного 


произведения достаточно, чтобы вместе с рядом 
со со 


У, а, сходился и ряд У ад. 
п= 1 п= 1 
со 
УІ. Бесконечное произведение || (1 + а.) рас- 
п= 1 
ходится к 0 тогда и только тогда, когда для 
достаточно большого т справедливо соотношение 


(ср. П) ша У ш(1 + а) = – оо. Важные частные 
п-» 20 к= т 


случаи: существует номер т такой, что для всех 
со 


к> та < 0, а ряд У а, расходится или же ряд 
п= 1 
со со 
У, а, сходится, а ряд У а? расходится. 
п= 1 п= 1 
ОО 


УП. Для произведений У (1 + а,) с а, любого 


п= 1 


знака справедливо следующее утверждение: беско- 
со 


нечное произведение П (1 + а, сходится тогда и 
п=1 
только тогда, когда для любого действительного 
числа в > 0 существует такое М (е), что для всех 
п> М(е) и любого натурального р выполнено 
неравенство 
п+р 


П (1-44,)-1|«є. 


т=п+1 
оо 


Бесконечное произведение П (1 + а,) называет- 


п= 1 


ся абсолютно сходящимся, если сходится произ- 


со 
ведение || (1 + |а, ]). 
п = 1 
со 


УШ. Если П (1 + |а, |) сходится, то произведе- 


п= 1 


(е 4) 
ние П (1 +а,) сходится, т. е. из абсолютной схо- 
п= 1 
димости следует обычная сходимость бесконечного 
произведения. 


ОО 


ІХ. Произведение П (1 + а,) сходится абсолют- 
п= і 
со 
но тогда и только тогда, когда рад У а, схо- 
п= 1 
дится абсолютно (см. 3.1.14.3). 

Х. Порядок сомножителей у абсолютно сходя- 
шегося произведения может быть изменен произ- 
вольным образом, при этом не изменится ни 
характер сходимости, ни значение бесконечного 
произведения. 


90 "-і1 
Примеры. 1) Произведение П (1 + х2 ) абсолютно 
вх 1 
44. 
(1- х) 
димость данного произведения следует из абсолютной сходи- 


сходится при |х| < 1 к величине . Абсолютная схо- 


мости ряда 5, х при | х| < 1 (см. ІХ). Значение произ- 
ведения вычисляется следующим образом: 
(1 — х)Р, = 

= (1 — х)(1 + х)(1 + х2) (1 + х)... ах" )=1– 2", 
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п 
1 — х? 

поэтому Р, = -----. Следовательно, 
-х 


1 Іт Р, = —1 для 


и» од 1-х 
|х|< 1. 
2) Бесконечное произведение 


Г (х )=- Та + п) 
х | + х/п 
п=1 
абсолютно сходится для всех х ~ —К (К=0, 1, 2, ...). Рас- 
смотрим 
137 во 5) 
| += = 
откуда, согласно ІХ, следует абсолютная сходимость 


произведения. Далее, 


кое ДЕУ, (на. 


х 
х 1-4 
т 1+5 +2 


_(п+1у піп" 
п х(х + 1) (х + 2).. 
Отсюда следует формула для гамма-функции 








(х + п) 


. п!п 
Г (х) = 1 , 
9) „ба (ат ле) 
и тогда 
Ге) ја (9 - 
Г (х) по хип у 


следовательно, Г (х + 1) =хГ(х). 


3.2. ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
И ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 


Вариационное исчисление — математическая ди- 
сциплина, посвященная отысканию экстремальных 
(наибольших или наименьших) значений функцио- 
налов. Под функционалом (линейным) понимается 
числовая функция, определенная на некоторых 
классах функций. Функционал ставит в соответ- 
ствие каждой функции из такого класса некоторое 
число. Примером функционала является интеграл 


Ј(х) = | х() 4, где х(:) — непрерывная функция, 


определенная на отрезке Та, Б]. Вариационное 
исчисление является естественным развитием той 
главы математического анализа, которая посвяшена 
задаче отыскания экстремумов функций. Возникно- 
вение и развитие вариационного исчисления тесно 
связано с задачами механики, физики И т.д. 
В ХХ веке возник целый ряд новых направлений 
вариационного исчисления, связанных с интенсив- 
ңым развитием техники, смежных вопросов мате- 
матики и особенно вычислительной техники. Одним 
из основных направлений развития вариационного 
исчисления во второй половине ХХ века является 
рассмотрение неклассических задач вариационного 
исчисления. Это направление получило название 
оптимального управления. В основе решения задач 
оптимального управления лежит обіций математи- 
ческий прием, который носит название «принцип 
максимума Л. С. Понтрягина». Следует заметить, 
что все основные необходимые условия классиче- 
ского вариационного исчисления с обыкновенными 
производными следуют из принципа максимума 
Понтрягина. 


3.2.1. ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 


3.2.1.1. Постановка задачи, примеры и основные 
понятия. 

Пример 1. Существенный импульс развитию вариа- 
ционног о исчисления дала следующая, поставленная в 1696 г. 
Иоганном Бернулли проблема, которая обычно называется 
задачей о брахистохроне. 

Между точками Р, и Р,, расположенными на различной 
высоте, нужно провести соединяющую их кривую таким 
образом, чтобы время падения тела, движущегося без трения 
вдоль кривой из Ро в Р, под действием силы тяжести, 
было минимальным. 


Для решения этой задачи построим декартову систему 
координат с началом координат в точке Ро и с вертикаль- 
ной осью у, идущей в направлении лежащей ниже точки Р.. 
Для случая, когда тело находится в момент начала падения 
в состоянии покоя в точке Ро, из закона сохранения 
энергии следует, что 


тау = ть2/2, 
45 _. 
откуда для скорости г имеем = г = 20у, и тем самым 


время падения г (с учетом, что 45 = И: + у2 4х) выражается 
интегралом 
Р, 


1 
Драва ју ах. 

"үз ЕТИ 
0 


Требуется найти функцию у(х), график которой соединяет 
обе точки Р, (0, 0) и Р,(хі, ул), т.е. у(0) =0 и у(х,) = у,, и 
которая минимизирует указанный интеграл. 


Пример 2. Найти кратчайшую кривую между двумя 
точками Ро (хо, уо) и Р, (хи, у!) в плоскости х, у, т.е. найти 
функцию у(х), при которой 


Р, Хү 
-01148-1 И + уз + у? ах 
Ро Хо 


принимает наименьшее значение; при этом функция у(х) 
должна удовлетворять условиям у(хо) = уо, У(Х1) = у. 


В обоих примерах отыскиваются функции у (х), 
которые минимизируют функционал вида 


х 


Ј (у) = | у, у) ах; 


Хо 
при этом задаются граничные условия 


у (хо) = уо, у(х) = уз. 


Это — так называемая простейшая задача вариа- 
ционного исчисления. 

Из всех классов функций, на которых ищется 
экстремум, здесь будут рассматриваться только 
класс непрерывных и класс непрерывно дифферен- 
цируемых функций на отрезке (а, Б], которые мы 
будем обозначать Со и С, соответственно. Следует 
отметить, что весьма существенно, в каком классе 
ищется экстремум, так как он может существовать 
в одном классе и не существовать в другом. 
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Аналогом расстояния между двумя функциями 
в каждом из рассматриваемых классов является 
норма разности этих функций; понятие нор- 
мы в этих классах определяется следующим 
образом: 


в Со ІУісу- тах |убуј, 
а<х<Ь 

в С, |у|с, = тах |у(х)| + тах |у(х)|. 
а<х<р а<х<Ь 


В качестве =-окрестности О, (у!) функции у! 
понимают множество 


О, (у') = (ујуе с, [у-у 1с <), 0 1=0, 1 


Если для функции у из области определения 
р (Л) существует окрестность О, (у) такая, что 


Лу) < Ј (у) 
ИЛИ 


Ј(у) > (у) 
Үуе0,УЭГ)р(7, 


то Л(у9) называется (локальным) минимумом или 
максимумом. Элементы из 0,(у0)()р(7) называ- 
ются также функциями сравнения. 

Понятие экстремума функционала нуждаетса 
в уточнении. Говоря о максимуме или минимуме 
(точнее, об относительном максимуме или мини- 
муме), мы имели в виду наибольшее или наимень- 
шее значение функционала только по отношению 
к значениям функционала на близких кривых. 
Однако близость кривых может быть понимаема 
различно, как это видно из определения нормы. 
Поэтому в определении максимума или минимума 
надо указывать, какая близость имеется в виду 
(в смысле класса Со или класса С,). Если функцио- 
нал Ј [у (х)] достигает на кривой у = уо максимума 
или минимума по отношвнию ко всем кривым, для 
которых модуль разности у(х)- уо(х) мал, т. е. 
по отношению к кривым, близким к у = уо (х) 
в смысле нормы пространства Со, то максимум 
или минимум называется сильным. Если же функ- 
ционал Ј [у(х)] достигает на кривой у = уо (х) 
максимума или минимума лишь по отношению 
к кривым у = у(х), близким к у = уо (х) в смысле 
нормы класса С,, т. е. по отношению к кривым, 
близким к у = уо (х) не только по ординатам, но 
и по направлениям касательных, то максимум 
или минимум называется слабым. 

Аналогично тому, как это делают в случае 
функций, число Ј (уд) называют наименьшим (абсо- 
лютным минимумом) или наиболыним (абсолют- 
ный максимум) значением, если 


70°) <Ј(у или У(у)24(у) Ууер(Л. 


Из определения нормы в пространствах Сои С, 
видно, что сильный экстремум является одновре- 
менно и слабым, но не наоборот. 

Основным элементом исследования в вариа- 
ционном исчислении являются понятия первой 
и второй вариации функционала. 

Положим Е (е) = Ј (у? + єй) и рассмотрим пер- 
вую и вторую производные функции ЁҒ (=) по 
параметру в при в = 0. 

Величины Е" (0) и Е” (0) называют первой и второй 
вариацией функционала Ј (у) и обозначают соответ- 
ственно 6. (у, ћ) и 627 (у, №). 


Условия 6. (у, #) - 0 и 627(у9, >20 или 
62.1 (у9, ћ) < 0 могут быть использованы при фор- 
мулировке необходимых условий экстремума функ- 
ционала Ј (у). 

3.2.1.2. Теория Эйлера — Лагранжа. Задачей Ла- 
гранжа в вариационном исчислении называют 
описанную в 3.2.1.1 задачу нахождения экстремума 
для функционала 


Хү 


Ј(у = |», у, ујах. 


Хо 


(3.5) 


При этом требуется, чтобы искомые функции 
у (х)' удовлетворяли граничным условиям 


У (Хо) = уо, у(хі) = у. 


Если нет специальной оговорки, то счи- 
таем, что у(х) имеет непрерывную производ- 
ную у (х). 

Необходимые условия экстремума. 
Дифференциальное уравнение Эйле- 
ра — Лагранжа. Если функция у (х) доставляет 
функционалу Ј (у) слабый (локальный) экстремум, 
то она должна являться решением дифференциаль- 
ного уравнения Эйлера — Лагранжа: 


, а , 
Ж - а 7 = 0, (3.6) 


или в другой форме: 
Ју—Јух—Јуу –Јууу =0 


(/ предполагается дважды непрерывно дифферен- 
цируемой) Так как сильный (локальный) экстре- 
мум есть одновременно и слабый (локальный) 
экстремум, то дифференциальное уравнение Эйле- 
ра - Лагранжа представляет собой также и необ- 
ходимое условие для сильного (локального) экс- 
тремума. 

Уравнение Эйлера -- Лагранжа есть дифферен- 
циальное уравнение 2-го порядка. Решения этого 
уравнения называют экстремалями. Появляюшиеся 
здесь две постоянные интегрирования определя- 
ются при помоши граничных условий 


у (хо) = уо И у(х.) = Уу, 


так что должна быть решена задача с граничными 
условиями. 

Пусть у? (х) есть решение задачи (3.5), т. е. 
пусть существует экстремум. Для кривых сравне- 
ния вида 

у, (х) = у“ (х) + еп (х), 


В (хо) = а(х.) =0 


(с — малый параметр) имеем 
У (у) = Е (е) = 


Хх 
= І/ (х, У? (х) + =й (х), у“ (х) + ай (х)) ах. 


Хо 


Таким образом, функционал Ғ (=) есть функция 
только параметра =. В силу предположения о том, 
что у (х) есть решение, должно выполняться 
соотношение 


6/ + Е (0) = 0. (3.7) 


ТЕОРИЛ ЗИЛЕРА – ЛАГРАНЖА 


Вычислим Ғ (е): 


4 х 
Р (г) = | 2а - | (78 (2) + ЈУН (х) ах = 


Хо Хо 


- || (х) – РЈ ах + Вх) р, |“ 


Хо 





Хо 


Из Е(0)-0 в силу основной леммы вариа- 
ционного исчисления *) вытекает уравнение Эйле- 
ра — Лагранжа. 

Из краткого описания доказательства видно, 
что предположение о существовании решения у? 
данной вариационной задачи существенно. В то 
время как в теории задач на экстремум для 
непрерывных функций (заданных на замкнутом 
множестве) теорема Вейерштрасса обеспечивает 
существование решения задачи, в вариационном 
исчислении существует трудность, заключающаяся 
в том, что задачи, которые формулируются кор- 
ректно, в некоторых случаях не имеют решения. 
Это означает, что существование решения данной 
задачи в вариационном исчислении нуждается в 
особых доказательствах. 

До сих пор требовалось, чтобы функции у (х) 
были обязательно непрерывно дифференцируемы. 
Это требование можно ослабить. Так, например, 
вариационная задача с подынтегральной функцией 
Р(х, у, у) имеет смысл уже тогда, когда требуется 
только кусочная непрерывность первой производ- 
ной у(х). Остается теперь ответить на вопрос, 
обладает ли эта функция сама по себе производ- 
ными более высокого порядка и удовлетворяет 
ли уравнению Эйлера — Лагранжа. 

Лемма Дюбуа – Реймона. Пусть / дваж- 
ды непрерывно дифференцируема по своим аргу- 
ментам. Если функция у непрерывно дифферен- 
цируема и в точке у первая вариация функционала 
Ј равна нулю, то для каждой точки х, удовлетво- 
ряющей условию Лежандра ўу,у (х, у, у) #0, су- 
ществует окрестность, в которой функция у дважды 
непрерывно дифференцируема и удовлетворяет 
уравнению Эйлера — Лагранжа. 


Пример 3. Найти экстремум функционала Ј (у) = 


1 
= [(у: + у: + 2уе*) 4х при у(0)-0, у(1) же. Уравнение 
0 
Эйлера - Лагранжа имеет вид 
2(у+ е) – 2-02) =0 или у у= е 


Таким образом, у(х) = Се“ + Се + Ч. Используя 


граничные условия, получаем 


е? - | Хе 
у) ђе е ) + = 





Хү 
+) Если д (х) непрерывна и | һ(х)е(х)4х = 0 для любой 
. Хо 
такой непрерывной функции, имеюшей непрерывную произ- 
водную, что й (хо) = ћ(х,) = 0, то 9(х) -0 на хо, х. |- 


10 и Н. Бронштейн, К. А. Семендяев 
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Специальные случаи задачи (3.5). 
а) Если + Х(х, у), т.е. Г, =0, то уравнение 


4 Ї 
Эйлера — Лагранжа имеет вид “с (Б) = 0, так что 


ју = сопѕі есть первый интеграл этого уравнения. 


Пример 4. Найти экстремум функционала 
1 


Ј(у) = | ос + у?) ах, 


-1 


у(-1) ж-41, у(1) #1. 


Из условия /, = сопѕі получаем, что у = С), и, следо- 
вательно, у(х)= Сх + С;. Применяя граничные условия, 
получим у(х) + х. 

6) Если /-/(у, у), то У;-0 и 4//4х = 
«+ Лу +јуу = Ју +Луу. 

Из уравнения Зйлера - Лагранжа следует, что 

47 у 5 
ах ах 





7 ГА 4 , ГА 
+ у ју = а (У Лу) 


а 

и, таким образом, + ( Ј– УЛ, = 0. Следователь- 
х 

но, Ј– у Ју = сопз есть первый интеграл. 


Пример 5. Задача о брахистохроне. Найти 
зкстремум функционала (см. пример 1) 


х 


ш- | ИУ ах, у(0) #0, у(х еуі. 


у 
0 


Из того, что /-У /у = сопз = С), следует соотношение 





Их», —- __-_- = С), и тем самым у(і-у?)- 
Иу уа + ћу 
= ус: = 2К,. 

Используя замену у (х) = сів (0 (х)/2), получим, что у = 
= 2К , віп2 (0/2) = К, (1 — соѕ0), у = 2Кг" с0$ (0/2) чт (0/2) = 
= сір (0/2), т. е. ах/К, = 40:2 зт? (0/2), откуда вытекают пара- 
метрические уравнения экстремалей: 


х= К, (0 — зто) + К;, у = К, (1 — сов с). 
Полученные уравнения являются параметрическими уравне- 


ниями циклонды. Константы определяются из граничных 
условий. 


в) Если ј = (х, у) + а(х) у, то уравнение Эйле- 
ра — Лагранжа упрощается и принимает вид 


Г, =а'(х) (тривиальный случай). 


г) Если Г=/(у’), то ју = сопз!, и тем самым 
у (х) = сопѕі = С), т. е. экстремали являются пря- 
мыми вида у(х) = С.х + С». 

Следует учитывать, что экстремали не всегда 
реализуют (локальный) минимум или максимум 
функционала, так как уравнение Эйлера — Лагран- 
жа представляет собой только необходимое условие 
экстремума. 

Приводимые далее необходимые условия экст- 
ремальности позволяют в определенных случаях 
исключить те экстремали, которые не дают экстре- 
мума функционалу. 

Условие Лежандра. Используя вторую 
вариацию 62Ј = Е" (0), получают необходимое усло- 
вие экстремума Лежандра: чтобы функция у (х) 
доставляла слабый (локальный) минимум (макси- 
мум) функционалу Ј (у), необходимо, чтобы для 
хє[хо, х1| имело место неравенство 


Ту» (х, у (х), у (х)) > 0 (Гуу (х, у (х), у (х)) х (із) 
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Пример 6. Найти минимум функционала 


1 ---- 
0) = [0° – уг + уђ ах, у0)-0,у()-і. 


Так как подынтегральная функция зависит только от у, то 
экстремалями являются прямые. С учетом граничных условий 
получаем у(х) = х. Условие Лежандра имеет вид /у,= 
= 2 -— 13(1+у2)-3/2 > 0. Для экстремали у(х) = х это нера- 
венство не выполняется, так что слабого локального мини- 
мума не существует. 

Условие Якоби. Пусть для функции у (х), 
хе| хо, ху), выполнено строгое условие Лежандра, 
т.е. уу (х, у, у) > 0. Если при этом функционал 
Ј (у) имеет при у(х) слабый минимум, то для 
точки х, сопряженной с хо, должно выполняться 
неравенство х, > хі. Сопряженная точка х, опре- 
деляется следующим образом. Пусть и(х) есть 
решение дифференциального уравнения Якоби 


а а и 
2: Чи) - ( УТ аа 9) - 0, и(хо) = 0. (3.9) 


За х, принимают наименьший из корней функции 
и(х), лежаших справа от хо. Если же и(х) справа 
от Хо не обращается в нуль, то полагаем х, = о 


Пример 7. Найти минимум функционала 


Хү 
Ј(у) = |” + 2уу - 16у2)4х, у(0) = уо, у: (х1) = ул. 


Уравнение Эйлера — Лагранжа у" + 16у = 0 имеет решение 
у(х) = С, іп 4х + С, сов4х. Условие Лежандра выполнено 
в строгой форме: 


"у (% у(х), у(х) =2>0. 


Уравнение Якоби (3.9) имеет вид 
и” + 16и = 0, и(0) = 0, 


так что его решение есть и (х) = С, біп 4х. Поэтому для 
сопряженной точки получаем значение х, = 1/4, т.е. условие 
Якоби выполнено в случае, если х, < 1/4. 


Наряду с необходимыми условиями для слабого 
локального экстремума сушествуют также необхо- 
димые условия для сильного локального экстре- 
мума. Как отмечалось, необходимые условия для 
слабого экстремума представляют собой также 
и необходимые условия для сильного экстремума, 
но не наоборот. 

Условие Вейерштрасса. Для сушество- 
вания сильного минимума функционала Ј (у) необ- 
ходимо, чтобы для Е-функции Вейерштрасса 


Е(х, у, у, ђ = . 
= (њу, )- Жох, у, у) -(- у) (х, у, у) (3.10) 


во всех точках экстремалей у(х) для любого 
числа | выполнялось неравенство 


Е (х, у, у, ђе 0. (3.11) 


Пример 8. Найти минимум функционала 


1 


Ј (у) = [у 4х, у(0) =0, у(1) =1. 
Решение уравнения Эйлера — Лагранжа дает экстремаль 
у(х) = х. 
Условие Лежандра выполнено: 


Јуу = бу «6 > 0), 


ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ И ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 


Решение дифференциального уравнения Якоби 
би” = 0, и (0) = 0, 


имеет вид и(х) = сх, так что для сопряженной точки имеем 
х, = 00, т.е. это необходимое условие выполняется и на 
экстремалях. 
Для Е-функции Вейерштрасса получаем 
Е(х, у у, + 12 —1—3(! –— 1) е – 3) + 2. 


Очевидно, что эта функция не для всех значений | неотри- 
цательна, так что функционал может обладать при у(х) = х 
самое большее слабым локальным минимумом. 


Угловые условия Вейерштрасса – 
Эрдмана. Может оказаться, что рассматрива- 
емый функционал Ј (у) в классе непрерывно диф- 
ференцируемых функций не обладает экстремумом. 


Пример 9. Найти минимум функционала 


2 
Ј (у) = (уға — у)? ах, у(0) «0, у(2)-1. 


Так как подынтегральная функция от х не зависит, то (см. 
специальный случай 6) задачи (3.5)) 


у? (1 — у)? + 2уу: (1 – у) «сопа «С, 


есть первый интеграл уравнения Эйлера — Лагранжа. Отсюда 
следует, что 





:2 С, 
у -1- 7 или 


Позтому зкстремали имеют вид 
у? - (х + С,)? == С;. 
Использование граничных условий приводит к кривой 
(х- 3/4)? – у2 = 9/16. 
Конечные точки лежат, однако, на различных ветвях этой 
гиперболы, так что непрерывно дифференцируемой экстре- 
мали, которая связывает обе точки, нет. Так как подын- 
тегральная функция неотрицательна, то значение функционала 
не может быть меньше нуля. Очевидно, что его нулевая 
граница достигается для функции 
" 0 для О<х< 1, 
у (х) = < < 2 
х- | для 1<х<2, 
которая хотя и непрерывна на отрезке (0, 2], но в точке 
х = 1 не имеет производной. 


Рассмотрим класс кусочно непрерывно диффе- 
ренцируемых функций. Точку (х, у(х)) кусочно 
непрерывно дифференцируемой функции у(х) назы- 
вают точкой перелома, если в точке х производ- 
ная слева р; -у-(х) и производная справа р, = 
= у, (х) функции у существуют и не равны друг 
другу. 

Информацию о том, сушествуют ли экстремали 
с точками перелома, дают следуюшие условия 
Вейерштрасса — Зрдмана. 

Если (х, у) является точкой перелома зкстре- 
мали, то оба уравнения 


(3.12) 
(3.13) 


Ту (х, у, Рр.) =, (х, у, рз), 
(7 – у Ју) = р = (/- У Әу = р; 
должны иметь общее решение, для которого р, # ро. 


Пример 10, Для задачи из примера 9 условия Вейер- 
штрасса -- Эрдмана (3.12), (3.13) для точки перелома дают 


—2у:(1—р,) = —2у:2 (1 — р), 
у (1 — рн)? + 2угр, (1 — р1) = у: (1-р: 2 + 2угр; (1 — ро), 


т. е. точки перелома могут появиться только при у = 0. 
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Естественные граничные условия; 
условия трансверсальности. Наряду со 
случаем задания граничных условий у (хо) и у(х!) 
могут встречаться также случаи, когда: 1) суще- 
ствует только одно (например, у(хо)) граничное 
условие или граничных условий вообще нет; 
2) граничное условие задается тем, что в точке х; 
(неизвестной) верно равенство у(х|) =Ф(х!), т. е. 
точка (хі, у(х!)) должна лежать на заданной кривой 
у = Ф (х). 

Равенство нулю первой вариации функционала 
Ј (у) дает, наряду с уравнением Эйлера — Лагранжа, 
следующие условия для недостающих граничных 
значений: 

а) Если заранее известно только значение функ- 
ции у(хо) в граничной точке хо, то граничное 
условие в точке хі определяется из уравнения 


Ју (хь у(Ха) У (ха) = 0. (3.14) 


Аналогичное соотношение получается, если в 
точке хо не задано наперед значение функции. 
Соотношение (3.14) называется естественным гра- 
ничным условием. 

6) Пусть в точке хо граничное условие задано 
в виде у(хо) = уо, а в точке х, (переменной) 
требуется, чтобы у(х|) = ф(х), где у=Ф(х)— 
заданная кривая. В этом случае получается условие 
трансверсальности 


Жо, уба), у (Х1) + (Ф' (х1) – 
— У ОСА), (ха, У(Х1), у (ху)) = 0, 


с помошью которого определяется значение функ- 
ции у (ха). 

Соотношение, аналогичное (3.15), получается, 
если на заданной кривой должна лежать точка 


(Хо, у (Хо)). 


(3.15) 


Пример 11. Найти экстремум функционала 


1 


Ј(у) = 107/2 +уу + У + у) ах, у(0) = 1/2, 


Уравнение Эйлера — Лагранжа принимает вид у” = 1, так что 
экстремалями являются функции у(х) = х2/2 + С,Х + С;. 

Из у(0) = 1/2 следует. С, = 1/2. Константа С, получается 
из (3.14): 


Лу (1, у(!) У (1)) = у (1) + у(1) + 1 = 
= 1+ С, +05+С, + 0,5 + 1 =2С, + 3 =0, 


т. е. С, = —3/2. Таким образом, зкстремаль имеет вид 


у(х) = (х? — 3х + 1)/2. 


Пример 12. Требуется определить кратчайшее рассто- 
яние между точкой (хо, уо) и кривой у =/(х), Эта задача 
сводится к задаче отыскания минимума функционала 





хі 
Ло) = [1 + у ах, у(х) = уо, убх) Ок), 
хо 


причем х, неизвестно. Экстремали этого функционала — 
прямые вида 


у(х) = а (х – хо) + уо, 


так как подынтегральная функция зависит только от у. 
Точка х, определяется из условия трансверсальности 


үл жу?) + (7 (х)- У (ту) у (И + уз ба) «0, 


которое приводит к известному соотношению ортогональ- 
ности 


у(хуј (с) = —1. 
10% 


Принцип Гамильтона. Вариационное ис- 
числение играет основополагаюшую ролђ в состав- 
лении уравнений механики и теоретической физики. 
Большинство этих уравнений может быть получено 
на основе вариационного принципа при помоши 
понятия энергии. Так, например, принуип Гамиль- 
тона в механике системы точек состоит в следу- 
юшем. 

Для системы такого рода переход из одного 
состояния в другое за заданный отрезок времени 
Го, ї:| происходит так, чтобы первая вариация 
функционала у 

М! 71 
Ј = ((Т-0)й- (1,4 


10 10 


равнялась нулю: движение системы осуществляется 
функциями, которые среди всех допустимых дви- 
жений делают упомянутый выше интеграл постоян- 
ным, т. е. уравнение движения системы совпадает 
с уравнением Эйлера -- Лагранжа для функциона- 
ла Ј. При этом Т означает кинетическую и /- 
потенциальную энергию системы, а 1-Т-0- 
функция Лагранжа. Интерес здесь фокусируется 
в первую очередь на обрашении первой вариации 
функционала Ј в нуль, а не на вопросе об зкстре- 
муме. Задачи такого рода также называют вариа- 
ционными задачами. 


Пример 13. Пусть материальная точка движется под 
влиянием силы тяжести (свободное падение). При этом для 
кинетической и потенциальной энергии имеют место фор- 
мулы 


Т= ту?/2 и О = - тау 


(т - масса, у() — высота точки ко времени 1). Интеграл для 
функции Лагранжа имеет следующий вид: 


и 1 
Ју) = | (Т-— ја = т |(у2/2 + ду) а. 
10 ‘0 
Согласно принципу Гамильтона уравнение движения 
системы есть уравнение Эйлера — Лагранжа для функционала 
Ј (у): 
тд — тау/й = 0, т.е. у" = 0; 


таким образом, 
у (0) = С, + Си + 912/2. 
Это — известное уравнение движения для свободного падения. 


Известный из механики принцип Гамильтона 
можно переносить и на другие физические про- 
цессы, так что вариационные принципы представ- 
ляют собой общий метод составления уравнений 
в математической физике. 

Другие задачи. Наряду с задачами для 
функционалов вида 


Ј(у) = | Жо, у, У) 4х 
хо 


существуют также и другие постановки задач. 

В дальнейшем в качестве условий зкстремума 
указываются только уравнения Эйлера — Лагранжа, 
хотя существуют и другие необходимые условия, 
аналогичные приведенным выше. 

Задачи с высшими производными. 
Для задачи нахождения экстремума функционала 


хі 


Ј(у) = | Ду, у, у", ..., у) ах 


Хо 


292 


с граничными условилми 


2 


У (Хо) = Уо, у (Хо) = Ус» .... у" (хо) = уЗ 
у (х1) = уь у(х) = у, 25 у" (ху) = у 
уравнение Эйлера — Лагранжа имеет вид 
а а? а" 
у р, +... — 1)" ут = 0. 
Љ ах У + 27» ++ о» 


Пример 14. Найти экстремум функционала Ј(у)= 





1 
= | (у" - у)? ах. 
0 


Уравнение Эйлера - Лагранжа принимает вид 
, а , 42 , и 
Ју = Ју + даи = 2-49" + 29% =0, 
У9-2у + у = 0; 
оно имеет решение в виде 
у(х) = е (С; + Сх) + е" "(Сб + С4ах). 


Использование граничных условий приводит к получению 
искомой зкстремали. 


Задачи для нескольких функций. Для 
задачи нахождения зкстремума функционала 


хі 
Ј(уђ, ..., у) = |Ж, Уан, У Уђ 2» У) х 


Хо 
с граничными условиями у (Хо) = ую, У(Х)= 
= ул (і = 1, ..., п) уравнения Эйлера — Лагранжа 
имејот вид 
а, 0 
Ју Ју = (1 = 1, ..., и). 
Задачи в параметрическом пред: 


ставлении. Требование, чтобы искомая кривая 
была задана явно: у = ух), может существенно 
сузить задачу. Общее рассмотрение достигается 
при параметрическом задании кривой: 


х= х(), у= у(0). 


Функционал 


Хү 
Ј= |Дк, у, ујах 


Хо 


принимает при этом следуюший вид: 


а 
Ј = {уо (0), уб), У) Х (0 4, 
10 
где х и у — производные х и у по г; подынте- 
гральная функция не содержит явно независимое 
переменное : и является однородной функцией 
первой степени относительно Хи у. 
В общем случае рассматривают функционал 


вида 
її 


Ј= (Лоу, % 96, 
10 
причем подынтегральная функция является поло- 


жительно однородной функцией первой степени 
относительно х и у, т. е. 


Жо, у, ах, ау) = ај(х, у, х, ў) для а > 0. 


При этом предположении значение функционала 
зависит только от вида кривой 


х=х(), у= у(0 
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и не зависит от специально выбранного параметри- 
ческого представления. Уравнения Эйлера — Лагран- 
жа имеют вид 


ШЕП 
5 407 
Однако они не являются независимыми друг от 
друга, так как на основании теоремы Эйлера 
(для однородных функций) выполняется соотноше- 


ние 
. , а , М , а , — 
:(л - 1) +907 441) =. 


так что достаточно решить только одно из этих 
уравнений. 

Следует заметить, что получаемые решения 
могут допускать представление в явной или не- 
явной форме, а не только в параметрической 


форме. 


а 


Пример 15. Найти экстремум функционала 
1 2,2 
/-151-а, х(0)-у(0)-0, х(1) = у(1) = 1. 
Х 


Уравнения Эйлера — Лагранжа имеют вид 


4(Ү8)-н эр. а (395. 2)-о 


“ х2 Х а 


Так как для отыскания экстремали достаточно решить только 
одно уравнение, то используем более простое первое урав- 
нение: 

52 


2 2 
д (52 эв 0, т, е. уў РА у?у? = (уу)? = СОП, 
х 


ақа 


и, таким образом, у2/2 = С,х + С,. Используя граничные 
условия, получаем у? = х. 

Задачи с дополнительными услови- 
ями в виде уравнений. При нахождении 
экстремума функционала 


х 
- | ос, Уі» :: Ут Уһ 4... у,)4х 


Хо 


с граничными условиями 


У; (Хо) = Уго у (Ху) = уд 
и дополнительными условиями 
а) 9,(Х, Уу, ..., У) = 0 (/ = 1, ..., т; т<п), 
ИЛИ 
Хү 
6) | 9,0, Уве, Ур Ур ез удах =0 
Х 
(/-1,.., т; т<п) 


(изопериметрическая задача), или 
в) 4; (х, Ур > Ут Уу, ... Уһ) = 0 
= 1, ..., т; т<), 
уравнения Эйлера — Лагранжа принимают вид 


4 А 

І,- == 15, = 0 (/ = 1, ... п), 
причем так называемая функция Лагранжа 1, для 
дополнительных условий а), 6), в) имеет следующий 


ВИД: 
а) 1( у, У, МАЛ у У)+ 235(96,0 9) 


(у = (Ур ..., Уз); 
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б) Цх у у, А) = (х, у, у) + У Ха) (х, у, у); 
ј=1 


в) Цх, У, у, А) = Дух, У, У) + » А. (х) 9) (Х, у, У). 


1-1 


При этом экстремали у;(х) и постоянные А; 
или функции Х (х) (множители Лагранжа) долж- 
ны быть определены так, чтобы выполнялись 
дополнительные условия и уравнения Эйлера 
(ср. 3.1.6.6). 

Формулы для функции Лагранжа показывают, 
что здесь речь идет об обобщении известного 
метода множителей Лагранжа при поиске услов- 
ного экстремума. 

Достаточные условия экстремума. 
В то время как для действительных функций 
одного переменного условие /" (хо) > 0 ({” (хо) < 0) 
является достаточным для того, чтобы в точке х, 
функция /(х) имела минимум (максимум), анало- 
гичных условий для второй вариации 627 (т. е. 
627 > 0 или 62/ < 0) не хватает, чтобы получить 
достаточные условия экстремума для вариацион- 
ной задачи. Для этого привлекают дополнительные 
соображения, основанные на рассмотрении полей 
экстремалей. В дальнейшем будет рассматриваться 
достаточное условие для слабого и сильного экс- 
тремумов только для задачи Лагранжа нахождения 
экстремума функционала 


ле |х, у, уд, УС =)» уб) ун. 


0 


Будем говорить, что экстремаль у - у(х) можно 
расположить в поле экстремалей, если сушествует 
семейство экстремалей у = у(х, С) (С - параметр) 
такое, что 

- оно покрывает определенную область С 
плоскости х, у так, что через каждую точку С 
проходит ровно одна экстремаль семейства; 

- для данного С = С, получаем исходную 
экстремаль у = у(х), причем экстремаль у = у(х) 
лежит не на границе области С. 

Поле экстремалей называется центральным, 
если все кривые поля исходят из точки (хо, уо) ЄС 
(центр семейства экстремалей). Наклон проходящих 
через точку (х, у) экстремалей поля называется 
градиентом поля в точке (х, у) и обозначается 
р(х, у); р(х, у) как функция от (х, у) называется 
градиентной функцией. 

Достаточным условием для включения экстре- 
мали в поле экстремалей (с центром (хо, Уо)) явля- 
ется условие Якоби х, > х;. 

При применении Е-функции Вейерштрасса, оп- 
ределяемой соотношением 


Е (х, у, р, У) = 
= }(х, у, У) — Жо, у, р) = (у ни р)Ју (х, У, р) 


(где р = р(х, у) — градиентная функция), получают- 
ся следующие достаточные условия экстремума: 

а) Функция у(х) доставляет функционалу Ј (у) 
слабый (локальный) экстремум, если. 

1) у(х) является экстремалью, т. е. удовлетво- 
ряет уравнению Эйлера — Лагранжа и граничным 
условиям у(х) = уо, У(Х1) = у; 

2) у(х) может быть включена в поле экстре- 
малей; 


3) знак функции Е (х, у, р, у) не изменяется во 
всех точках (х, у), которые лежат достаточно 
близко от экстремали у(х), и для всех значений у, 
лежащих вблизи р(х, у(х)). Функция у доставляет 
функционалу минимум при ЕЁ > 0 и максимум 
при Е < 0. 

6) Функция у(х) доставляет функционалу Ј (у) 
сильный (локальный) экстремум, если 

1) выполнены пп. 1) и 2) условий а); 

2) функция Е (х, у, р, у) не изменяет свой знак 
для всех точек (х, у), лежащих в достаточной бли- 
зости от у(х), и для любых значений у (Е > 0 – 
минимум, Е < 0 — максимум). 


Пример 16. Найти экстремум функционала 


1 


ЈО) = |у? ах, у(0) = 0, 


у() = 1. 


Для этой задачи, решенной в примере 8, экстремаль у = х 
удовлетворяет условиям Лагранжа и Якоби и может быть 
включена в поле экстремалей у = Сх; Е-функцил имеет вид 


Е(х, у, р, у) = у? — р? — Зр (у – р) = (у – р)? (у + 2р). 


Из выражения для Е-функции видно, что первый сомножи- 
тель всегда неотрицателен, а второй положителен для значе- 
ний у, которые расположены около 1, т. е. у = х реализует 
слабый (локальный) минимум функционала. Условие сильного 
экстремума не выполнено, так как при у < 2 Е-функция 
отрицательна. 


Пример 17. Найти экстремум функционала 


1 


Ј (у) = је + 2у + у2/2)4х, _ у(д=0, уй)-0 


Экстремали этой задачи имеют вид 
у=х? + Слх + С;. 


Применение граничных условий дает у = х? ~ х. Усло- 
вия Лежандра и Якоби выполнены. Экстремаль у = х? – х 
может быть включена в поле у = х? + Сх 

Из соотношения Е (х, у, р, у) = (у — р)/2 видно, что 
Е > 0 для всех у, так что экстремаль у = х? — х реализует 
сильный (локальный) минимум. 


! 


Задачи для функций многих пере- 
менных. 


Пример 18. Найти экстремум функционала 


Ј(и) = Хх, у, и, и, и) ах ду, (3.16) 
С 
и (х, У) = Мо (х, у) для (х, ује рс. (3.17) 


Здесь отыскивается функция и (х, у), которая определена 
в области С плоскости х, у и принимает ‘заданные значения 
ио (х, у) на границе ОС области С. Кроме того, требуется, 
чтобы и(х, у имела непрерывные частные производные 
и, (х, у) и ш (х, у). 

Большинство из указанных выше условий экстремума 
для функций одного переменного непосредственно обобща- 
ется и на этот случай. 

Так, например, в качестве необходимого условия слабого 
(локального) экстремума функционала (3.16) получают следу- 
ющее уравнение Эйлера — Лагранжа: если и дважды непре- 
рывно дифференцируема, то 


‚вн д , 
Г. - зи зуи, = 0. (3.18) 
Это есть дифференциальное уравнение в частных производ- 
ных 2-го порядка. Так как значения функции и на границе 
дб заданы, то краевая задача может быть решена. 
Требование, чтобы функция и имела непрерывные произ- 
водные и; и и, позволяет ослабить следующая 
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Теорема Хаара. Равенство нулю первой 
вариации Ј (у) из (3.16) при непрерывной функции и 
и кусочно непрерывных производных и; и и, экви- 
валентно равенству 


И. ахау = (7, ду – Л ах), 
5 І, у 


где 5 — любая односвязная часть множества С 
(ограниченная кусочно гладкими кривыми), а Г. 
представляет собой ее границу (при обходе в по- 
ложительном направлении). 

Интегральное соотношение в теореме Хаара 
играет ту же роль, которую ранее играло уравне- 
ние Эйлера — Лагранжа. 


Пример 19. Для функционала Ј (и) = ||(и 2 + и?) ах ау 
с 
уравнение Эйлера — Лагранжа имеет вид 
их + иу = 0 (уравнение Лапласа). 


Задачи Майера и Больца. Наряду с за- 
дачей Лагранжа на практике встречаются также 
задачи на нахождение экстремума функционала 


4 (у) = Е (уо (Х1)) (3.19) 
или 
Хү 
Ј (у) = Е, (уо(х1) + [Е (х, Уб». У» Уо, ++» Упах 
“ (3.20) 
с условиями 
Р(х, Уо» .... Ут Уо ... Уһ) = 0 
(1 = 0, 1,.., т; т Сп), 
у; (Хо) = Ујо (/ = 0, 1, 4.4 п), (3.21) 
уху) = Ул (/ = 0, 1, ... п). 


Задачи такого вида называются задачей Майера 
((3.19), (3.21)) или задачей Больца ((3.20), (3.21)). Так 
как задача Майера есть частный случай задачи 
Больца (Ё, = 0), то рассматривается только послед- 
няя. Функционал Е, (уо(Х1)) из (3.20) может быть 
приведен посредством замены 


Уп+ 1 (Х) = Ел (уо (х)), 
т. е. 


Уп+1 (х) = Ету, (Уо (х)) Уо (х), Уп+а (Хо) = Е! (Уоо), 


к виду 
1 


, А , 

| Бу, (уо (Х)) уо (х) ах + Е, (уоо). 

Хо 
Так как Е, (уоо) есть известная постоянная, которая 
не оказывает влияния на поиск экстремума, то за- 
дача Больца эквивалентна следующей задаче Ла- 
гранжа нахождения экстремума функционала: 
Ј (у) = 


Хү 


ын | (Рту, (Уо) Уо + Е, (х, Уо» ++» Ут Уо, 4... ул) 4х, 
Хо 
Л (х, Уо --» Ун Уо» ... у)=0 
(= 0, 1, ... т; т <и), 
у; (Хо) = Ујо (/ = 0, 1, ..., и), 
у; (х1) = Уд (/ = 0, 1, ..., п). 
3.2.1.3. Теория Гамильтона — Якоби. Между 


уравнениями Эйлера — Лагранжа и уравнениями 
в частных производных 1-го порядка существует 


важная связь, которая была открыта Гамильтоном 
и развита Якоби. 

В дальнейшем будем рассматривать только 
функционалы вида 


Ј(у) = (Жоу, У) ах, у(хо) = уо, у(х) у. 


Хо 


Предположим, что существует экстремальное 
значение функционала. Пусть, например, Ј есть 
минимальное значение функционала Ј (у), т. е. 


Хї 
Ј = Ј(у) = | Дх, у, у) ах. 
Хо 
Пусть искомая функция у? (х) соединяет точки 
Ро (хо, Уо) И Р, (хі, У) т. е. 


у (хо) = уо, у(х) = ул. 


Величину Ј называют характеристической функ- 
цией Гамильтона. Если считать, что функция у? (х) 
уже определена, то значение Ј будет зависеть только 
от пределов интегрирования, т. е. 


Л = (Хо, уо; Ха, У). 


Предположим, что точка Р, зафиксирована, а точка 
Р, может перемещаться, т. е. Р, = Р, (х, у). Тогда 


Л = Л(х, у), 


т. е. Ј есть функция только координат. Можно 
показать, что функция Ј (х, у) удовлетворяет сле- 
дующим формулам Гамильтона: 


Л; = у(х, у, р(х, у) — р(х, у) Ху (№ У, р(х, у)), (3.22) 
Ју = Ју (х, у, р(х, у)), (3.23) 


где р(х, у) = у“ — градиент. 

Формулы (3.22), (3.23) играют в вариационном 
исчислении фундаментальную роль. При помощи 
этих формул можно вывести ряд условий экстре- 
мума; в частности, уравнение Эйлера — Лагранжа 
получается, если предположить, что Ј является 
дважды непрерывно дифференцируемой функцией 
по хи у. Исключая р(х, у) из формул Гамильтона, 
получают уравнение Гамильтона — Якоби: 


Л. + Н(х у, Ју) = 0, (3.24) 


где 
Н(х, у, Ј,) = (рју (х, у, р) –Ј (% У, Рур =у(х у, Л) 


(Н - функция Гамильтона, или гамильтониан); р = 
= у (х, у, Ј) находим из уравнения (3.23) (в пред- 
положении, что ј уују-=р 7 0). 

Уравнение Гамильтона — Якоби является урав- 
нением в частных производных 1-го порядка для 
определения экстремума Ј (х, у) функционала Ј. 
Общее решение (3.24) может содержать наряду 
с постоянными также и функции, которые можно 
выбирать произвольно. Пусть 


Л = Ј(х, у, а) 


есть однопараметрическое свойство решений, в ко- 
тором параметр а является существенным, т. е. 
выступает не только как аддитивный член. Тогда 
основная теорема теории Гамильто- 
на- Якоби позволяет утверждать следующее: 
ОЈ (х, у, а) _ ђ 


функция, определеннал из уравнения > 
а 
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(Б — произвольная постоянная), является общим 
решением уравнения Эйлера — Лагранжа для функ- 
ционала Ј (у) в неявной форме. 

Во многих случаях поиск решения уравнения 
Гамильтона — Якоби оказывается более простым, 
чем уравнения Эйлера — Лагранжа. 


Пример 20. Найти экстремум функционала 


х 
Ј(у = ГИС? + у:)(1 + у2)4х, у(хо) = уф уб) = әу. 
Хо 


Запишем формулы Гамильтона применительно к данному 
случаю: 


Ј=рух: + у + р:, 


Ле = Ис? + у)(1 + р?) – р? үх + у јул + р = 
= үх + у? 1 + р2. 
Решение уравиения Гамильтона — Якоби 
ЈЕ + Ј% их? + у? 
находим в виде 
Ј (х, у) = (х? віпа — 2хусова - у: зіп а)/2. 


Из уравнения дЈ/да = 5/2 получаем общее решение уравнения 
Эйлера -- Лагранжа 


х? сова + 2хузѕіпа – у: сова = В. 


3.2.1.4. Обратная задача вариационного исчисле- 
ния. Необходимое условие того, что функция у (х) 
доставляет экстремум функционалу Ј (у), приводит 
к уравнению Эйлера -- Лагранжа. Обратной зада- 
чей вариационного исчисления называют задачу по- 
строения по заданному уравнению в частных или 
обыкновенных производных функционала Ј (у), для 
которого это уравнение представляет собой урав- 
нение Эйлера -- Лагранжа. Этот метод играет важ- 
ную роль при численном решении дифференциаль- 
ных уравнений с граничными условиями. 

В обшем случае, однако, построить функционал 
Ј (у) по заданному дифференциальному уравнению 
ДОВОЛЬНО СЛОЖНО. 

Частный случай. Рассмотрим уравнение 
(в частных или обыкновенных производных) вида 


Аи =} 


где А — линейный дифференциальный оператор, 
а } – известная функция. Пусть, далее, оператор А 
симметричен, т. е. (Аи, 0) = (и, Ар), и положителен, 
т. е. (Аи, и) > 0 (равно 0 только при и = 0). Выра- 
жение (и, о) означает скалярное произведение функ- 
ций и и р. Если уравнение Аи =} имеет решение, 
то оно доставляет минимум функционалу 


Ј (и) = (Аи, и) – 2 (и, Г). 


Обратно, если существует элемент, который реа- 
лизует минимум функционала Ј (и), то этот элемент 
является решением уравнения Аи =} 

Выводы этой теоремы могут быть применены 
для построения функционала по заданному уравне- 
нию в частных или обыкновенных производных, 
причем так, чтобы уравнение Эйлера — Лагранжа 
для этого функционала совпадало с заданным 
уравнением. Главная трудность состоит в доказа- 
тельстве того, что оператор А является симмет- 
ричным и положительным. 


Пример 21. Пусть дано уравнение 
а ди 
Аи = - 2: р(х) 4х | + а(х) = у(х) 


с граничными условиями и (а) = и (Б) = 0. При предположе- 
ниях, что функции р(х), р (х), а(х) и /(х) являются непре- 
рывными и для каждого хе|а, 5| выполняются неравенства 
р(х) > ро > 0, 4(х) > 0, оператор А является симметричным 


и положительным: 
ь 


ь 
(Ам, 5) = - (мж (Роз ЕУ ах + | «өн ах = 


- | (оди (х) 9 (х) + а(х) ид од) 4х = (и, А0) 


(для о(а) = р(ђ) = 0), т.е. А симметричен. Если подставить 
в это выражение р = и, то получим, что 


ь 
(Аи, и) > ро ІШ ах > Бет |е 4х > 0, 


т. е. оператор А положителен. Таким образом, вышеупомя- 
нутое уравнение Аи = / является уравнением Эйлера — Ла- 
гранжа для функционала 


Ј (и) -[(( - 2, а) + аи а -2/и)4х 


Пример 22. Пусть дано уравнение Пуассона 
Аи = —Аи= -и, -и), -/(х, у) 
с граничными условиями 
и (х, у) =0 для всех (х, у)Е ОС, 


где д0 — граница области С, в которой ищется решение. 
Тогда 


а) (Аи, р) — (Ав, и) = 


= (22-00, - пи) + ўи - м) ахау = 
С 


= | (— (м0, — оиу) ах + (ио, — ош) ау) = 0, 
до 


если р(х, у) = 0 при (х, у)едО, и 
б) (Аи, и) = — [| и (изх + иу) ахау = 
с 


= — | (ии; 4х + ии, ду) + || (#'; + и?) ахау = 
да с 


= (|(и2 + и) ахау > 0. 
С у 


Из (Аи, и) = 0 следует и? + и? = 0, т.е. и(х, у) = 0, так 
как и (х, у) = соп и и(Х, у) = 0 на 0С. 

Таким образом, оператор А является симметричным 
и положительным, и для функционала Ј (и) получается выра- 
жение 


Ј (и) = и? и? - 2/и)дхду. 
С 


3.2.1.5. Числевные методы. Во многих практи- 
ческих случаях уравнение Эйлера — Лагранжа нель- 
зя решить точно и приходится использовать при- 
ближенные методы. Для того чтобы решить урав- 
нение Эйлера — Лагранжа, можно привлекать чис- 
ленные методы решения дифференциальных урав- 
нений (прежде всего метод сеток). Так как при этом 
приходится решать краевые задачи, то часто появ- 
ляются трудности. Поэтому для численного реше- 
ния вариационных задач применяются прямые 
методы. В этом случае вместо построения решения 
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дифференциальных уравнений пытаются построить 
минимизируюшую последовательность. 

Если функционал Ј(у) ограничен на своей 
области определения Р(Ј) снизу, т. е. 


ше Ј(у) = т> - о, 
уеєр(9) 


то каждую последовательность (у") из О(Л, для 
которой имеет место равенство 


іт Ј (у) = т, 


п — со 


называют минимизируюшей последовательностью. 
Сама последовательность іу") при этом не обяза- 
тельно должна сходиться. Кроме того, не всегда 
имеются минимальные элементы удеР (7) (т. е. 
Ј (у) = т). Зачастую относительно {у"} можно 
только сказать, что 


Л(у"+1) < Лу”) (п=1,2,...) 


(метод релаксации). 

В то время как при помоши уравненин Эйле- 
ра — Лагранжа определяют локальный экстремум, 
прямые методы позволяют находить абсолютный 
экстремум. Правда, необходимы дополнительные 
соображения относительно того, насколько реше- 
ния, найденные прямым методом, удовлетворяют 
уравнению Эйлера -- Лагранжа. 

Метод Эйлера рассмотрим на примере ре- 
шения задачи нахождения экстремума функционала 


Б 
Ј(у) = |б, у, у) 4х, у(а) = у, у(Б) = уь. 


Если отрезок (а, Б] разбить на п равных отрез- 
ков точками 


р-а 
х= а +1 





.., п), 


то на основе метода прямоугольников функционал 
Ј (у) можно приблизить выражением 


Ја (у) = Е(у;, ... Уп-1) - 


п-1 


=> УЛа + Ш, у (иа — У) 


:=0 


(А = (Б — ауп, у; = уа + іһ)). Тем самым получаем 
приближенную задачу на нахождение зкстремума 
для функции п — | переменных у;, ..., У,-1.. 


Пример 23. Найти экстремум функционала 
1 


Ј (у) = |(у? + у: + 2ху)дх, у(0) = у(1) = 0. 


0 
Отрезок (0, 1] разбивается на пять равных частей, и 
уз = у (0,4), 
уз = у(0,6), уз = у(0,8), уз -у(1) =0, 
У (0) ~ уо = (у, — 0/0,2, у’(0,2) = у; = (у; — у, 0,2), 
у (0,4) ~ у; = (уз — у2)/(0,2), у (0,6) == уз = (у, - у3)/(0,2), 
у (0,8) ~ у, = (0 - у4)/0,2). 


Приближенная задача на нахождение зкстремума функ- 
ционала 


4 ау \2 
150) «Лу уз у» у) = 02 У Ма У | + 2 + Оду 
іш 0,2 


Уо = У (0) = 0, у! = у(0,2), 
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решается методами дифференциального исчисления: 


, „2 220; = у) == 
гу = Д-Т АЕ у, +04=0, 


„2002 у) _ 2(уз— У1). - 
Лу, 004 Вода + 29, +08 = 0, 
‚ -20з3-Уу) _ 2(74— Уз) - 
Ту, 004 004 + 2уз + 12 = 0, 
‚ – 2ба— Уз) | 2) - 

Ју, 004 + 0, + 2у4 + 1,6 = 0. 


В следуюшей таблице сравниваются величины у, полу- 
ченные на основе данного приближения, с точными значе- 
ниями у(0,2 і) (округленными до четвертого знака): 





Метод Ритца. При помоши этого метода, 
как и при использовании метода Эйлера, вариа- 
ционная задача сводится к задаче отыскания экс- 
тремума функций. 

Основная идея заключается в следуюшем. Пусть 
иу, из, Из, ... есть полная система функций в области 
определения Р (Ј) функционала Ј (у), т. е. каждая 
функция у из Р (Л) может быть приближена с любой 
степенью точности линейной комбинацией функ- 
ЦИЙ и: 

п 
Уп (х) = 2, аш, 


:=1 


причем число п зависит от требуемой точности. 

Если эту линейную комбинацию подставить 
в функционал Ј(у), то он окажется функцией 
только параметров а,: 


Қ Ў ан) = Г(ат, ... а,). 


ісі 


Необходимым условием того, чтобы эта функ- 
ция принимала экстремальное значение относи- 
тельно параметров ац, айл, ..., а, является система 
соотношений 


Ја, =0, 7-0... 7-0 


Из этой системы нелинейных уравнений определя- 
ются параметры а; Функции и; называют также 


координатными функциями. Они подбираются 
обычно таким образом, чтобы функция 
п 
у, = Хам 


удовлетворяла граничным условиям задачи. 


Пример 24. Решение задачи из примера 23 методом 
Ритца. 

Допустим, что используются координатные функции 

и, (х) = х2 — х, и, (х) = х — х2, .. ин (х) жх" — х". 
Пусть п равно 2, т. е. 


уз (х) = а, (х? — х) + а; (х? — х?), у, (0) = у: (0 ж 0. 


\ 
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Тогда 
1 


7 (2 (х)) = ( (а, (2х – 1) + а; (3х? — 2х)? + 


+ (а, (х? — х) + а; (х? — х2)) + 2х (а, (х? – х) + 


+ а; (х? - х?)) 4х Ла, а). ` 


Из условий / а, =Ои/ а; = 0 вытекает, что 


= 1 

10' 
и, следовательно, а, = 69/473, а; = 77/473, у, (х) = (77х° — 
— 8х2 — 69х)/473. 





(ее) – х 


Сравнение с точным решением у (х) = аа 


дано в таблице. 


у(0,29) 


уз (0,21) 





Пример 25. Как следует из примера 22, уравнение 
Лапласа 
05 + Оуу = 0 


есть уравнение Эйлера — Лагранжа для функционала 


Ј (р) = || (72 + 0) ахау. 
С 


Пусть область С ограничена прямыми х = 0, у = 0, 
х + у = Ти на ее границе 06 задана функция р (х, у) =х? + у:. 
Возьмем координатные функции вида 


ио (х, у) = х? фу, ш (х, у) = ху(1-х- у), 
из (х, у) = ху(1-х- у)... 
и ПОЛОЖИМ п = 3, т.е. 
оз (х, у) = х2 + у? +а,ху(1 -х- у) + азх?у(і ~ х — у) + 
+ азх?у(1 – х- у). 


Функция ио (х, у) прибавляется для того, чтобы о; (х, у) 
удовлетворяла граничным условиям. Таким образом, 


Ј (03) = Да, аз, аз). 
Из соотношений Ла, = 0, Ла, = 0, Ла, = 0 получим а: 
= 3,0401, а; = аз = —0,0562, и, следовательно, 
оз (х, у) = ха + у: + ху(1 — х — у) (3,0401 - 0,0562 (х + х?)). 
Метод градиентного спуска. Так же как и дла 
задачи нелинейной оптимизации, для численного 


решения вармационных задач можно применять 
метод градиентного спуска. 

Пример 26. Пусть требуется минимизировать функ- 
ционал 


хі 
Ј(у = |] % У, удах, 


Хо 


причем на функции у(х) не накладывается никаких гранич- 
ных условий. 


Градиент функционала Ј (у) определяется в гиль- 
бертовом пространстве (см. 2.4.4.1.6) следуюшим 
образом. Если дифференциал Гато 

шт 0+0 0) 
ША --------- 
1-0 і 


(для таких Л, что у + МЕД (Ј) в некоторой окрест- 
ности точки Е = 0) существует и равен (Л (у), А), 
то Ј (у) называют градиентом функционала Ј (у). 
Под скалярным произведением (и, о) при этом 
понимают интеграл 

Хү 

| и(х) (х) ах. 


Хо 


В 3.2.1.2 было получено выражение 
Х1 а 
ӧЈ = | (ғ - 275) м ах, 
х 
Хо 
откуда дла градиента получаем 


а 
Ј (у) =} – 2-7» 


а 
-- и, = 0, 
7 


то Ј' (у) = 0. Используем этот градиент для при- 

ближенного решения указанной выше задачи. 
Исходя из известного начального приближения 

у! (х), построим последующие приближения по 


формуле 


Если у(х) является экстремалью, т. е. ѓу — 


у = у" — ВЈ (у). 


Величину шага В, можно определить, например, 
из условия 


Ј(у" — Вај' (у")) = тіп Г (у" — ВУ (у”)). 
820 


Заметим, что Л(у" — В. (у")) - функция только па- 
раметра В. Для последовательности {у"} имеет 
место цепочка неравенств 


Ј (у!) > Ј(у) >... > Ј(у) >... 


Пример 27. Рассмотрим решение задачи из примеров 
23 и 24 на нахождение минимума функционала 
1 


70-10” + у? + 2ху) 4х 


(без задания граничных условий). Вычислим градиент 
Ј (у) = 2х + 2у – 2у” 
и положим 
У! = у – р, (2х + 2у" – 2 (у")"). 


Пусть начальное приближение есть у! (х) = 0. Это озна- 
чает, что Ј (у!) = 2х и Ј (у!) = 0, откуда для первой итера- 
ции следует: 


у? = у! — ВЈ (у!) -2Ёх, 
1 


Ју) = 4 [6 + Вх? – Виз) ах = (18 - 38) = тіп, 
5 3) Вэ 
т. е. В, = 1/8, у: (х) = -х/4, Ј (у?) = — 1/12. 

Аналогично делают следуюшие шаги. Процесс останав- 
ливают, когда ./(у”) = 0 или, например, когда разница двух 
следуюших друг за другом значений функционала становится 
достаточно малой (например, Ј (у") - Ј (у"*!) < г). 

Легко найти точное решение этой задачи. 

Из уравнения Эйлера -- Лагранжа у” – у – х = 0 следует, 
что у(х) = Се + Се ~ — х; произвольные постоянные С, 
и С; можно определить из (естественных) граничных условий 


У(0)-0,-С,-1-0, 


У(1) -Сіе- Се !- 1 = 0, 


-1 





1-е 
С = тъ 
е-е 
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ВАРИАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ И ОПТИМАЛБНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 





3.2.2. ОПТИМАЛБНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 


3.2.2.1. Основные понятия. 


Пример 28. Рассмотрим прямолинейное движение ма- 
териальной точки. Состояние движушегося обьекта можно 
охарактеризовать функцией х, (4) и скоростью х, (!). На дви- 
жение можно влиять выбором ускорения и(4). Уравнения 
движения при этом имеют вид 


Хх =Х., Хх; = и. 


Существенно, что состояние объекта, описывае- 
мое указанным законом (системой обыкновенных 
дифференциальных уравнений), изменяется под 
внешним воздействием (управлением). Функции 
х; (1), ..., х„(#), описывающие состояние объекта, 
называют фазовыми координатами объекта. Вектор 
х (:) с координатами х; (7), ..., х, (1) называют фа- 
зовым вектором, п-мерное пространство точек х — 
фазовым пространством. Состояние обљекта зави- 
сит от величин управления и; (№), ..., и, (г), которые 
объединяются в вектор управления и (1); г-мерное 
пространство точек и называется пространством 
управления. 

Если х = х(г,) есть начальное состояние объ- 
екта, то состояние х (г) должно однозначно опре- 
деляться заданием х и и(:) ( > 10). Соответствую- 
щую кривую в пространстве состояний, исходящую 
из точки хо, называют траекторией. 

Пусть закон изменения состояния описывается 
системой обыкновенных дифференциальных урав- 
нений (динамической системой): 


Ха =], (Хи, 0.5 Хр Ші»... И, 0), 


Х, = /, (х;, .. » И» 1), 
ИЛИ, В векторном виде, 


х = }(х, и, В, 


» Хр Шү, .. 


ге [1 11]. 


Если функции /;(х, и, г) и 0/,/0х, (= 1, ..., п) 
непрерывно дифференцируемы по всем аргументам, 
то говорят о непрерывной динамической системе. 
Динамическая система 


ЎР: = » а; (0) х; + 2 Ба (1) ис, 
іі =1 


[= Ах + Ви, 


где А есть и х п-матрица с элементами а;, а В- 
п х г-матрица с элементами ћу, называется ли- 
нейной. 

Две динамические системы 


х =, и, В, 


называются эквивалентными, если существует не- 
вырожденная матрица Р размера п хп с постоян- 
ными элементами такая, что 


2( = Рх (0. 


2 =9 (2, и, 1) 


Тогда 2 = Р.х = Р- Ј (Р" 12, и, 1). 

В обшем случае вектор управленил не может 
выбираться произвольно, так как в силу реальных 
технических условий на него накладываются опре- 
деленные ограничения. Пусть (/ есть подмножество 
в пространстве управления, определенное, напри- 
мер, посредством неравенств |м; < а, или |и| < а, 


или (и) 0, и пусть и( принимает значения 
только из ЏО; тогда Ц называется областью управ- 
ления (зачастую область (/ является замкнутой или 
даже замкнутой, ограниченной и выпуклой). 

Очень часто на и() накладываются дополни- 
тельные требования гладкости. Если, например, 
управляющие устройства работают безынерционно, 
то это значит, что управление должно быть ку- 
сочно непрерывным. 

Управление называется допустимым на отрезке 
| го, 11], если 

1) и(1) принимает значения только из (/, 

2) и(І) кусочно непрерывна. 

Состояние х! называется достижимым из сос- 
тояния х0 = х(1о), если существуют допустимое 
управление и такое і, > їр, что для соответству- 
ющей траектории х (,) = х!. Множество всех состо- 
яний, достижимых из х9, называют множеством 
достижимости, относящимся к начальному сос- 
тоянию хо = х(ю) и области управления И. Если 
при этом задано и і,, то говорят о множестве 
достижимости, относящемся к х9, ОК ив. 

Если множество О выпукло, то для линейной 
системы множество достижимости, относящееся 
к фиксированному 1), является также выпуклым 
(множество достижимости в общем смысле при 
этом не обязательно выпуклое). 

Всюду в дальнейшем будем считать, что область 
управления совпадает со всем пространством уп- 
равления. Если состояние х! = 0 является достижи- 
мым из состояния х9 = х (Го), то говорят, что хе — 
управляемое состояние в момент времени їр. Если 
каждое состояние х? является управляемым в мо- 
мент времени їо, то систему для времени га назы- 
вают управляемой; если каждое состояние х9 явля- 
ется управляемым для каждого 1, то систему 
называют полностью управляемой (т.е. каждую 
точку пространства состояний при любом началь- 
ном моменте времени можно перевести в начало 
координат). 

Система управляема тогда и только тогда, 
когда любая эквивалентная ей система является 
управляемой. Однако это утверждение трудно 
использовать для практического анализа. 

Для линейной системы, у которой элементы 
матриц А и В являются постоянными (автономная 
линейная система), справедливо следующее утверж- 
дение. 

Пусть С есть матрица размера и х п'г: 


С = (В, АВ, А?В, ..., А" 1В}; 


линейная автономная система 


х = Ах + Ви 


является полностью управляемой тогда и только 
тогда, когда выполняется равенство 


гапе О = и. 


3.2.2.2. Принцип максимума Понтрягина. При 
одинаковых начальных состояниях данной динами- 
ческой системы, но при разных допустимых управ- 
лениях получают, вообще говоря, различные функ- 
ции состояний и, следовательно, различные про- 
цессы (и (1), х (1)). Поэтому имеет смысл говорить 
о таком процессе, который оптимален в некотором 
смысле. Тогда говорят об оптимальном процессе: 
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соответствуюшее управление называют оптималь- 
ным управлением, соответствующее состояние — оп- 
тимальным и соответствуюшую кривую — опти- 
мальной траекторией. 

Основная задача. Пусть задана динами- 
ческая система 


х = }(х, и, 1) 


с начальным условием х(1)= х? и областью 
упраьления (/. Ищется такое допусгимое управле- 
ние и соответствующая траектория, что для фик- 
сированного конечного момента времени г, выра- 
жение 


Ј = у с (1) = с! (1), 


где с; - заданные постоянные, является минималь- 
ным. (Очевидно, что речь идет о минимизации 
линейной комбинации координат конечного со- 
стояния.) 

Введем присоединенную вектор-функцию р(1) 


с координатами р, (1), ..., р, (г), удовлетворяюшими 
соотношению 
) " 07, 
р = — = ра р(п)= —«с; (-1,... п). 
ізі СЖ 
Вводя обозначения с = (сү, ..., с) 1, р = (рі, 
Т 
. "3 Ри) 9 
ел 0 4), 
Ох, дхі дх, 
дј/јобх= |. . . .-.-.. . | 
да да | 01. 
Ох, дхн Ох, 


получаем векторное представление: 


дү 
р = - т-р, 
дх 


р (11) = —с. 
Под функцией Гамильтона понимают выра- 
жение 


Таким образом, динамическая и присоединенная 
системы могут быть представлены в форме кано- 
нических уравнений: 


. ОН 0 
х=— х (09) = х, 
др 
. ОН 
р = р (11) = — с, 
ОН ОН 
где —— и —— — градиенты Н пори х. 
др дх 


Принцип максимума Понтрягина. Для того 
чтобы процесс (и(4), х(1)) решал заданную основ- 
ную задачу (т. е. являлся оптимальным процессом 
в смысле постановки задачи), необходимо суще- 
ствование присоединенной функции р (г), являющей- 
ся решением присоединенной системы с соответ- 
ствующим граничным условием и такой, что для 


почти всех ге [1о, 11 | выполняется условие 


тах Н (р (0), х(), и, 1) = Н(р(1), х (7), и (7), г). 


Если нужно максимизировать Ј, то указанное 
относительно Н условие максимума заменяется 
соответствуюшим условием минимума или гранич- 
ное условие записывается в виде р(!)) = +с. 

Сушественное преимушество принципа макси- 
мума по сравнению с классическими теоремами 
вариационного исчисления состоит в том, что он 
применим для любого (в частности, замкнутого) 
множества И. Расширение класса возможных 06- 
ластей управления И по сравнению с классиче- 
ским случаем открытых множеств весьма сущест- 
венно для приложений теории. 

Если нужно минимизировать дважды дифферен- 
цируемую по всем аргументам функцию 


Л=Е[х (1!) ], 


то в принципе максимума Понтрягина начальные 
условия для присоединенной системы следует заме- 


нить на 
дЕ 


р: (1) = – 9х, ян 


Если нужно минимизировать функционал 


її 
Ј = [№ (х, и, Іі) аг, 


Го 


где функция /о удовлетворяет таким же условиям, 
что и /, то функция Гамильтона определяется 
формулой 


Оо ке. 07, 
і 5 | А > к“ = 0 = 1,. , 
РУСИ 0 2 
Пример 29. 
Хі = Ха, Ха = и, х (0) = х0, |4| < 1, іші. 


Найдем оптимальное управление, при котором функционал 


(8 + и?) а 


оказывается минимальным. Имеем 
Н* = – (и + из) + хэр, + ир; = хәр; — (1 — ргји – из, 


Ра = 0, р. (1) = 0, ра = -рі, р2 (1) = 0, 


рі (1) = р; (0) = 0. 


2 
Следовательно, Н* = —и- и? = — ( + 2) + 4. Макси- 


мум Н* доставляет и = -1/2. 


Условие для конечной точки. Усло- 
вие трансверсальности. Условия в задачах 
часто задаются в конечной точке х (1,). Так, в до- 
полнение к основной задаче на оптимальной 
траектории часто должны выполняться условия 
вида 


Ек [х (11)] = 0 
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причем предполагается, что функции Ғ, дважды 





дЕ 
дифференцируемы по всем х; и якобиан | Е | 
Хх 


имеет максимальный ранг т. Тогда условия Ё, = 0 
(К =1,..., т) определяют в пространстве состояний 
некоторое гладкое многообразие. 

Требуется найти такое оптимальное управление, 
которое переводит точку х? = х (1) в произвольно 
выбранную точку этого многообразия. Если вектор 
р(ї:) перпендикулярен конечному многообразию, 
т. е. если 





р: (11) = рос; — 


а= 1 = 1, 


при некоторых значениях параметров А, (ро < 0 — 
постоянная), то говорят о выполнении условий 
трансверсальности. 

Конечные условия для р (1) в принципе макси- 
мума Понтрягина должны быть заменены на эти 
условия трансверсальности. 

Если критерий оптимальности задан в инте- 
гральной форме: 


ц 
| Го (х, и, 1) аг, 
0 


то гамильтониан определяется формулой 


Н* = ројо + » рЉ 


ісі 
а присоединенная система имеет вид 


. дјо ~ _ 47 
р: Ро дх, СД? і 9х 





р: (11) = - 2, А Е 


қ іші 


где ро < 0 — постоянная. В том случае, когда усло- 
вия для конечной точки не заданы, можно сразу 
записать, что ро = —1. 

Важнейшие соотношения, устанавливаемые в 
принципе максимума Понтрягина, приведены в 
табл. 3.4. 

Если 1 
{1,2,.. 


представляет` собой подмножество 
„ п}, а конечные условия таковы, что 


х (11) = хі для ісі 
(некоторые конечные координаты заданы), то усло- 
вие трансверсальности принимает специальный 
вид: 
заданы для ТЕГ, 
ре (#1) = рос для 161. 


Пример 30. Дано 
хі (0) = х, (0) = 0, х; (1) = х (1) = 1. 


Надо найти оптимальное управление, 
минимизируетса интеграл 


при котором 


1 


= — (2 
Ј=- ји аг. 


өрг 


Имеем {; = 1, ЕЁ, (х) =х, —1, Е,(х) = х, - 1, 
1 
Н* = ро-и? + рах + рзи, 


р. = 0, р. (1) = — А, р (1) = — А, рг = – рі, 


р. (0) = – А; И ра (0) = АА, — А. 


Тем самым максимум функции Гамильтона дает опти- 
мальное управление (очевидно, что ро < 0 и можно принять 
Ро = —1) 


и (0) = 1 - Хү - Аз. 


Неизвестные параметры А, и А, должны быть опреде- 
лены так, чтобы система переводилась в конечную точку 


хі (1) = х, (1) -1. 
Интегрируя уравнения состояния, получим, что 


1 
хү() = Та - 1 04 + Ма), ха = ма – а +): 
Из условий х; (1) = х; (1) = 1 следуют линейные уравне- 


ния для определения параметров А, и А;: 


Ча, - 2-04 + А) = 1, Ч, 


6 2 — (А + 21) = 1, 


так что оптимальное управление имеет вид 
и() = -6г + 4. 


Если на управление и накладываются ограниче- 
ния в форме неравенств (например, |и(0)| < 1), то, 
как легко видеть, найти оптимальное управление 
становится значительно труднее. 

Аналогично получают условие трансверсаль- 
ности для начальной точки в случае, если х (г) 
не задана, а только требуется, чтобы х(10) являлась 
точкой гладкого многообразия, описываемого сле- 
дуюшей системой: 


Тогда для присоединенной векторной 
должно выполняться условие 


06 
Ив. 
Ж В дх; 


функции 


р, (10) = — (= 1, ..., и). 


= 1, 


Задачи со свободным конечным 
временем. Во многих задачах конечное время г. 
не задано, и тогда говорят о задачах со сво- 
бодным конечным временем. 

В зависимости от задачи (основная задача, 
другие виды критериев оптимальности, условия 
в конечной точке) принцип максимума может быть 
дополнен условием 


тах Н (х (0), и, р (0), 1) = ) у д ра 


ИЕ ісі 


или (в случае, если критерий задается в интеграль- 
ной форме) 


. Ёп 
тах Н* (х (0), и, р(0), 09-13, р; 41. 


ој; 
ие(/ 7 :=0 ді 
Если имеется автономная-система, т. е. функции 
Ж.(х(Ә, и (1) зависят от Е неявно, то из того, что 
0 {:/01 = 0, сразу вытекает, что 
тах Н(х (1), и, р(1)) =0 


иє О 
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ИЛИ 
тах Н* (х (1), и, р(г)) = 0. 
НЕЙ 
Если нужно минимизировать га — 10, то говорят 
о так называемой временной оптимизационной за- 
даче (оптимизации по времени). В этом случае 
критерий оптимальности можно также записать 
в виде 


| /оаг С Го = 1. 
Тогда 


Н* = ро + У, реј = ро + Н. 


і1 


Дополнительное условис принимаст вид 


Ї под 
- с; 
тах Н (х (г), и, р(0,4)-1 2, рее – ро. 
НЕЦ и Е с 
Пример 31. Дано 
Х = х3, Х = и, Оаих 1. 


Надо найти такое допустимое управление, чтобы точка 
Хү (0) = 1, хз (0) = - 1 переводилась в точку х, (!,) = Х3(1;) = 0 
за кратчайшее время г,. Следовательно, 


Н = рха + рзи, 


р: =0, Ра = =рі. 


Управление 
и = 1, если ра > 0, 
0, если р; < 0, 


очевидным образом максимизирует Н. При интегрировании 
присоединенной системы получаем 


рубу, р: = -БИ + 5; 


с неизвестными постоянными интегрирования В, Б,. Очевид- 
но, рз не более одного раза претерпевает смену знака, 7. е. 
оно может не более одного раза дать переключение управ- 
ления с иж | на и=0 или с иж 0 на и з |, 

При и = 1 интегрированием системы состояний получаем 
семейство траекторий 


1 
х= - +зи + за ха =1 + 82 


(51, 52 — постоянные интегрирования). Исключая 1, получим 
семейство парабол 


х, -14 +51 -53. 


Соответственно для и=0 имеем семейство прямых 


Хр ЕР, Ха?” 

(11, Ға — постоянные интегрирования). Очевидно, что никакая 
прямая этого семейства не может пройти через конечную 
точку, которую нужно достигнуть, так как тогда должно 
было бы выполняться условие ғ; з Р; = 0. Для семейства 
парабол из условия х; = х, ж ) сразу получается, что 


5, — 44 = 0, т. е. парабола х; = 43 проходит через конеч- 


ную точку. Так как х, возрастает монотонно по /, то 
попадание в конечную точку происходит, но на ветви 
параболы 


11 
Хуш > >, 
Так как эта парабола не содержит начальной точки, то 
сначала необходимо управлять с и = 0, пока не будет 
достигнута нужная парабола, а затем сделать переключение 
на из |, 


хз  0.. 


Время переключения 1; и полное время г, могут быть 
легко вычислены. 

Исходяшаяиз начальной точки траектория получается при 
и=0: 


х= = + 1, Ху = — 1. 
Для і; имеем х, - 1, или 1-1: - 5, ИЛИ [2 = 1/2. 
Достигнутое состояние есть 
Ху = 1/2, Ха = -1. 
Дальнейшее управление с и = 1 дает траекторию 
= 12–3,4 9. =! 3. 
Хү, 2 ! 2 + 8” Ха =! 2' 


Из условия Х1(11)«Х,(1ү) = 0 следует, что Г; = 3/2. 
Для присоединенной функции р;, таким бразом, должны 
выполняться следующие соотношения: 


< 0 при г < 1/2, 


рз({)\ 0 при! = 1/2, 


> 0 при 1 > 1/2, 


т, 6. Ь = 25:, Ь, < 0. 
Дополнительное условие принципа максимума Понтряги- 
на также выполнено. 


Системы с распределенными пара- 
метрами. В отличие от задач управления, 
которые описываются обыкновенными дифферен- 
циальными уравнениями, задачи, которые описы- 
ваются уравнениями в часгных производных, 
называют системами с распределенными парамет- 
рами. 

Для этих задач можно сформулировать прин- 
цип максимума Понтрягина аналогично рас- 
смотренному выше. 

Так, например, длязадачи нахождения минимума 
функционала 


Ли) = ) сбка, 5) 


іші 


приче(/ с 
О;,у = 7 (х, у, О, 07, О, и) (г = 1, 2,..., п), 
О(х, 0) -7,(х), 0:00, у) = у(у), (0) = 4:(0), 


где и = (и, ..., и,) — кусочно непрерывный вектор 
управления, О = (0), ..., О,)— вектор состояния, 
принцип максимума Понтрагина имеет следуюшую 
форму: 

для того чтобы процесс (и(х, у), О(х, у)) 
решал данную задачу, необходимо сушествование 
присоединенных функций М, (х, у), являющихся ре- 
шением присоединенной системы 


Му = Но, ши (с/дх) Но, - (С/бу) Но» 


М,,- — Но, рер Му = -- Но, Й 


Ха 
М, (а, Б) = -с) (1 = 1, 2, ..., м), 


так что почти для всех (х, у)є[0, а] х [0, 5] 
выполняется условие максимума 


тах Н (х, у, М(х, у), О(х у), Ох (х, у), 0,(х, уји) = 
не 


= Н (х, у, М(х,у), О(х у), О; (х, у), Фу(х, у), и(х, у)), 


Н = У М (х, у) ] (х у, О, 02. Оу, и). 
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Пример 32. Найти минимум функционала 


11 
Л(и) = | | (х = ) Дахау 
00 
при |н|<іс 


х= -20,- 0,-20 + и, 
ху 


Вводя функцию 00(х. у) = | (х-1)04х4у, получим основ- 
00 


О(х, 0) = 0(0. у) = 0. 


ную задачу нахождения минимума функционала 00(1. 1) 
при условии, что |и|<Ти 


Оо, = (х- 1)0. 
«--20,-0,-20 + у, 
Максимизация функции Гамилљтона 
Н = №(х – )0 + М(-20, – 0; – 20 + и) 


лает оптимальное управление 


Оо(х, 0) = Оо (0, у) = 0, 
О(х. 0) =0(0, у) = 0. 


и (х, у) = яви М(х,у). 


Решение присоединенной системы 


ох, = 0, Му = -2М + 2М, + М, + №и(х – 1), 
№; = 0 |= 1. №, = Ма, 
№, = 0 | „|. №, = 2М |... 
М,(1, 1)--1, М, 0) = 0 
имеет вид Мо(х, 1) = – 1, М(х, у) -4 (е1 – х) (1 е2 0), 


так ҷто опгимальное управление выражается функцией 


и (х, у) = 51 П ; (ех! - х) (1 - г26- и) = ѕірп (е^! На у). 


Дла систем, которые описываются дифферен- 
циальными уравнениями в частных производных 
другого вида, существуют аналогичные принципы 


максимума. 
Связь между теорией оптималь- 
ного управления и вариационным 


исчислением. Теория оптимальных процессов 
разрабагывалась для решения задач с замкнутой 
областью определения. На основе этой теории 
можно решать также и вариационные задачи. 


Пример 33. Пусть задана задача Лагранжа (см. 
3.2.1.2) нахождения экстремума функционала 
ЈГ 
Ј(х) = | 1(х, ©, Паф, > Хо) = ХО, х(1ү) == хі. 
10 
При помощи замены (1) = (1) получают следующую 
задачу оптимального управления: найти экстремум функцио- 
нала 
г 
Ји) = (х.и, Оф, Хэжи, Х (10) = ХЭ, х(1ү) = Х', 
10 
Гамильтониан и присоединенная система имеют вид 
Н* = ри — (жи, 1), 


р = Ғұ(х, и, 1). 


Так как управление и(!) принимает значения из от- 


крытой области, 10 
НЕ = р — Ги(х и, 1) ж 0, 


откуда может быть определен максимум или минимум 
гамильтониана. Из этого равенства следует, что 


Учитывая, что Х=и 


Эйлера 


и ри. получим уравнение 


а, 

Г Го #0, (0) = хо, х(1ү) = ХЕ, 
4 

3.2.2.3. Дискретные системы. Если область опре- 

деления функции состояния х(!) является мно- 

жеством конечного числа значений 114, Го,... Им и 


изменение состояния происходит согласно закону 
х (1) = Ј (х (1, –1), и (1%), 1%) (К = 1,..., М), 


то говорят о дискретной системе. При этом 
и(1,) является г-мерным вектором управления в 
момент времени і, с областью управления И. 

Вводя обозначения: и“ =и(ц), х = х(1,), пред- 
ставим систему в виде 


х“ = ] (х“ |, и“ в) = Ех, и“). 


Если положить (, = К, то систему можно наглад- 
но описатђ при помоци М-ступенчатого процесса 
(рис. 3.51). При этом х" есть выходное состоя- 
ние ступени К, х“ ! — соответствующее входное 


! у“ им 
тог | г ти! -1 | ТА ам! Ре ТУ 
— ступе Е 2... тупе Шы .“. тулған. 


Рис 3.51 


состояние, а и“ — управление, действующее на этой 
ступени. Выходное состояние получается в зави- 
симости от входного состояния и соответствую- 
щего управления. 

Особое значение имеет следующая оптимиза- 
ционная задача. Дана система 


х = Де, и“) (К = 1,..., М), 


где ј“ по меньшей мере один раз дифферен- 
цируема по всем переменным, и“е ЏИ“ (замкнутое), 
начальное значение х? задано; найти такое 


допустимое управление и“ чтобы сумма 
п 

М М 

У с ( 


была минимальна (х; - координаты 
1=1 


выходного состояния х“). Если нужно минимизи- 
ровать Ех“, то для каждой ступени вводят 
величину состояния хе, ;: 


жа = Рой) = ЕР, 491 
Цель оптимизации — минимизировать хм. р 


Для таких систем могут быть сформулированы 
некоторые типичные постановки задач, подоб- 


но тому как это делалось для непрерывных 
систем. 
Гамильтониан ступени К (К = 1,..., №: 


п 
ко күХ(үК-1 Ск 
Н = У рі Ў: (х » Ч ). 
1-1 
Присоединенный вектор р’ и присоединенная 


система ступени К: 


к-1 Ш 
р; = 
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Принцип максимума. Если и’ оптимально в 
смысле поставленной задачи, то необходимо су- 
ществование М присоединенных, отличных от нула 
векторов р, представляющих собой решения 


присоединенной системы и таких, что 
к к к-1 к 
ОН (рт, хи’) к 
д = 0 в случае, если и“ лежит 
Х 


внутри ОК и Н'(р“, хі ий) максимально в слу- 


чае, если и“ лежит на границе 0“. 

В отличие от так называемого сильного 
принципа максимума для непрерывных процессов, 
эту форму называют слабым принципом максимума. 

3.2.2.4. Численные методы. Принцип максимума 
(необходимое условие оптимальности) дает полную 
систему для определения неизвестных величин. 
Однако в нем не содержится никаких алгорит- 
мов для вычисления этих величин. 

Как и при рассмотрении численных методов 
вариационного исчисления, различают так называе- 
мые прямые и косвенные численные методы. 

Принцип максимума Понтрягина приводит к так 
называемой задаче с граничными значениями в 
двух точках для определения функции состояния 
и присоединенной функции, причем дополнительно 
должна быть решена задача максимизации. 


Пример 34. Найти минимум функционала 
1 


лед 1 оа при условии, что |ін|<і и Хжх+и, 
0 


х (0) = 0. Максимизацил гамильтониана 


Н" = р(х и) — х 


достигается за счет оптимального управления 


и(1) = 5ідп р (4), 


так что для определения х(!) и р(І) получают задачу с 
граничными значенинми в двух точках: 
х (0) = 0, 


р(1) = 0. 


Х = х + “пр, 


р = -р+ х, 


Численные методы для приближенного решения 
этой задачи и для требуемой приближенной 
максимизации гамильтониана называют косвен- 
ными методами. Эти методы определяют вели- 
чины, которые удовлетворяют необходимым 
условиям оптимальности (принцип максимума). 

Так же как в вариационном исчислении, для 
приближенного решения задач оптимального управ- 
ления зачастую применяются так называемые 
прямые методы. Они создают монотонно убы- 
вающую последовательность значений функцио- 
нала, или минимизирующую последовательность 
(определение см. в 3.2.1.5). 

Значительную роль среди прямых методов 
играют так называемые градиентные методы. 
Градиент Ј' (и), определенный в 3.2.1.5, для 
функционала 

5! 


Ј(и) = |У0(х, и, Әй 


Го 
х (10) = х9, имеет вид 


Л (и) =-Н* 
р(11)-0и Н* =Рр/ - Јо. 


сх = (х, и, 3), 


ср = -Н», 


Таким образом, для приближенного решения 
задач оптимального управления теперь можно 
применять известные градиентные методы нелиней- 
ной оптимизации. Рассмотрим кратко три из них. 

а) Метод градиента для задач без 
ограничений. На управление и не наклады- 
вается никаких ограничений. Исходя из началь- 
ного управления и! (г), дальнейшие управления 
вычисляют согласно правилу 


ил! — и! 2 ВЛ (4) 


6) Метод градиента 
ограничениами. 

61) Условный метод градиента. 
Пусть и (г) - начальное приближение. Дальнейшие 
управления вычисляются согласно правилу 


и = (1 — В)и + Во; 


у получаются при этом как решения линей- 

ной «вспомогательной задачи» нахождения мини- 
5 

мума функционала {у (и) аг при ге. 


Го 


для задач с 


62) Проекционный метод градиента. 
Пусть и! (г) — начальное приближение. Дальнейшие 
управления вычисляются согласно правилу 


и = ри(и' — ВЈ (и); 


Ру означает при этом оператор проектирова- 


ния на множество 0, т.е. нужно решить 
«вспомогательную задачу» 
[м — ро(») | = тіп | м —и || 
ие 
при | у-и| = шах |у()—и( |. 
ге[, г) 


Трудности всех трех методов заключаются в 
выборе величины шага В, Шаг должен быть 
определен так, чтобы для соответствующих зна- 
чений функционала выполнялось неравенство 


Ли) < ли) (1=1,5,..). 


В методах 61) и 62) проблема выбора шага 
дополняется еще решением вспомогательной 
задачи. 


Пример 35. Найти минимум функционала 
| 
Лао = Е хр 
2 0 


с х=х-и, х(0) = 0. 
Для градиента получаем следуюшую формулу: 


Л (и) = — р() ср= -р + х, р(1) + 0. 


Если никаких ограничений на управление и нет, 10 из 
метода а) следует, что 
„У и! + В, = р х, р(1) =0. 
хе = ~ + и, х' (0) = 0. 
При часто встречаюшемся ограничении |и()|<1 при 

помоши методов 61) и 62) получают 

и 1 = (1 — бди! + яшр 
или 


И = и + Вр, сели | + Вр' | 1, 
ѕівп(и' + Ву), если | и + Вар | > 1, 


“ причем р(1) и х (г) вычисляются так же, как и на основе 


метода а). 
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3.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


Дифференциальное уравнение — уравнение, со- 
держащее неизвестную функцию одного или не- 
скольких переменных, независимые переменные и 
производные неизвестной функции по независи- 
мым переменным. 


Примеры дифференциальных уравнений: 


2 
2 4у + 34). + ду = 1, у(х) — неизвестная функция, 


ах а 

(3.25) 

2 

(2) - ху“ ра + зпу = 0, у(х) — неизвестная функция, 

(3.26) 

2 

ыы = хуг а 2. 2(х, у) — неизвестная функция. 

(3.27) 


Решить дифференциальное уравнение — это зна- 
чит найти все неизвестные функции, обрашаю- 
шие уравнение в тождество. В общем случае 
неизвестные функции определяются дифференциаль- 
ным уравнением неоднозначно (если решение 
вообще существует), поэтому на искомые функ- 
ции часто накладывают дополнительные условия. 


3.31. ОБЫКНОВЕННЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


3.3.1.1. Общие понятия. Теоремы существования 
и единственности. Обыкновенным дифференциаль- 
ным уравнением порядка г называется уравнение 
(относительно неизвестной функции у одного не- 
зависимого переменного х) вида 


Е[х, у(х), у (х),..., У (х)] = 0, 


где г — порядок наивысшей производной, входя- 
щей в уравнение. (Например, уравнение (3.25) 
имеет порядок 2, а (3.26) — порядок 1.) Если 
уравнение линейно по у,у,...,У?, то оно на- 
зывается линейным ((3.25) линейно, (3.26) — нет). 
Под дифференциальным уравнением в явной форме 
понимают дифференциальное уравнение, разрешен- 
ное относительно старшей производной: 


у (х) = Ј (х, у(х), у(),...,у 7 (х)). 


Уравнение вида (3.28) называют дифферен- 
циальным уравнением в неявной форме. Под 
интегрированием уравнения (3.28) понимают на- 
хождение функции у(х), которая удовлетворяет 
этому уравнению. При этом функция у(х) на- 
зывается решением дифференциального уравнения. 
Обшее решение обыкновенного дифференциального 
уравнения порядка г имеет вид 


у = у(х; С,,...,С,), 


(3.28) 


где С,,...,С, — произвольные постоянные. При лю- 
бом наборе конкретных постоянных получаются 
частные решения. 

Задача Коши (задача с начальными условия- 
ми) есть задача о нахождении частного решения, 
которое удовлетворяет г начальным условиям 


у(Хо) = уо, У (Хо) = уо, ::.,0 (Хо = у"). 


Если известно обшее решение, то для реше- 
ния задачи Коши постоянные С; находят из 


уравнений 
У(хо; С,,...,С,) = уо, 
Е (х; С с) | ; 
Ух, 19 4.» С, = уф, 
ах ЯМ" 
Га 
ГУС; 25857) = у" 1), 
ах Ке, 


Краевая задача есть задача отыскания частного 
решения, которое удовлетворяет ғ краевым усло- 
виям на концах отрезка а<х<Ь, т.е. при 
х =аих = Б. Дифференциальное уравнение может 
обладать также особыми решениями, т. е. реше- 
ниями, которые нельзя получить из общего решения 
путем подстановки конкретных значений для по- 
стоянных С; (ср. 3.3.1.2.2). 

Графическое изображение частного решения 
называют интегральной кривой. Общее решение 
дифференциального уравнения г-го порядка опре- 
деляет г-параметрическое семейство интегральных 
кривых. Обратно, каждое г-параметрическое се- 
мейство 


у = у(х; С,,...,С,) 


определяет (при некоторых дополнительных усло- 
виях) дифференциальное уравнение г-го порядка, 
которое получается путем исключения постоянных 
С,,...,С, из уравнений 


У® (х) = у® (х; Су,...,С,) 


Таким образом, дифференциальное 
описывает семейство кривых.. 


(1 = 0, 1,...,")%). 


уравнение 


Пример 1. Семейство всех окружностей на плос- 
кости (х — С.) + (у – С)? = С? содержит три параметра. 

Трехкратное дифференцирование приводит к уравнениям 
(х= С.) + (у – Сау = 0, | + (у — С) у" + (у)? = 0, 
(у = С) у" + Зу (у")? = 0. Исключая С, из двух последних 
уравнений, получаем 


у“ (1 + (у?) 2 Зу (ут = 0. 


Система обыкновенных дифференциальных урав- 
нений для неизвестных функций у, (х),...,у„(х) 
имеет вид 


Е, | х, Уі» Уз... Ун уһ у2,... 
пољу У), ут... „ујео (=1, 2,..., т). 


Решением системы обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений называется любая упорядо- 


ченная совокупность функций у; (х),...,у„(х), 
обращающих каждое уравнение в тождество. 
Порядком системы называется число 
п 


г= У г, где т; — порядок і-го уравнения. Общее 


іші 


решение системы у; = у(х) (і = 1,...,т) зависит 
от г произвольных постоянных. 
Каждое уравнение п-го порядка в явной форме 


У" (х) = Ло, у (х),...,у" 0 (х) 





+) У?(х) = у(х) 
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путем введения новых неизвестных функций у, = у, 
уз = у, уз = у",..., у, = У“ ? можно преобразовать 
в систему п дифференциальных уравнений 


Ут = у» Уз = уље Уһ-1 = У» Уһ = Ў (х, У1,-.› Уһ): 
Для систем вида 


у; = Д(х, уі, ... (1 = 1, 2,...,и) (3.29) 


‚ Уа) 


справедлива следуюшая теорема сушествованил и 
единственности для задачи Коши. 

Теорема Коши. Пусть выполнены следую- 
шие условия: 

1) функции /;(х, у1,..., у,) непрерывны и ограни- 
чены (| /;| < А) в замкнутой области 


С = {(х, Ур, У) | х — хо | Ка, 


|у; = У | <Ь, і = 1, 2,...,п}; 


2) в замкнутой области С по переменным 
Уу, -... Уп выполняется условие Липшица с кон- 
стантой Липшица 1, т.е. для всех (х, уі, ..., уп) 
и (х, у,,....У,) из С выполняется неравенство 


7: (х, У1ь..., Ў) — ЛЕХ, уро) | < Г. » | Ук— Ук | 
к-1 


(1 = 1, 2,...,п). 


Тогда система (3.29) с начальными условиями 
у:(х9) = у? имеет, и притом единственное, решение 
для |х — хо| ха, где о = тіп (а, 5/4). 

Замечание. Условие Липшица выполняется 
всегда, когда /; обладают ограниченными в 06- 
ласти С частными производными по ук, т. е. когда 


д 
Л, Ув, ..., У) | 5 і, К=71, ..., и). 
ду, ) (х, уа у)| СМ (,К-1 п) 


Если в теореме Коши опустить предположе- 
ние о том, что выполнено условие Липшица, 
то в результате получим лишь теорему сушест- 
вования решений при условии у; (х) = у (і = 1 
2, ..., п) (теорема Пеано). 

Примеры дифференциальных уравнений, кото- 
рые не удовлетворяют условиям теоремы Коши, 
рассматриваются в 3.3.1.2.2. 

Зависимость решения задачи Коши 


2 


от начальных данных. Если функции 
Хех, ул... ул) (1-1, 2,...,п) в некоторой окрест- 
ности (/(х9, у9,...,у9) точки (х°, уб,..., уд) удов- 


летворяют условиям теоремы Коши, то они удов- 
летворяют этим условиям и в некоторой окрест- 
ности ЏО (ё, ц,,...,П,) каждой точки (5, 11,....11,), 
достаточно близкой к точке (х0, у?,..., уд). 
Для каждой точки х, принадлежащей достаточно 
малой окрестности точки 6, всегда существует 
решение у, (х),...,у,(х) системы (3.29), удовлетво- 
ряюшее условиям х = 5, у! (5) = Па...» У» (5) = Үүд. 
В то же время эти функции, рассматриваемые 
как функции от начальных значений Е, П,..., Пи» 
непрерывны в некоторой окрестности точки 
(хо, у,...,у0). 

Если функции /, кроме переменных, зависят 
еще и от параметров р,,...,р, и если они 
непрерывны по всем аргументам, то функции 
у!,...,У» удовлетворяющие задаче Коши, суть не- 
прерывные функции параметров р1,....р,- 

Общее решение системы (3.29) содержит и 
произвольных постоянных: у; = у, (х, Сі,..., С,), где 


і = 1, 2,...,п. Функция и(х, уџ,...,у,) называется 
первым интегралом системы (3.29), если и постоян- 
на вдоль кривых решения системы (постоянная 
зависит от выбранного частного решения); и 
первых интегралов получают путем решения 
уравнений у; = у; (х, С,,..., С) относительно С}. 
Каждый первый интеграл удовлетворяет дифферен- 
циальному уравнению 


ди + ) ди + 
9х 11Х, Уј,..., Уһ ду, 





ди 
... + Га(х, Ут»... Уһ) зу 
У» 
и, обратно, каждое решение и этого дифферен- 
циального уравнения дает первый интеграл системы 
(3.29). Тогда п первых интегралов системы (3.29), 
для когорых соответствующие функции и, 
(К = 1, 2,...,п) линейно независимы, образуют 
общий интеграл системы (3.29). 
3.3.1.2. Дифференциальные 
порядка. 
3.3.1.2.1. Уравнения 1-го порядка в яв- 
ной форме. Частные виды уравнений. 
Дифференциальное уравнение 1-го порядка в яв- 
ной форме имеет вид 


у = (х, у). 


Если через точку М (х, у) проходит график ре- 
шения у = у(х) уравнения у = ј(х, у), то наклон 
х касательной к графику в точке М(х, у) 
определяется непосредственно из уравнения (так как 
«га = у (х) = Х(х, у). Таким образом, дифферен- 
циальное уравнение в каждой точке рассматри- 
ваемой области задает направление касательной 
к кривой решения. Совокупность этих направлений 
образует направлений (рис. 3.52). Точка 


уравнения 1-го 


поле 


Ах 





вместе с заданным в ней направлением называется 
линейным элементом поля направлений. Точку 
М (х, у) называют носителем линейного элемента. 
Итак, интегрирование дифференциального уравне- 
ния 1-го порядка у = /(х, у) геометрически сво- 
дится к соединению элементов поля направлений 
в интегральные кривые, касательные к которым 
в каждой точке имеют направление, совпадающее 
с полем направлений в данной точке. 

Часто приходится иметь дело с полем направ- 
лений, в котором встречаются вертикальные направ- 
ления, соответствующие полюсу функции /(х, у). 
В этом случае у считают независимым перемен- 
ным и рассматривают уравнение 


ах 1. 
ду (х, у): 
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В области, в которой выполняются условия 
теоремы Коши для уравнения в явной форме, 
через каждую точку проходит единственная интег- 
ральная кривая. 


Пример 1. В области б, (см. рис. 3.52) выполнены ус- 


ах 1-х 


ловия теоремы Коши для уравнения фу“ у но не дла 


4 = 12-5 в области С; — наоборот. 

Совокупноќть всех интегральных кривых зави- 
сит от одного параметра. Уравнение соответ- 
ствующего однопараметрического семейства кри- 
вых — общий интеграл дифференциального уравне- 
ния 1-го порядка — содержит одну произвольную 
постоянную. Чтобы из общего интеграла 
І(х, у, С) = 0 получить частный интеграл у = у(х) 
(или х = х(у)), удовлетворяющий условию уо = у(Хо) 
(или хо = х(уо)), нужно найти постоянную С 
из уравнения Ї(Хо, уо, С) = 0. 

Частные виды обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнениц 1-го порядка. 

Дифференциальное уравнение с разделяющимися 
переменными: 


„1 
9(У) 


Обший интеграл имеет вид 
Їд(у)4у = | РО) ах + С. 


-4у2 - 
Пример 2. у-1-9 +0-7 


ду – 3 . Путем вычисления 


4у- 3 
ду“ -бу+ 7 
рал х2(4у2 ~ бу+ 7) = С. 


.2. уйу 
Пример 3. у у 2. Из | | получаем 
общий интеграл у + пу-1| = -2х + С. 


интегралов у, (Е дх получаем общий интег- 


Однородное уравнение: 


где Ри О- однородные функции степени г, т. е. 
Р (кх, Ку) = К'Р (х, у), О(Кх, Ку) = КО (х, у). 


Путем введения новой неизвестной функции 
и = у/х такое уравнение приводится к уравнению 
с разделяющимися переменными. 


- 3У-7х 
Пример 4. у 45 За 
О = 4у — 3х — одиородные функции степени 1. Полагая 
ди „1 —4и- +6и-7 Оно 


Здесь Р«3у-7х и 


у = их, приведем уравнение к виду 


ах х 4-3 
имеет общий интеграл х2 (4и? — би + 7) = С (см. пример 2). 
Общий интеграл исходного уравнения имеет вид 


4у2 - бух + 7х2 = С. 


Уравнения вида 


, ах + Бу + с 
У=Л 
Ах + Ву + С 








Если аВ - БА # 0, то заменой г = х- хо, и = у — у, 
где хо и уо- единственное решение системы 
ах + Бу+ с = 0, Ах + Ву + С = 0, такое уравнение 
сводится к однородному. Если аВ- БА = 0, то 
полагают и = ах + Бу, ! = х; в этом случае урав- 


нение сводится к уравнению с разделяюшимися 
переменными. 


Пример $. у = — 12 +3у— 2. Здесь аВ-ВАж - 1950 





—3х + ду – 5' 
29 7 
и замена ишу- 45,1-х- ју приводит к уравнению 
,„_ 34-17 
и т “Ар Общий интеграл этого уравнения 


442 — би! + 7:2 = С, был найден в примере 4. Таким обра- 
зом, 4): ~ 10у ~ бху + 7х? + 4х = С есть общий интеграл 
исходиого уравнения. 


Пример 6. у = шалма, Здесь аВ — БА «0. Тогда 


4и 2 


замена и = —х + у приводит к уравнению ду и с об- 


шим интегралом и + Іп | —и + 1] = —2х + С (см. пример 3). 


Общее решение исходного уравнения есть у + п|х-у+ 1! + 
= —х + С. 


Уравнения в полных дифференциалах : 


Р(х, у) ах + О(х, у)4у -0, (3.30) 


где ОР/ду = д0/дх. 
Если в некоторой односвязной области функции 
Р и О непрерывны вместе со своими частными 


производными 1-го порядка, то условие 


ОР 00 
—— = —- необходимо и достаточно для того, 
ду дх 


чтобы существовала функция Е(х, у) такая, что 
АЕ(х, у) = Р(х у) ах + О(х, у) ау 
ИЛИ 


дЕ дЕ 
-— Р(х, у) и ——= 0(Х, у). 
дх ду 


В этом случае Ғ(х, у) = С есть обший интеграл 
уравнения в полных дифференциалах. Функцию 
Ғ(х, у) можно найти по формуле (ср. 3.1.8.5) 


х у 
Е(х у) = | Р(6 у45 + | 0(, п)ат 
Хо Уо 
(хо И уо произвольны). 


Пример7. (х ~ ујах + (у72 — х)ду = 0, Здесь ОРјду = – 1 
и 20/0х = —1 в любой односвязной области, не содер- 
жащей точек оси абсцисс. Тогда 


х у 
Е(х у) = [6 у) + | (72 - ходу = 
Хо Уо 


х? | ( ха 1 ) 
2 у у 2 Уо оУо 


Получаем общий интеграл х2у ~ 2у2х ~ 2 ~ Су = 0, 
Если левая часть уравнения (3.30) не является 
полным дифференциалом (= е. - 


иногда можно найти такую функцию р(х, у) 
(интегрирующий множитель), что дифференциаль- 
ное уравнение иРах + рО ду = 0 будет уравне- 
нием в полных дифференциалах. Интегрирующий 
множитель и (х, у) удовлетворяет дифференциально- 
му уравнению в частных производных 
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Любое частное решение этого уравнения являет- 
ся интегрируюшим множителем. 

Часто уравнение в частных производных для 
нахождения интегрируюшего множителя и можно 
упростить, если считать и функцией только х 
(или у, или ху, или х/у) При этом руковод- 
ствуются следуюшими правилами: 


| (ОР С 
а) Если -- | а = Ј (х), то р(х, у) = р(х). 
О \ ду Ох 








1 /дР д 
6) Если 52 2) 70), то и(х, у) = р (у). 
у 
1 д 20 \ _ 
в) Если аа бу - 52) = Ј (ху), 


1 ОР 00\_ у 
Ән ври) (5) 


то и(х, у) = (2) 


Пример 8. (хуй - у?) ах + (1 – ху?) ду = 0. Здесь 
ОР 00. ОР 00 
ду бх 2ху – ду #0, пра 2) - 2. 
ӨР 20 
Считая, что и = џ (у), получим и: (0 ду“ 0). + 


или и. - ‘ы. Частное решение: д = у?! 


После умножения на ц получаем уравнение (х — у) 4х + 
+ (у72 – х)ду = 0, которое является уравнением, в полных 
дифференциалах. Его общий интеграл имеет вид хіу ~ 2у2х — 
– 2 ~ Су = 0 (см. пример 7). 


Линейное дифференциальное уравнение: 
у + Р(х)у = 00). 


Это неоднородное относительно у и у уравне- 
ние имеет интегрирующий множитель у(х) = 
2 еЇР бд4х. 


(3.31) 


обшее решение получают по формуле 


Уб = я (| седне ах + с) 


Если заменить в ней неопределенный интеграл 
на определенный интеграл с пределами интегри- 
рования хо и х. то получим, что у(хо) = С 

Линейному неоднородному уравнению (3.31) 
ставится в соответствие линейное однородное 
уравнение у + Р(х) у = 0 (однородное по отно- 
шению к у и у —не путать с ранее рас- 
смотренным однородным по и оу). 

Общее решение линейного дифференциального 
уравнения наряду с изложенным выше методом 
можно найти и иначе: у=и+у, где и – общее 
решение линейного однородного уравнения и у — 
какое-либо частное решение линейного неоднород- 
ного уравнения. 

Методом вариации постоянной, используя общее 
решение линейного однородного уравнения, можно 
найти частное решение линейного неоднородного 
уравнения. Общее решение однородного уравнения 


имеет вид и = Се | Р О94Х (см, дифференциальное 


уравнение с разделяющимися переменными). Пред- 
положим теперь, что С, зависит от х, и выберем 


С, = С, (х) так, чтобы функция ў = С, (х)је [Р604Х 


удовлетворяла уравнению (3.31); получим частное 
решение неоднородного уравнения: 


ў = С, (х)е 17694 


2х2 1 
Пример 9. у + - хіх 21у 





2 
а) р(х) = + | и общее решение имеет вид 


›= ка - 675 +с)- а ) 


6) Найдем частное решение, проходящее через точку 
Хо = 2, уо = 1/4. Имеем 


- 45-32. )- 223 

ко) «| 2145) жсір 
3 

и соответствующее частное решение равно 


“ЧЕ И) = 1 
у(х) (-4 ит 1) хх 





Пример 10. А1(0 + 1, 40. Е есть дифференциаль- 


ное уравнение для силы тока 1(!) в цепи, состоящей 
из источника тока с напряжением Е = Б, (постоянное 
напряжение) или Е = Еубіпой (переменное напряжение), 
сопротивления К и индуктивности [.. Обозначая К/1, = а 
и Ео/ =ђ (а, В — постоянные), получим общее решение: 


Г) = Се" + Ма при Е = Ёс, 


1) = (с + » | наш га) = Се-« + ЦОГ а). 
Иа? + о? 


(« = агі 8) при Еш Есіп ом. 


Общее решение Се“ линейного одиородного уравнения 
соответствует затухаюшему процессу, а второе слагаемое 
в формуле для 1(!) есть частное решение исходиого не- 
однородного уравнения, оно дает постоянную составляющую 
силы тока. Для случая Еш Ёџвіпог сила тока сдвинута по 
фазе относительно напряжения на угол а. 


Уравнение Бернулли 
у + Р(х)у = О(х)у" (пж!) 


сводится к линейному дифференциальному уравне- 
нию введением нового переменного 2 = у! 7": 


2 + (1 — и) Р(х)2 = (1 – п) О (х). 
Пример 11. хї(х-1)у-у = х(х ~ 2) у= 0, па 2, 
Вводя новое переменное 2 =: у“! получим линейное урав- 
нение 2 + ја и - - лат Оно имеет общее реше- 


ние 2 = х1 (сы с) (см. пример 9); общее решение 


х2 


исходного уравнения: у = Г3С(х-1) 


Уравнение Риккати: 
у = Р(х)у? + О(х)у + К(х). 


В общем случае это дифференциальное урав- 
нение неразрешимо в квадратурах. Если же из- 
вестно одно .частное решение уі, то введением 
нового переменного 2 по формуле у = у; + 1/2 
уравнение Риккати может быть сведено к линейному 
дифференциальному уравнению 


г + (2Ру, + 0)2 = -Р. 
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Если у;- другое частное решение, то 
21. = Му; — у,) есть частное решение линейного 
уравнения для переменного 2; это позволяет 
упростить интегрирование уравнения. Если же из- 
вестны три частных решения у, ул, Уз. ТО 
общий интеграл уравнения Риккати имеет вид 

Уу— Уг . Уз — Уг = С. 
у- Уур Уз- у 

Заменой у = – 2'/Р (х) г уравнение Риккати можно 
привести к линейному дифференциальному урав- 
нению 2-го порадка (ср. 3.3.1.3.4) 


Р: – (Р' + РО)г + КР22 = 0. 





2 
Заменой У- Р(х) + 6 (х), 


уравнение Риккати можно привести к канони- 
ческой форме 2 = 22 + К(х), где Ко) = Р(—ђ' + 
+ РЬ? + ОБ + К). 

Частный случай уравнения Риккати: 

















у + ау? = х", а = 0. 
Оно разрешимо для т = 0 (уравнение с раз- 
41 
деляюшимися переменными) и для т- 1-% 
(К= +1, +2,...: 
1 
если К > 0, то заменой у = ——+ —, х = 
хту ах 
= 1 (т+ 3) ду --2 гт 
= х получаем, что 2579) = рх", где 
х 
Ь г а 
а = , ђ= , 
+3 т + 3 
яс" + 1 4(К— 1). 
т+3 1-2(-1)” 
8 Ь 
если К «0, то заменой у = ---------Х- 
х(бху + т + 1) 
== 1 (т+1) ду --2 г 
=х получаем, что 27 ау“ = Бх”, где 
2 ђ - а 
а = — -------, = -- » 
т- 1 т- 1 
_ Зт + 4 4(К + 1) 
т = — ----------:--- 
т + 1 1— 2(К + 1) 
Указанные замены следует проводить, пока 
получаемое т не оказывается равным нулю. 
Пример 12. у = у? – (2х + ђу + (х2 + х + 1). Здесь 


у(х) тх есть частное решение Замена у = х + 1/2 при- 
водит к уравнению 2 —2=—1 с общим решением 
2 = Се“ +1. Уравнение Риккати имсег общее решение 


у=х+ - ' __-. Замена у=2 +0, где Б=х+ 1/2, при- 


Се“ + 1 

водит данное уравнение к канонической форме 2 = г? — 1/4 

Замена у = —2/2 приводит данное уравнение к уравнению 
2-го порядка 2" + (2х + 2 + (х + х + 1)2 =0 

Пример 13. у – Зу? = х7, т = — 8/5, К = – 2, а = -3, 


Ь = 1. Замена у = ву х = ХУ3 приводит к урав- 

нению у’+ 5% ш-5Х743 где т-- 5, Ке –1, а= 5, 

Б = —5, а новая замена у = = ---- --,Х-х?-к урав- 
УЛ 51/3) 


нению ју — 15у: = 5 с разделяюшимися переменными 


3.3.1.2.2. Дифференциальное уравне- 
ние 1-го порядка не разрешенное 
относительно у. , 

1) Уравнение Е(х, у, у) = 0 разрешимо отно- 
сительно у. Пусть в данной точке (хо, Уо) 
уравнение Е (Хо, уо, р) = 0, где р = у, имеет дей- 
ствительные корни р1,....р» функция Е(х, у, р) 
и ее первые частные производные непрерывны 
по всем переменным в каждой точке х = Хо, 
у = уо, р=р:и 5” 0. Тогда уравнение Е (х, у, р) = 0 
распадается на п дифференциальных уравнений 
вида у = Јј (х, у), где Ј (Хо Уо) = р. Через точку 
(хо, Ур) проходят точно пи интегральных кривых. 


Пример 14 Найти инте ральную кривую уравнения 


у? = |4у|, проходяшую через точку (0, 1). Здесь 
_ 2 дЕ СЕ СЕ 

Е(х, у, р) = р — |4у| Функции Е, :-, =, -- непрерывны 
Ох” ду др 

при х= 0, у= 1, р =2 и р, = -2, и ОЕ(О, 1, 2удр=4 # 0, 

0Е0, 1, —2) _ _ 

бр = —4 0. Таким образом, уравнение 

р? — 14; | = 0 распадаегся на два уравнения: у = 2ү| у| и 

у = -2ү| уі! Через точку (0, 1) проходят обе интегральные 


кривые" у = (х + 1) и у = (х = 1). 


2) Уравнение Е(х, у, у) = 0 разрешимо относи- 
тельно у. Известна тройка чисел (хо, уо, Ро), для 
которой Е (Хо, уо, Ро) = 0 и уравнение Е (х, у, р) = 0 
разрешимо в окрестности (хо, Уо, Ро) относительно 
у: у= б(х, р), т.е. уо = С(хо, ро) и Е(х, С(х, р), р)-0. 

Если рассматривать только такие решения 
у = у(х), которые в окрестности точки хо имеют 
отличную от нуля непрерывную производную, и 
если еще предположить, что С(х, р) имеет в 
окрестности точки (хо, Ро) непрерывные частные 


дС (хо, 
производные по х и ри С, (хо, Бин „ 0, 


то получим уравнение 


др Р-б р) 
ах бу(х,р) 


разрешенное относительно производной. Решение 
этого уравнения имеет вид р = р(х) или х = х(р); 
после подстановки в уравнение у = С(х, р) получаем 
решение исходного уравнения в виде у = у(х) или 
у = у(р), х = х(р) как параметрическое представ- 
ление. 


е + дху — у= 0 


Пример 15 Выберем точку 
(хо, Го) произвольно. возьмем, например, (0, 1); гогда 
Уо = еРо + 2хоро и (Хо, Уо Ро) = (0, е, 1). Уравнение прини- 
мает вид у--С(х, р), где О(х, р) + е? + 2хр и 

ар р 
С’ (0, 1) = е2 0 Таким образом, о -- ----:----, ИЛИ 
ғ (0. 1) Р ах е? + 2х 
(е? + 2х)ар + рах = 0 Решение это о уравнения (иптегри- 
рующий множитель р = р) при условии р(0) + 1 есть 
х = Ре, а решение исходного уравиения в параметри- 
ческой форме имеет вид у=(2—р) 1 ег, х = 
р 

= (1 — р) зге" Эти уравнения суть парамстрическос пред- 
ставление ингегральпой кривой уравнения е! + 2ху—у=0 
в окрестности р = | (при условии хо = 0, уо = е, у (0) = 1) 


3) Уравнение Е (х, у, у) = 0 разрешимо отно- 
сительно х. Пусть известна точка (хо, уо, ро), 
в которой Ё (хо, уо, ро) = 0, и пусть в окрестности 
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этой точки уравнение Е(х, у, р) = 0 можно раз- 
решить относительно х: х = Н (у, р). Ограничимся 
решенизми вида у = у(х), где р = у (х) разрешимо 
в окрестности (хо, ро) относительно х; х = х(р). 
Дифференцируя соотношение х = Н (у, р) по р, 
получим уравнение 


ду _ рН, (5 ЩЕ 28 
ар РН, — 1 др рар 
с решением у = у(р) или р-рб). Решение 


исходной задачи получается в виде х = х(р) и 
у = у(р) (р - параметр) или х = х(у). 
Пример 16. х = уу + (у)?. При этом Е(х у, р) = 


-х-ур-р! и Н(у, р) = ур + р?. Точка (хо, уо) может 
быть задана произвольно с единственным условием: 


А (00) + хо => 0; тогда существует по крайней мере одно 


значение ро такое, что хо — уоро — рё = 0. Рассмотрим, 
например, точку хо = 0, уо = 0, ро = 0. Вспомогательное 


ду р 





линейнов дифференциальное уравнение р + угт = 
2 
= – ЖЕ имеет решение у(р) = — р + 221102 при у(0)=0. 
- 1 — р? 


Интегральная кривая уравнения х = уу + (у)?, проходя- 
щая через точку хо = 0, уо = 0 (у (0) = 0), имеет (в окрест- 
ности р = 0) параметрическую форму 
у= –р + агсвіп р хэр агсвпр. 
Ир? 1-р 
4) Уравнение Лагранжа 
а(у)х + Б(ују + с(у) = 0 


всегда интегрируется в квадратурах указанным 
выше способом. Если а(р) + Ь(р)р = 0, то имеем 
уравнение Клеро 





у = ух + Қу). 
Общее решение этого уравнения имеет вид 
у = Сх + (С). 
Линейный элемент (хо, Уо Ро) уравнения 
Ғ(х, у, р) = 0, т.е. Ғ(хо, уо, Ро) = 0, называется 


регулярным, если в окрестности точки (хо, Уо) 
сушествует единственная непрерывная функция 
р-/(х, у} такая) что ро = (Хо, уо) и 
Е (х, у, Ј (х, у) = 0. В этом случае дифференциаль- 
ное уравнение у = Х(х, у) в окрестности точки 
хо имеет единственную интегральную кривую, 
проходящую через (хо, у) и такую, что 
у (хо) = Ро. В противном случае линейный эле- 
мент называется особым. Совокупность точек 
(х, у) — носителей особых линейных элементов — 
называется дискриминантной кривой уравнения. 
Интегральная кривая, состоящая из особых линей- 
ных элементов, называется особой, а ее уравнение 
называется особым интегралом. Если функция 
Е(х, у, р) в окрестности линейного элемента 
(хо, уо, Ро) непрерывна и имеет непрерывные 
частные производные Ғ, Е, и Ё,, то линейный 
элемент регулярен только тогда, когда Р,(Хо, 
Уо, Ро) # 0. Если же Е (Хо, уо, Ро) = 0, то линей- 
ный элемент будет особым. 

Как правило, особый интеграл не получается 
из общего ни при каком значении произволь- 
ной постоянной. Для нахождения особого интеграла 
дифференциального уравнения Е(х, у, р) =0, где 
р=у, к этому уравнению присоединяют урав- 


нение Е,(х, у, р) = 0 и исключают р. Если полу- 
ченное соотношение является интегралом исход- 
ного уравнения, то это особый интеграл. Если 
известно уравнение семейства интегральных кривых, 
т.е. общий интеграл данного уравнения, то для 
нахождения огибающих кривых этого семейства, 
дающих особые решения, могут быть применены 
методы дифференциальной геометрии. 


Пример 17. р? ((х ~ у)? – 1) – 2р + (х – у)? – 1) = 0. 
Общий интеграл находим, разрешая уравнение относи- 
тельно у и применяя описанный выше метод: 











Таким образом, (х – С)? + (у – С)? = 1. 

Дополнительное уравнение для нахождения особых 
решений есть р((х — у) — 1) – 1 = 0. Исключение р приводит 
к уравнению (х – уј((х — у)? – 2) = 0, т.е. у = х, 
у= х + 2, у= х – у2. В данном случае у = х не яв- 
ляется решением исходиого уравнения и, следовательно, 
не дает особого решения Два других выражения, 


у=х+у2 и у=х- у2, являются особыми решениями. 
Эти особые решения можно получить также из общего 





Рис. 3.53 


решения как огибающие, исключая С из уравнений 


(х – С) + (у – С)? – 1 = 0, 32-0 С +(у– ср –)=0 
(рис. 3.53). 


Особые точки дифференциального уравнения. 
Пусть 
| Рб у) _ 
0 (х, у) 





Их, у), (3.32) 


где Р и О- многочлены по х и у без общего 
множителя: производная 0 //ду обращается в бес- 
конечность только в тех точках (Хо, уо), В которых 
О (хо, уо) = 0. В этих точках как правая часть 


уравнения 4х = Об у). 

ду Р(х, у) 
и ее производная по х непрерывны. По теореме 
существования и единственности через такую точку 
проходит единственная интегральная кривая 


х = 9(у). Если Р(хо, уо) = О(хо, уо) = 0 (при данных 


(если Р(хо, уо) # 0), так 


предположениях это может быть только в 
изолированных точках), то (хо, уо) называется 
особой точкой дифференциального уравнения 


(3.32). Особых решений для такого уравнения не 
существует. 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 1-го ПОРАДКА 


Дифференциальное уравнение 
ду _ ах + Бу 


= 2 (ад - Бс # 0) 


(3.33) 
ах сх-дау 


(а, Б, с, 4 — постоянные) имеет особую изолиро- 
ванную точку (0, 0). Через каждую другую точку, 
достаточно близкую к (0, 0), проходит единствен- 
ная интегральная кривая. Рассмотрим корни 2, и 
2; характеристического уравнения 


с--2 
9 5- 





= 22 -(Ь+с)г + (Бс - ад) = 0 





и приведем уравнение (3.33) при 2; # 2, посред- 
ством замены переменных х = Ах + Ву, у=Сх+ ру, 
где постоянные А, В, С, р (42482 > 0, С? + р? > 0) 
можно найти из систем 
(с — 22) А + ав = 0, (с — 2)С + ар =0, 
дА + (6 — 2,)В = 0, ОС + (6 — 2,)р =0, 


к дифференциальному уравнению 





ду _ лу 
Ах 2 3 ( (3.34) 
2 
а при 26=2,=2; посредством заменъ 
- Б- с 
х = ах + >» у = у – к уравнению 
ау х + гоу 


Эти (аффинные) преобразования не изменяют 
характера особой точки. Решение уравнения (3.34) 


имеет вид у= С|Х|1/:, а решение уравнения 
1 _ 

(3.35) — вид у= 203 |х| + Сх. 
0 


Случай 1. Корни 2; и 2, — действительные 
и одного знака. Особал точка называется узлом. 
Без ограничения обшности можно считать, что 
21 22) > 0. Из условия (при 2; > 22) 


Фу - + 2 Сјуја/ а -1 -0 
ах 180 22 х=0 
следует, что все кривые в особой точке касают- 
ся друг друга, т. е. имеют в особой точке общую ка- 
сательную. Если 2; = 2», 
7 то из особом точки в 
любом направлении вы- 
ходит единственная ин- 
тегральная кривая. На- 
ряду с этими семейст- 
вами кривых имеется 
л еще одна проходящая че- 
рез особую точку интег- 
ральная кривая: х = 0). 
Пример 18. 
ду _ — 6х + ду 
4х -х-у! 
Корнями характеристического 
уравнения 22—32 + 2 =0 яв- 
ляются 21 = 2 и 2 = 1. За- 
мена х = — 3х фу, ў = -2х + 
ау 2у 
+ у приводит к уравнению Р ийг интегральные кри- 
вые которого задаются уравнениями у = Сх2 (рис. 3.54). 


Рис. 3.54 
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Пример 19. 2 ж жы. Корни характеристическо- 


го уравнения 2:—22+1=0 равны между собой: 
21 = 2; = 1. Замена Х = 2х – 2у, у = у приводит к уравнению 


Рис. 3.55 


интегральные кривые которого задаются 


4у 25+) 
ах х” 
уравнениями у = Хїш|Х| + Сх (рис. 3.55). 

Пример 20. Фу. >. Зто уравнение уже имеет кано- 


ническую форму. Корни характеристического уравнения 


Рис. 3.56 


2 –— 22 + 1 = 0 равны между собой: 2; = 2; = 1. Урав- 
нения интегральных кривых имеют вид у = Сх (рис. 3.56). 


Случай 2. Корни 2, и г, — действитель- 
ные и разных знаков. Особая точка называется 
седлом. При 21/2: = —К < 0 получаем общее реше- 
ние вида у =С|х|`^. Через особую точку проходят 
только две интегральные кривые: х=0 и у=0. 





Рис. 3 57 


Пример 21. 4) - - > Корни характеристического 
уравнения 22 —1=0 равны 2, = | И 2; = – 1. Уравнения 
интегральных кривых имеют вид ху = С (рис. 3.57). 
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Случай 3. Корни 2, и 2, — комплексно сопря- 
женные (но не чисто мнимые). Особая точка назы- 
вается фокусом. При замене переменных 


х = Ах + Ву, у = Сх + Ру 


коэффициенты А и В можно определить так, чтобы 
они были комплексно сопряжены по отношению 
к коэффициентам С и Ор. Так как х, у в общем 
случае для действительных х и у будут ком- 
плексными, то вводят новые переменные х, у, 
полагая 


х-х+ риу=х- 7. 


Характер особой точки При такой замене вновь 
не меняется. Общее решение уравнения (3.33) в 
координатах х, у имеет вид 


(х2 + у2)и2 = Се (р/а) ага (9/5), 
где 
21 = р + ід, 22 = р — 1, 


или в полярных координатах 
х = р сов Ф, у = р біп Фр- Се (р/а) Ф 


Это — семейство логарифмических спиралей в 
плоскости х, у с гсимптотической особой точкой. 
Все кривые входят в особую точку, но не имеют 
там определенной производной и совершают 


бесконечное множество оборотов вокруг точки 
(0, 0). 





7 
т 
Рис. 3 58 
ду 5х-4у - 
Пример 22. 155 С 2у' Характеристическое урав- 
нение имеет корни 2; = - +, 2; ж – 1 – і, и замена 


Х = 1 (3 -дх-у у= 58 + ђх — у приводит к уравнению 
ау ^ (1+ђу 





= (сағ Наконец, замена Х = Х + іў, у = х – іў при- 
водит к уравнению 
аду _х+у 
х Х-у 


решение которого имеет вид (рис. 3.58) 
(52 + 92)1/2 = Сего (У/5), 


Случай 4. Корни 2; и 2, - чисто мнимые 
сопряженные. Особая точка называется центром. 


Переменные х, у (выбранные, как в случае 3) дают 
интегральные кривые 
т. е. семейство замкнутых кривых, которые окру- 
жают особую точку. 


х 


Пример 23. Корни характеристического 


4х 
уравнения 2? + 1 = ) равны 2, =Г и 2; = –і Уравнения 
интегральных кривых имеют вид х? + у: = С (рис. 3.59). 


у 


Рис 359 


а 
Пусть в дифференциальном уравнении ян = 


Р (х, 
- Ре у) функции Р (х, у) и О(х, у) имеют непре- 


О (х, у) 


рывные частные производные, и пусть 


Р(х, у) = а(х — хо) +В (у — уо) “Р(х. у), 


О (х, у) = с(х — хо) + а (у – уо) + О! (х, У), 
где ад — вс *0и 

Р, (х. у) 
ош = 0, 

х = хо (х- хо)? + (у — Уо)) 

Уэ Уо 

іт 60) -0 

х хо ((Х — хо)? + (у — уо)?)“? 

У-? Уо 


Оказывается, что (за одним исключением) вид 
особой точки (Хо, Уо) данного дифференциального 
уравнения будет тот же, что и у особой точки 
уравнения первого приближения 


ду _ а(х — хо) + (у – уо) 
ах с (х - хо) + д(у- уо). 


Примечание 1. Если особая точка уравнения 
первого приближения - центр, то особая точка 
основного уравнения является центром или фо- 
кусом. 

Примечание 2. Если ад - Бс = 0, то для оп- 
ределения вида особой точки требуется рассмот- 
рение членов высшего порядка. 

3.3.1.2.3. Приближенные методы реше- 
ния уравнений 1-го порядка. Здесь ко- 
ротко упомянуты некоторые методы; ниже (см. 
7.1.2.9) они будут рассмотрены подробно. 

Метод последовательных прибли- 
жений (Пикар). В предположениях теоремы 
сушествованил и единственности задача Коши 
у = Р(х, у), у(хо) = а эквивалентна уравнению 


у(х) = а + та у (#)) аг. 


Хо 


Функции у, вычисленные последовательно по 
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формуле 


х 


У (х) -а | (5 у,-1(0) а, 


Хо 


уо (!) = а, 


равномерно сходятся в заданном промежутке к 
искомому решению у (х). 


Пример 24. у жх? + у?, у(0) = 1. Легко вычислить 


г 3 
Уо = 1, налж ажат 2, 
0 


3 
х А 2 
1+ |(п+(паг+ те) ја = 
0 


= | + х+х? + жі үх үс үх 
3 6 15 63 
Интегрированиеприпомоширядов. 
В предположении, что правая часть дифференциаль- 
ного уравнения у = / (х, у) аналитична по х и у, 
т.е. что она может быть разложена в степенной 
ряд по х и у, решение задачи Коши 


у = До, у), у(хо) = уо 


существует в виде 
со 
у(х) = У а, (х — Хо)“, ак = у“ (хо)/К!. 
к=0 


Замечаниа. 1) Коэффициенты а, можно вы- 
числить при помоши дифференциального уравнения 
последовательным дифференцированием и под- 
ставить в ряд; 2) часто составляют ряд с неопре- 
деленными коэффициентами и затем вычисляют а, 
из рекуррентной системы, которая получаетса, 
если подставить ряд в дифференциальное урав- 
нение и приравнять коэффициенты при одинаковых 
степенях (х — хо). Этот метод применим также к 
дифференциальным уравнениям высшего порядка 
и к системам. 


Пример 25. у = х? + у2, у(0) = 1. Функция /(х, у) = 
= х? + у: аналитична по х и у. Вычисления УР(0) про- 
изводим, последовательно дифференцируя исходное урав- 
нение: 


У (0) = 1, 

у (0) = (х? + у) го = 1, 

у'(0) = (2х + 2уу)| о = 2, 

у" (0) =(2 + 2 (у) + 2уу") | =о = 8, 
у (0) = (буу? + 2уу”)с-о = 28, 


Получаем 


2 8 28 
у(х) =1+х+ ох + рх? + арх +... 


Графическое интегрирование. Этот 
метод базируется на понятии поля направлений 
(ср. 3.3.1.2.1). Интегральная кривая изображается 
ломаной, выходящей из заданной начальной точки. 
Она состоит из коротких отрезков, направление 
каждого из которых совпадает с направлением 
поля в начальной точке отрезка, являющейся 





при этом конечной точкой предыдущего отрезка 
(рис. 3.60). 

3.3.1.3. Линейные дифференциальные уравнения 
и линейные системы. 

3.3.1.3.1. Общая теория линейных диф- 
ференциальных уравнений. Линейным 
дифференциальным уравнением п-го порядка на- 
зывается уравнение вида 


у + ра (х) у" +... + ра-а (х) у + р(х) у = Хх). 
(3.36) 


Такие дифференциальные уравнения имеют боль- 
шое значение в приложениях; при этом функцию 
Ї(х) часто называют возмущающей функцией. 
Если Ј (х) = 0, то линейное дифференциальное урав- 
нение называется однородным; если Ј(х)ж= 0, его 
называют неоднородным. Коэффициенты р, (х) 
предполагаются непрерывными в рассматривае- 
мом интервале (а, Б). 

Однородное уравнение. Если функции у, (х) 
(у = 1, 2, ..., К) — решения однородного уравнения 
в интервале (а, Б), то и их линейная комбинация 


к 
у(х) = У Су, (х) 
у= 1 
(С, — произвольные постоянные) является реше- 
нием линейного однородного дифференциального 
уравнения. 

Функции у, (х) (у = 1, 2, ..., К) называются 
линейно зависимыми на интервале (а, 5), если 
существует К чисел С, таких, что для любого 
хе(а, ђ) справедливо равенство 


У Су, (х) = 0, 


у=1 
где А 
У | С,|> 0. 


үші 


Если же это равенство возможно только при 
условии, что С,-..-С,-0, то функции 
уз (х), ..., у, (х) называются линейно независимыми. 

Решения уу, ул, ..., у, однородного уравнения 
линейно зависимы на (а, 6), если определитель 
Вронского (вронскиан) 


И (х) = И (у, (х), ..., у, (х)) = 


Уі У2 ... Ун 
уі у? ... Уп 


у“ у!“ 1) 22. уй! 
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равен нулю в точке хо е(а, Б). Из равенства У (хо) = 
= 0 в силу формулы Лиувилля 

Хх 

Града) 

Хо 


следует, что И (х) = 0 на (а, Б). Указанные п реше- 
ний однородного уравнения на (а, 5) линейно 
независимы, если определитель Вронского в точке 
хо (а, Б) не равен нулю, откуда следует, что этот оп- 
ределитель нигде не равен нулю на (а, В). 
Каждое однородное дифференциальное уравне- 
ние п-го порядка всегда имеет фундаментальную 
систему решений, т.е. п линейно независимых 


(х) = И (хо) ЈЕ 


решений. Если решения у), ..., у, образуют 
фундаментальную систему решений, то у(х)- 
= Слул (х) + Су: (х) +... + С.у, (х) есть общее 


решение линейного однородного дифференциаль- 
ного уравнения. 

Если известно частное решение у, (х) однород- 
ного дифференциального уравнения п-го порядка 
на интервале (а, ђ) (у, (х) = 0), то можно понизить 
порядок дифференциального уравнения (сохраняя 
его линейность) заменой переменных у = у; [и (х) ах. 
Если и; (х), ..., ш-1(х) – фундаментальная си- 
стема преобразованного уравнения, то функции 


уі (х), уз (х ) = у; ( х) [ и! (х Х, ..., У! (х) = 
= Уц-1(Х)| и, (х) ах 
образуют фундаментальную систему решений 


исходного уравнения. 


Пример 26. х2(1-х)у”-2х(2-х)у + 2(1+ ху 0. 
В канонической форме это уравнение имеет вид 


2(1+х) 
Ут (1-х) 


х2(1- х) 


Чтобы обеспечить "непрерывность коэффициентов, вы- 
берем в качестве интервала (а, Ь) один из интервалов 
(-оо, 0), (0, 1), (1, +оо). Частное решение этого уравнения 
имеет вид у; (х) = х7?, Данное одиородное дифференциаль- 
ное уравнение приводится посредством замены у= 


—————у + у = 0. 





2 
х72|и(х)4х к уравнению и + —— ти 0, решение кото- 


1 

рого есть и(х) = (х — 1)?. Таким образом, у,(х)ј=х :, 
уз (х) = х7? |(х – 1): ах = (х – 1) (3х2) образуют фундамен- 
тальную систему решений исходного уравнения. Так как 


И (х) = к=. 1) и, следовательно, 


И(-1) 4 3 0, (1/2) = 4 #0, (2) = 2-4 + 0 


(смотря по тому, в каком интервале проводится рассмотре- 
ңие), то полученные решения линейно независимы. Общее 
решение имеет вид 


3 
у(х) = С, ~ + с, ар. 

Неоднородное уравнение. Общее решение у ли- 
нейного неоднородного уравнения равно сумме 
общего решения соответствующего однородного 
уравнения 2 и частного решения у неоднородного 
уравнения: у = 2 + у. Для вычисления у применяют 
один из следующих методов. 

Метод вариации постоянных. Запи- 
шем искомое решение в виде общего решения 
соответствующего однородного дифференциаль- 
ного уравнения у = Су; +... + Су, и предполо- 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


жим, что коэффициенты С, зависят от х. Производ- 
ные функций С, (х) найдем из системы уравнений 


Слу + Су; +... 
пу + Су» + 


+ Спуп - 0, 
+ Сһуһ = 0, 
Су» Сб? +... + Су = 0, 
КО Суу? Оч... + Су У = Ј (х). 
Решая эту линейную систему, получаем С), а 
затем квадратурами получаем и С, (х). В результате 


частное решение линейного неоднородного уравне- 
ния записывается в виде 








ӯ (х) = у, (х) | ЖЕ 4: +... + уа(Х) и а 


Хо 


При этом И, (х) — определители, которые получа- 
ются из определителя Вронского И (х) для функций 
у! (х), ..., уһ(х), если элементы у-го столбца заме- 
нить на 0, 0, ..., 0, 7 (х). Полученное таким образом 
частное решение у(х) уравнения (3.36) удовлетво- 
ряет условиям 


У (хо) =... = у" 0 (хо) = 0. 


Метод Коши. В общем решении линейного 
однородного дифференциального уравнения выбе- 
рем коэффициенты С, так, чтобы при х = а выпол- 
нялись условия у (а) = 0, у (а) = 0, ..., у" (а) = 0, 
У" а) = у (а), где а – произвольный параметр. 
Если у(х, а) есть полученное таким образом реше- 


у (хо) = 


ние однородного уравнениа, то у (х – [ у(х, ајда – 
Хо 
частное решение уравнения (3.36), для которого 


У (хо) = У (хо) =... = у“ "(хо) = 0. 

Пример 27. ва -х)у"+2х(0-х)у + 2(1 + х) у = х?. 
В канонической форме это уравнение имеет вид 
2(2- х) 
х(1-х)” 
Для непрерывности коэффициентов ограничимся одним 


из интервалов ( — оо, 0), (0, 1), (1, оо). Общее решение соответ- 
ствуюшего однородного дифференциального уравнения есть 


(х- 1) (х- 1): 
Зх? х4 


2(1 1 
у + 2042 „т 


у + х2(1- х) 1-х 


ге С, г І — + С, -———>— и (х) = 


„а и Ж, 0) = Сет 


Следовательно, для интервала "ч 1) или (–— о, 0) 


(см. пример 26). Далее, МҮ, (х) = 


у= | ба 5 аг = 
у= |73 3х (-1 
0 0 
х (х-1/3х-2) (х-1) | 21 
7955-76 “а ХТ 
откуда 
1 (х – 
— – ) | — 11+ 
85726737 за 101-11 
1 (х- 1) 
+ Ст + С: за: 
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3.3.1.3.2. Линейные уравнения с по- 
стоянными козффициентами. Уравнение 
п-го порядка с постоянными коэффициентами 
имеет вид 


ау (х) + ау" 0 (х) +... қа, -ау(у + фу (х) = 
= / (х) (ао + 0). 


Однородное уравнение. Однородному дифферен- 
циальному уравнению аоу” +... + а,у = 0 ставится 
в соответствие характеристический многочлен“) 
Р.(") = ао" + ап" ! +... + а. Этот многочлен 
можно представитђ в виде 


РР) = ое пу - те (ра + а)... 
.. (ғ ни (Р, ын ТІ (ғ на (р! — ға уд, у (е ни (Р, - іа, 


у и 

где У К,+2 У реа. При этом г, — различные 
5=1 5=1 

действительные корни кратности К, а р, + 44, 
р, — 4; - различные пары комплексно сопряжен- 
ных корней кратности [, (коэффициенты характе- 
ристического многочлена действительны). Отдель- 
ным сомножителям Р,(г) поставим в соответствие 


к 
следующие функции: (г — г,) * — функцию у, (х) = 
=(Ы+Ьх+... + БК х.т ђеха(г - (р, + 14:))5( - 
-(р.- 145))5 — функцию 
и, (х) = (с! + с2х +... + сэх 1) ер сов а,х + 
+ (4: + а2х +... + ахь 1) еР5х вш дъх. 


Количество всех коэффициентов — произвольных 
постоянных 6“, ски 4: — в точности равно и. Общее 
решение однородного дифференциального урав- 
нения может быть записано в виде 


у= у(х) + у; (х) +... + ук (х) + 
+ и; (х) + и; (х) +... + И (х). 


Пример 28. у“ — 2у% + Ву" – 12у + Ву = 0, 
Рё (г) = 77 — 24 + 872 — 127 + 8 = 
= (0+ 2) (7 – (1+ 0) (7 – (1 0). 


Сомножителю (ғ + 2) соответствует функция у, (х) == 
=ђђе 2», а сомножителю (ғ — (1 + 0)? (7 — (1 — 0)? соответ- 
ствует функция 


и, (х) = (с! + с?х) е со5х + (41 + Ф? х) ех біп х. 
Общее решение имеет вид 


у(х) = бе“ 27 + е“ (сү + с1х)с05 х + (41 + 41х) зіп х]. 


Неоднородное уравнение. Обшее решение линей- 
ного неоднородного уравнения с постоянными 
коэффициентами можно представить в виде у- 
= 2 + у, где 2 — общее решение однородного урав- 
нения, а частное решение у неоднородного урав- 
нения можно найти вариацией постоянных или мето- 
дом Коши. Еше один способ решения таких урав- 
нений - это операторный метод (см. 3.3.1.6). 

Наиболее просто находится частное решение 
линейного неоднородного уравнения с постоян- 
ными коэффициентами, если правая часть (возму- 
шаюшая функция) имеет специальный вид. 


*) Этот многочлен можно получить, подставив выра- 
жение у-е” в дифференциальное уравнение. 


Некоторые примеры. Пусть О,(х)- 
многочлен степени К. Если правая часть уравне- 
ния имеет вид / (х) = О, (х) е”*, то частное решение 
ищется в виде у = К, (х) е"*, где К» (х) — многочлен 
степени К с неопределенными коэффициентами, при 
условии, что т не является корнем характеристи- 
ческого многочлена Р,; частное решение ищется в 
виде у = х'К, (х) е"* в случае, если т есть 4-кратный 
корень характеристического многочлена. Если пра- 
вая часть имеет вид /(х) = О, (х)е"* ѕіп ох или 
О, (х) е" соѕ ох, то частное решение ищется в 
виде у = е"“ (К, (х) совох + 8, (х) т ох), если т + іш 
не является корнем характеристического много- 
члена; частное решение ищется в виде у= 
= хе" (К, (х) сов ох + 5; (х) ѕіп ох), если т + іо яв- 
ляется 4-кратным корнем характеристического 
многочлена. В обоих случаях К, (х) и 5, (х) — мно- 
гочлены степени К с неопределенными коэффи- 
циентами. 

Если правая часть представляет собой линей- 
ную комбинацию вышеуказанных функций, то 
частное решение уравнения равно сумме решений, 
соответствующих каждому члену линейной ком- 
бинации. 


Например, при /(х) = ае", где Р,(т) # 0, 
Ш ае"х 

частное решение имеет вид у = ----; если т 
Р,(т) 


является 4-кратным корнем характеристического 
многочлена, то частное решение имеет вид 


ахчетх 
Ут 


(4) (т) ' 
Пример 29. у" - 3у' + у – Зу = без, Характеристи- 
ческий многочлен Рз(г) = г? — 3? + 7 — 3 = (" — 3) (7 + 0) (~ 


6 
— і) имеет простой корень г = 3. Тогда ӯ = то хе” и уж 


6 . 
= хе" + Се“ + С, зіп х + Сзсов х. 


Пример 30, у" + 4у + 4у = х? + е —– ѕіп х. Характе- 
ристический многочлен имеет вид Р; (ғ) = г? + 47 + 4 = (г — 2). 
Частное решение ищется в виде у- (Ах? + Вх + С) + 
+ Ве + (Есозх + Езтх). Подставим его в дифференциаль- 
ное уравнение 


ЗА + Ре“ — Есозх – Езпх + 8Ах + 4В + 4ре* — 
— ДЕ ѕіпх + АЕ созх + 4Ах? + 4Вх + 4С + Аре“ + 
+ АЕ созх + 4Езшх = х? + ех — біп х. 


Приравнивая коэффициенты, получаем систему 


44-1, 8А+4В=0, 2А+4В+4С = 0, 
9р =1, ЗЕ + 4Е = 0, —4Е + ЗЕ = - 1. 
Решая эту систему, находим вид частного решения 
21-21 з 1, 4 3. 
у= тх лъха ре + 55 605 х- 55 біп х, 


а общее решение исходного уравнения имеет вид 
- ў С 2х С 2х 
у= ў + Се“ + Сохе“. 


Дифференциальное уравнение Эйлера 


>, а, (сх +) у (х) = Ј (х) 

у=0 
может быть сведено к линейному дифференциаль- 
ному уравнению с постоянными коэффициентами 
подстановкой сх + 4 = е. 


316 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 





Пример 31. (х+ 1) у“—(х + [ју — 3у = 6(х + 1). 
Это уравнение при подстановке (х + 1) =е переходит в 
уравнение 

азу а? ду 
Жу еу ПИ 


аг? “ 


(рассмотренное 8 29) Следовательно, 


у(г) = 


+ С, віпі + Сасозг, а общее решение дан- 


примере 
6 С м 

= те + (6 

ного уравнения имеет вид 


6 . 
у(х) = 1005 + 1 т] х+ 1 + С, (х + 13 + С, зт (а | х + 
+ 11) + С; соз (шт | х + 1 |). 


3.3.1.3.3. Линейные системы диф- 
ференциальных уравнений. Рассмотрим 
линейную неоднородную нормальную систему 


ул (х) + ра (х) у: (х) + ро) у; (х) + 


+ рі! (2) У (х) = Јл (х), 
ух (х) + ро (х) у! (х) + рг (х) уг (х) +... 
· + роп(х) у. (х) = Л. (х), 


Уп (х) + Ра (х) у (х) + рь (х) у (х) + 
· + Ра (х) У (х) = Г» (х), 


которая может быть записана также и в вектор- 
ной форме: 


у (х) + Р(х) у(х) = Ј (х), 


где 
У (х) = (ул (х), ..., 8500), 
у(х) = (ул (х), ..., у, (х), 
Бо) = (7 (>), ...„Љебд), 
Рі1 (х) Ріһ(х) 
Рде|....... 
Риз (х) ... Рап (х) 


Решением данной системы будет набор п функций 
у(х) = (у, (х), ..., у, (х))!, называемый вектор- 
решением. Если Ј (х)=0 (1-1, ..., п), то система 
называется однородной. Такие Линейные системы 
решаются при помоши приемов, аналогичных тем, 
которые применялись для решения линейного диф- 
ференциального уравнения п-го порядка. 
Однородные системы. Данные т вектор-решений 
ух) = (уа (х), 2... ун (0) 70 1, 2, ..., т) назы- 
ваются линейно зависимыми на интервале (а, РБ), 
если существует т чисел С; таких, что 


Ў Су, -0, У1с!>0, 


і= 1 


Если же это равенство возможно лишь при 
условии С, =... = Са = 0, то т вектор-решений 
называются линейно независимыми; п вектор-реше- 
ний однородной системы у; (х) = (у, (х), ..., ул (2))! 
(1 = 1, 2, ..., п) линейно независимы только тогда, 
когда существует точка хоє(а, Б) такая, что 
де! у; (хо) 50. Тогда деу, (х) #0 для всех 
хє(а, Б). Это следует из обобщенной формулы 


Лиувилля 


де (у; (х)) = де! (у; (хо)) рек - ! > Ри (1 а, 


1. Если у; (х) Ді = 1, 2, 
решений линейной однородной системы, 


- У эй 


тор-решение (С; — произвольные постоянные). 

2. Если т > п, то т вектор-решений линейной 
однородной системы всегда линейно зависимы на 
(а, Р). 

3. Каждая линейная однородная система 
всегда имеет фундаментальную систему вектор- 
решений, т.е. п линейно независимых вектор-ре- 
шений. Если у, (х), ..., у, (х) образуют фундамен- 


-> Суу (х 


вольные постоянные) есть общее вектор-решение 
системы. 

4. Если и(х) = (и, (х), ..., и (х))Г есть вектор- 
решение линейной однородной системы и и; (х) # 0 
на (а, Б), то число неизвестных функций в данной 
системе можно уменьшить. Для этого нужно 
решить систему уравнений 


.., т) — набор т вектор- 
то их 


линейная комбинация у(х есть век- 


тальную систему, то у(х — произ- 





2” (х ху 40) х) |2,(х) = 
09 + 20 ры) 2.0) -0 
(а = 2, 3,..., п), 


состоящую из и — 1 однородных линейных диффе- 
ренциальных уравнений. 

Пусть 2, = (242, ... 2л)! (а = 2, 3,..., п) – фунда- 
ментальная система рейенні этой системы. Тогда 





векторы у, (х) = в (х ји (х) + 2, (Х) (а = 2, 3, ..., п), 
где 2, = (0, 2,2, ..., 24), 
(х) І (924094 
0, (х) = — х х)ах 
4 и, (х) р; 245 
8-2 


(а = 2, 3, ..., п), 


вместе с вектором и(х) составляют фундаменталь- 
ную систему исходной однородной системы. 


Пример 32. 
яаж ео 
У хо +)?! 2 (х2 + 1) =, 
у + х? 2х? + | 0 
атр) х(х? + 1) у: 


У ах", у; (х) = 
у=0 


Будем искать решение в виде у; (х) = 


2, Бух“, где у; (0) = ао = 1, уг (0) = Бо = 0. Подставим у! иу; 
в систему, в которой первое уравнение предварительно 
умножено на х?(х? + 1), а второе--на х(х? + 1). Тогда, 
приравнивая коэффициенгы при одинаковых степенях х, по- 
лучим: а, = Олляу = 1,2,. ‚р = О для у = 0, 2, 3,...; №, =1. 
Таким образом, и («) = (1, х)! есть частное вектор- решение, 


2 
причем и; (х) = 1 = 0. Составим уравнение г, - Рт 2) = 0 
и найдем его решение 2; = (х? + 1); тогда 2; = (0, х? + 7 Вы- 
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1 
числим 0:(Х) = - раю 222 (х) ах = -сү В результате по- 
лучим 


нө» - һата + т (а) 


Фундаментальной системой решений будет 
1 Т 
и) д - 1. нд (0) 


5. Для линейных однородных систем с по- 
стоянными действительными коэффициентами (т. е. 
— ру = а = сопз) фундаментальную систему нахо- 
дят следующим образом (ср. 2.4.4.5). Сначала 
определяют корни характеристического много- 
члена 


Р (г) = де (ра + гб,)) = 


Ра + 7 Ррї2 ... ріп 
Ра р22 + 1 ... Рап 


Ри Ри2 --. Рт г 

Если г, — простой корень характеристического 
уравнения Р (ғ) = 0, то, подставив решение у, (х) = 
= 21 Х(А,, А), ..., А,) (А, = сопчу) в систему, опре- 
делим 4;; они будут зависеть от одной произволь- 
ной постоянной. Значит, и частное вектор-решение 
будет содержать одну произвольную постоянную. 

Если ғ, есть р-кратный действительный корень 


уравнения Р (ғ) = 0, то, подставив у, (х) = е"1Х (А, (х), 
А, (х), ..., А, (ә)! (А; (х) - многочлен степени 
р-і с неопределенными коэффициентами) в 
однородную систему, найдем коэффициенты всех 
многочленов. Они будут выражены через р про- 
извольных параметров. Следовательно, получим 
частное решение с р произвольными постоян- 
ными. 

Если г, — простой комплексный корень урав- 
нения Р (г) - 0, то корнем является также комплекс- 
но сопряженное число #ѓ;,. Решение у, (х) строится 
только для одного из этих двух корней, так же как в 
случае простого действительного корня (только 
теперь А; — комплексные постоянные). Тогда Ве (у!) 
и Їл (у,) являются действительными вектор-ре- 
шениями, соответствующими данной паре ком- 
плексно сопряженных корней характеристического 
уравнения. 

Если г, является р-кратным комплексным 
корнем уравнения Р (") = 0, то поступаем, как и в 
случае действительного р-кратного корня, а затем в 
качестве вектор-решений, соответствующих кор- 
ням г, и ғ), берем Ке(у1) и Гп(у,). Неопределен- 
ные постоянные (коэффициенты многочленов А;) 
берутся комплексными, как в случае простого 
комплексного корня. 


Пример 33. у-у + уз =0, у;— 4) + Зуз =0. Ха- 
рактеристический многочлен имеет вид 


-1+гт +1 


Р(9- -4 434" 


== ("+ 1)2; 


г; = - есть двукратный корень. Поэтому решение ищем в 
виде у(х) зе "(Ах + А), Вх + В) Г. 

Подставив эти значения у, и у; в рассматриваемую 
систему, после почленного умножения на е“ получим, 


что 
-Ах+ (А, - 42) + (В, – А1)х + (В, - 43} = 0, 


— Вах + (В, – В,) + (3В, — 44,) х + (38, — 44;) = 0, 


откуда имеем: В, —2А, =0, А, — 24; + В, = 0,28, — 44, = 0, 


ан В, И А; = 


и В, =С., то 


В, + 28; -4А, = 0, Следовательно, 


- 8, + 8 Если положить В, “С, 


получим обшее вектор-решение 
-се (24 5 1 се (4.11 
у(х) = Сје (5 + 7 х) + Се (9 ) 


Таким образом, два линейно независимых вектор-решения 
данной системы имеют вид 


уд = (27 (2 ++) ез): у(х) -(5 ет“, езуі 


Обший вид системы линейных однородных 
дифференциальных уравнений 1-го порядка с 
постоянными коэффициентами есть 


дау (х) + Урау (х) = 0 (і = 1, 2, ..., п). 


к= 1 


Если де! (а) не обращается в нуль, то систему 
можно привести к рассмотренному выше нормаль- 
ному виду. Однако решение можно получить и 
непосредственно из данной системы тем же мето- 
дом, что и в случае нормальной системы. Случай 
де (45) = 0 мы не рассматриваем. 

Неоднородные системы. Общее вектор- 
решение у неоднородной системы равно сумме часг- 
ного вектор-решения у неоднородной системы и 
общего вектор-решения соответствующей однород- 
ной системы. 

Чтобы найти у, можно применить метод 
вариации постоянных. Для этого произвольные 
постоянные С; в общем вектор-решении однород- 
ной системы заменяем неизвестными функциями 
С; (х): 


у(х) = У, С: (х) у: (х), 


ісі 


и затем подставляем полученное выражение в 
неоднородную систему. 

Для производных новых неизвестных функций 
С:(х) получаем неоднородную систему линейных 
алгебраических уравнений. Решая ее, находим 
(после интегрирований) функции С, (х), ..., С,(х). 
Подставив эти функции вместо постоянных в 
решение однородной системы, получим искомое 
частное вектор-решение неоднородной системы. 
Например, 


| п х р, (о 
у(х) = » і(х) [9-а (3.36а) 


есть частное вектор-решение неоднородной системы 
при условии, что у(хо) = 0. При этом у(х)= 
= (ул (х), ..., Уш (х))Г (=1 2, ..., п) — линейно 
независимые вектор-решения однородной системы, 
а Р”, (х) – определители, которые получаются из 
де! (уж (х)) заменой і-й строки на строку, составлен- 
ную из свободных членов /, (х),...,/„(х) неоднород- 
ной системы. 
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Пример 34. у, ~ у; + уз =х, уз - Фу, + Зу; = 2. Под- 


ставляя в систему у (х) = С, (хје “ 2 +рх| + С.(х)е«х 
х (5 Ју (см. пример 33), получим, что 


(х + 1) съд + Суб) = хе, х, (0) + Суб «26 


Отсюда С! (х) = 46" (х - 1), С; (х) = «(- +х+ +) После 


интегрирования получаем 


у(х) = (4х - (4 + + ) + (-4х? + 12х - 10) (+ ЈЕ 
= (3х – 7, 4х – 10)Г 

Обшее решение имеет вид 

у(х) = 

= (3х — 7, 4х - 107+ см“ (+ + + х)" + се (4, Ју 


Пример 35. 
Е 201 21 
У! х (х3 + 1) у ха (х? + 1) Ут 
ди х2 2-1 -1 
Уз хі» х(х + 1) ут. 


Известно обшее решение соответствуюшей однородной 








системы (см. пример 32): 2(х) = С, (1, х)Г+ С, --, ер! 
при этом 
- х = 2 1 
де (уд) | ух х | 72 +}, 
/х 1 х? +1 1 х 
р, = | -1/х х? Жин ух 1 Ё 








Находим теперь У, используя приведенную выше формулу 
(3.36 а): 


дн [ак =, 577 


Общее решение имеет вид 


у(х) = (п | х |, хїв|х)7- С: (1, х)Т+ с (- +, ер 


Дла случая, когда в правых частях уравнений 
стоят функции специального вида О, (х) е" (О, (х) – 
многочлен степени К), можно применить метод 
неопределенных коэффициентов, который был 
описан при рассмотрении линейного дифферен- 
циального уравнения п-го порядка с постоянными 
коэффициентами. 

Замечание Вышеуказанные методы можно 
перенести и на системы линейных дифференциаль- 
ных уравнений более высокого порядка. 

3.3.1.3.4. Линейные дифференциаль- 
ные уравнения 2-го порядка. Рассмотрим 
уравнение 


а(х) у" + 6(ху +с(х)у=Е(х). 
Предположим, что существует интервал 1, на кото- 
ром функции а(х), Б (х), с (х) непрерывны и а(х) # 0. 


Тогда дифференциальное уравнение можно разде- 
лить на а(х) и к полученному уравнению 


у" +р(хју +а(х)у = у(х), 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


где р(х) = ——> а(х) = — = приме- 


Е(х) 

а(х)’ 
нить общие положения из 3.3.1.3.1. 

В частности, общее решение соответствующего 
однородного уравнения (Ү(х) = 0) может быть запи- 
сано в виде 


у = Слу; (х) + Су (х), 


где у, (х) и у; (х) — линейно независимые частные 
решения однородного уравнения, С, и С, — про- 
‘извольные постоянные. 

Если известно частное решение у; (х) однород- 
ного уравнения у; (х) = 0 на Г, то заменой перемен- 
ных у = у, [| у(х) 4х порядок исходного уравнения 
можно понизить; для у получим уравнение 





У (х) + (2 ын +269) 63 -0 


Тогда 


х 


ехр| - їр (5) 48 


у: (х) и у, (х) = Ау, (9 | 20 4 


(А # 0 — произвольная постоянная) — два линейно 
независимых решения однородного уравнения 
у“ +р(х) у + а (х)у = 0. 
Обшее решение неоднородного уравнения имеет 
вид 
у=2 + у, 


где 2 — общее решение соответствующего однород- 
ного уравнения, а у — частное решение неоднород- 
ного уравнения. 

Частное решение у может быть найдено методом 
вариации постоянных по следующей формуле: 


70) = Еи! 7 (9 уз деј Ре) ах – 


- 21 (09. | ода (де Рода ак 


Предположим теперь, что существует точка хо, 
в которой а(х), Ь(х), с(х), Е (х) - аналитические 
функции, т. е. их можно разложить в сходящиеся 
ряды по степеням х- хо. Будем считать, что 
а (хо) # 0. 

Точки, в которых вьшолняются эти условия, 
называются регулярными точками дифференциаль- 
ного уравнения. Тогда решения этого уравнения 
тоже могут быть разложены в ряды по степеням 
(х - хо), сходящиеся в той же области, что и ряды 
для коэффициентов. Эти решения можно найти 
методом неопределенных коэффициентов. Для 
этого искомое решение записывается в виде ряда 

со 


У а, (х — хо)" и подставляется в дифферен- 


у = 


у(х) = 


циальное уравнение. После приравнивания козф- 
фициентов при одинаковых- степенях х — хо по- 
лучаем формулы для отыскания а, (у = 0, |, ...). 


Пример 36, у’+ху=0. Для х, = 0 все сделанные 
предположения выполнены, Предполагаемое решение у(х) = 
до 


= У дух” подставляем в дифференциальное уравнение и 
у=0 


ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 


получаем 


жо 


У у(у – 1) ах? + У, ах"! =0, 


у= 2 у= 0 


га; + Э (у + 2) (У + Па, +. + а,-1)х" = 0; 


уз 1 


следовательно, 


а;=0 и (у + 2 (У + Цао +а,-, =0 


ДЛЯ У = 1,2,. 
По этим рекуррентным формулам все коэффициенты 
1 
выражаются через а С1: а, =0, аз = - 5.3 до, 44 = 
1 
= — ——а,, 4450, ..., и решение записывается в виде 


3:4 
3 
х 
Уб) = а (| – 55+ 


х4 х” 
а(х ет +) 


Предположим теперь, что дифференциальное 
уравнение при Т(х) = 0 можно записать в виде 


(х — хо)? у" + (х — хо)р(х)у + (х) у = 0, 


причем р(х) и 4(х) аналитичны в точке х = Хо. 
Такая точка хо называется регулярной особой точ- 
кой (или слабо особой точкой). Можно показать, 
что существует по меньшей мере одно реше- 
ние вида 


ОО 


у(х) = Ха. (х- ху", 


где число ғ не обязательно целое, причем ряд схо- 
дится при |х- хо| < К (если ряды, соответствую- 
щие функциям р(х) и а(х), сходятся при 
| х — х | < К). Подставляя ряды для функций у (х), 


со 
(х- хо)” и = 2% 


в исходное уравнение, получим 


ОО 


р(х) = 2. Р, 


у= 0 


(х — хо) 


у а, (г + у) (л + = 1 (х — хо)“ + 


В предположении, что ао = 0, вычислим коэффи- 
циент при (х- хо) в данном соотношении. Имеем 


г? + (ро — Пг + до = 0. (3.37) 


Это уравнение называется определяющим уравне- 
нием для г. Коэффициент при (х — хо)" *",у = 1, 2,..., 
равен 


а, (+ у) (7 фу — 1) + ро ФУ) + 40] + 


+ у Р, (7 ФУ — 5) + 4.1 а,-. = 0. (3.38) 


5=1 
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Из (3.37) найдем два значения г, и ғ; и с учетом 
формул (3.38) получим два решения: 


ОО 
=), ад (х — хо), 


со 


Уз (х) = У а(х — хо)". 
у= 0 


Построение общего решения исходного уравнения 
зависит от связи между г; и го. 

Случай 1. г, – ғ, — нецелое число. Тогда 
у, (х) и у; (х) линейно независимы, и общее решение 
дифференциального уравнения имеет вид 


со 


со 
уо) У ас хо)" + У ах = ко та 
у=0 у-0 


Случай2.г, = го. Тогда у, (х) = Су» (х) и можно 
показать, что обшее решение записывается в виде 
У1 (х) + у (х), где у: (х) = у! (х), 


у: (х) = у: (х) п (х — хо) + 


(х- хо). 


Случай 3. ғу-ғ,-п, где п — натуральное 
число. В этом случае общее решение имеет вид 


у(х) = у: (х) + у (х), 
где у (х) = у, (х), а 
уз (х) = 9һу (х) 1 (х — хо) + (х — хо)? 15 (х — хо) 
где 9„- коэффициент при х" в выражении 
х 
+ – [1 р(ђа 


—е Хо 


Коэффициенты 5, определяются из дифференци- 
ального уравнения. 

Замечание. В некоторых задачах требуется 
найти решения уравнения у" + р(х) у + а(хју=0 
для больших х, т.е. решения в виде бесконечных 
рядов по переменному 1/х. Пусть р(х) и 4(х) ана- 
литичны при х = оо, т.е. их можно разложить в 
сходяшиеся ряды по переменному 1/х. Замена 
переменного х = 1/2 приводит к уравнению 


а?у 2 1 ду 1 1 
23.(2.44 —ју=0. 
4:2 (5 22 (9)% 42 542)» 


Точка х = оо называется регулярной точкой 
исходного дифференциального уравнения, если 
2 = О является регулярной точкой преобразованного 
уравнения. Для этого необходимо и достаточно, 
чтобы 


2 _ - 
р()--- %0(х7%, а(х) =0(х7*) 
при х со. Решения имеют вид 
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Точка х = оо называется регулярной особой 
точкой, если 2 = 0 является регулярной особой точ- 
кой преобразованного дифференциального урав- 
нения. Для этого необходимо и достаточно, чтобы 


Ро -2 -3 
р(х = — + О(х”Э, а(х) = = + О(х““) 

х х 
при х-» оо. Соответствуюшее определяюшее урав- 
нение имеет вид ғ? + (1 – ро)г + до = 0, и в случае, 
если г, — ғ, не целое число, решения представ- 


ляются рядами 
со со 
у (х) = У ах" У, у (х) = У ахо" У, 
у 0 у= 0 


Дифференциальное уравнение Бесселя 
ху” + ху + (х2 – п?) у = 0. 


Точка х = 0 — регулярная особая точка, и оп- 
ределяющее уравнение имеет вид г? – п? = 0. 
Отсюда следует, что г, = пи ғ, = -п. Если подста- 

со 


вить у(х) = У а,х"*" в уравнение, то после при- 
у= 0 

равнивания коэффициентов при одинаковых сте- 

пенях х получим, что (2и — Ша: = 0, у(2п + у) а, + 

+ а,_› = О приу = 2, 3,..., п. Из этих рекуррентных 

формул следует, что 


1 ао 


— = (– 1) = 4 
аж-1 = 0, аж = (—1) 225 К!(и+1(и+ 2)... (п + К) 


и произвольного ао # 0. Решение, 
2 1 ж) 

2"Г (и + 1) ” 
функцию Бесселя (цилиндрическую функцию) 1-го 
рода п-го порядка: 


для К = 1, 2, ... 


полученное при ао определяет 


со 


у= 0 


Графики функций Ло (х), Ј, (х), Ј; (х) и Јз (х) изобра- 
жены на рис. 3.61. 


НЕШЕ 


Ч 
Ё | 


ш 
Е 
~ 
> 
2 


ПУ 





Общее решение уравнения Бесселя в случае, 
когда п не целое, имеет вид 


у(х) + С,Ј (х) + С,/-4(х), 


*) Относительно гамма-функции см. 2.2.1.1, 3.1.9.4 


где Ј_„(х) определяется рядом, получающимся 
из ряда для Ј,(х) заменой п на —п; при целом п 
справедлива формула 


Ј_„ = (–1уЈ, (х). 


Обшее решение уравнения Бессела при целом п 
имеет вид 


у(х) = С, ЈА (х) + СҮ, (х). 


Функция У, (х) (обозначается также М, (х)) называет- 
са функцией Бесселя (функцией Неймана, функцией 
Вебера, цилиндрической функцией) 2-го рода п-го 
порядка; для нецелых чисел п она определяется 
формулой 


У (х) = 





Ј, (х) соѕ (пл) — /-„(х) 
біп (пл) | 
Для целого п функция Ү,(х) определяется равен- 


СТВОМ 


Ј, (х) соз (тл) — Ј-„(х). 





Шилэн 17 ин 
п-і 
2 х 150и = 1)! 
к= 0 
2 п-2К 1 - (-1) (5) х 
5 2) Са 2, (аа 0142 
к-0 


х (Фе + к) + Ф (к), 


где т — близкое к и нецелое число, С — постоян- 


ная Эйлера (С = 0,5772...) и 


к 


Ф (к) = =. Ф (0) = 0. 


8-1 


Графики функций Үо(х) и Ү, (х) изображены на 
рис. 3.62. 

В случае целого п часто удобно рассматривать 
в качестве линейно независимых решений две. 





Рис. 3.62 


функции НО = Л, (х) -1Ү,(х)и НО = Л, (х) – 17, (х) 
и записывать обшее решение в виде 


у(х) = Су НО (х) + С,Н (х) 


Функции НО и НО называются функциями Бес- 
селя 3-го рода п-го порядка (или функциями Ган- 
келя). 

В некоторых приложениях рассматривают мо- 
дифицированные функции Бесселя 1-го рода п-го 
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порядка чисто мнимого аргумента Важнейшие формулы для функций Бесселя 
со 1-го рода п-го порядка: 
| і х 2441 
1,(х) = 17"Ј, (1х) -» --д 95 (5) 2 
иТ(п+у+ 1) (2 27 (х) = 2 (х) + 1 (х), 
у= 0 х 
3.39 
(п произвольное) и модифицированные функции гн (2) = — шаг (х) + Л,- ‚ (х), 039 
х х 
ел) = ку, (09 (5.40 
ах п,Х)) = Х Ја-1 , . ) 
а -п тп 
= (> Л» (х)) = -х "Ја+а (Х). (3.41) 
Частный случай: Ло (х) = — Л, (х); 





45) 
Л(д- јаса 2)" 172 сов(х) 4. 
Рис. 3.63 г) + +): | 


Частный случай: 
_ 2 __со5(х) | 
т 
0 
Для целого п имеют место соотношения 


х=", (х) = (1) Ё ==} (о (и 1,2,..), 


к 


1 
Ј,„ (х) = - |» (х ѕ1п г) со8(2н/) аг, 





Рис. 3.64 0 
Бесселя 2-го рода п-го порядка (или функции Мак- 1 
дональда) Јђа+ (Х) = — ЈЕ х іп г) ѕіп ((2и + 1) 0) 4, 
х 0 
К,(х) = (- 1)" 1, (х) (в (5) + с) + 
| Л, (х) =(– 1) Ј_„(х) (п=12,.... 
и — Е - 1 -п+ 2К 
арына, 
2 Функции Бесселя при и = 0, 1, 2,... можно полу- 
чить разложением известных функций в ряды 
Лорана: 


+ сту ___-___Ф (к) + Ф (и + 935). 


2 К! (и + К)! ехр [х(ё – 2 !)/2] = Ло (х) + У ("+ (—) "Л, 


к-0 


(п целое). Тогда функции 
или в ряды Фурье: 

у(х) = С,1,(х) + С,1-,(х) для нецелого п, 

у(х) = С,1,(х) + СуК,(х) для целого п соѕ (х зіп г) = Ло (х) +2 > Ј,„(х) сов(2т), 

дают обшее решение уравнения 

ху” + ху — (х? + п?) у = 0. 
Графики функций 1, 1, и Ко, К, показаны на біп(х 5111) = 2 У Ј,- 1 (х) іп ((2п — 1) 0). 
рис. 3.63 и 3.64. п=1 


11 И.Н. Бронштейн, К А. Семенляев 
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Сферические функции Бесселя 4. (п + 1/2) (20 
можно выразигь через элементарные функции: 


рээ 
Е: 
— 

д 
~ 

| 


__ 1уСт- 19/2 2 Ш 
(-1) =) (0-(х)віп х + 

+ /„ (х) сов х) 
(здесь т = п + 1/2; п=0, 1, 2, ...) где 


| 
2 
3 
2 
5. 
2 
7 
2 
9 
2 


— 
— 


+1 


кә 


Дальнейшие выражения можно получить из 
рекуррентных формул. 

Для У, (х), НО (х) и НО (х) имеют место соот- 
ношения. аналогичные “ соотнашениям (3.39), 
(3.40) и (341) дия Л, (х). 

Важнейшие формулы для модифицированных 
функций Бесселя 1-го рода п-го порядка: 

211, (х) = х (1-1 (х) — Гоа (х)), 
2НК, (х) = х (Ка +. (х) — К,-1 (х)), 
а 
2 (1, (9) = 1,1 (0) + Газа (5) 
ах 


а 


2 ~ (Ка) = - К,-1 (х) — Кла-а (х), 
о = ха (о) 
еек, 69) = ХК, (0) 

4 (х7"1, (х) = х "+1 (х), 

а 


Частный случай: 


16 (х) = [1 (х), Ко(х) = —Ка (х). 


Для больших значений х справедливы следуюшие 
асимптотические формулы: 


па] 


ех 1 
н (пх)! 





ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


К,(5) = (5) ар 0 (5) 


где 0(1/х) — бесконечно малая величина порядка 
1/х, т. е. хО (1/х) остается ограниченной при х — 00. 

Любая функция, которая является решением 
дифференциального уравнения Бесселя, называется 
цилиндрической функцией 2,(х) порядка п. Для 
2, = ЈУ» 2, = Ј –, справедливы формулы 


2,610) = "2, (9-2, (0) = 
= 12,0) – 62,0) = и (2, (0) 


Гипергеометрическое дифференциальное урав- 
нение имеет вид 


х(1- х) у +(с-(1+а + Б) х) у – ађу = 0, 


где а, 5, с – постоянные. Регулярные особые 


ТОЧКИ: 


х = 0, Оит,-і-с; 


х = оо, тогда г = а и ғ, = р; 


тогда ғ; 


х = 1, тогда ғ, + ди" = с-а – Б. 


В окрестности регулярных особых точек общие 
решения имеют следующий вид: 
1) В окрестности точки х = 0 


у(х) = С,Е(а, Б; с; х) + 
+ Сх Е(а-с+ 1; Б-с+1; 2-с; х), 
если 1 — с не нуль и не целое отрицательное число; 
у(х) = С, Е (а, 5; с; х) + 
+ СЕ (а Ы с; хшх+ У, “| 


Р=1 


если с = 1 (числа а, определяются из рекуррент- 
ных формул). 
2) В окрестности точки х = | 


у(х) = С.Е (а, 5: а+Б-с+1; 1-х) + 


+ С,(1—х) “ РЕ(с—ђ, с-а; с-а-Ь+1; 1-х. 


3) В окрестности х = оо 
у(х) = С,х "Е(а, а-с+1; а –ђ + 1; 1х) + 
+ Сх” "Е(Ь Б-с+1; Ь-с+ 1; 1х), 


где Е (а, Б; с; х) = (а) (Б), КЕ! (су) х (числа (а), 


определяются равенствами (а, =1 и (а), = 
=а(а + 1) (а + 2)... (а + К — 1) при К > 0). Этот рад 
абсолютно сходится при |х| < 1, если с не нуль и 
не целое отрицательное число; расходится при. 
[х| > 1, если аи Ё не являются целыми и отри- 
цательными, и при | х | = 1 ряд абсолютно сходится, 
если с>а + Б. При х=1 ряд расходится, если 
а и Б не являются целыми и отрицательными, 
если с<а + Б, при х = —1 ряд сходится условно, 
если а-Ьь-і<с<а-Ь и расходится при 
с < 1 +а + Б. 
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Некоторые важные соотношения для гипергео- 
метрической функции Е (а, Б; с; х) (|х|<1): 


| Е (а, Б; с; х) = Е (ђ, а; с; х), 
Е (а, Б; с; х) = 


= (Г(ОДГ (а) Г (с - а))) ! 1571 (1 — сој“ 971 (1 — хо) а 


(с> а> 0), 
а ђ 
(а Бс х) = — Е(а +1, + еъ; х), 
с-а- 1) (а, 5; с; х) + аЕ(а + 1, Б; с; х) – 
— (с – 1) Е(а, 5; с- 1; х) = 0, 
с[с-1+(1+а +6 – 2с) х] Е(а, Б; с; х) – 
– с(с – 1)(1—х) Е(а, Б; с — 1; х) + 
+ (а – с) (6 — с) хЕ (а, 5; с + 1; х) = 0, 
Е (а, Б; с; х) = (1— х) 7° Е(с- а, с — Б; с; х), 
Г (с) Г (с-а – Б) 
Е (а, 5; с; 1) = —— - 
(26610) = таур (съ) 


(с-а- Б> 0, с-а>0. с- Б > 0). 








При некоторых значениях параметров гипергео- 
метрическая функция выражается через элементар- 
ные функции, например: 

Е (а, п; а; ху-(1- х)" 
ш (1 — х) 


Е (1, 1; 2; х) = – -----, 
х 


1 1 3 агсвіп х 
Е, —; 5; х |= — 
(+ 272 а) х 


Вырожденное гипергеометрическое дифферен- 
циальное уравнение: 


(а — произвольное), 





ху" + (с = х) у – ау = 0, 


или уравнение Куммера. Регулярная особая точка 
есть х = 0, причем г, = 0 иг) = 1 – с. В окрест- 
ности х = 0 общее решение имеет вид 


у(х) = С,Е(а; с; х) + Сх! Е(а-с+ 1; 2-с; х) 


для с 0, – 1, -2, —3,... Функция Е (а; с; х) назы- 
вается функцией Куммера или вырожденной гипер- 
геометрической функцией. Она разлагается в сте- 
пенной ряд 


сходящийся при всех х. 
Некогорые важные 
для функции Куммера: 


соотношения 


1 








ГОТИ Г (с) | ри 
га РСЯ | 1(1-14) їе аг 
0 
дляс»а»0, 
си Рас = боған си х), 
11% 


г СЖЊЕМЕШЊЕ = Я 9 0“ . Съ кви дыг ам вида РҮ, ЛЬ МУЧЕ ЊЕН ЧИНА ТА МАЈ ұқығы МИНИ ха тұл ааа, 
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аЕ (а + 1;с + Цх) = СЕ (а; с;х) + (а - с) Е (а; с + Цх), 


х 


Е (а; с; х) =еЕ(с-а; с; -х), Е (с; с; х) = е“. 


Функции Е (а, Б; с; х) и Е (а; с; х) — частные слу- 
чаи обобшенной гипергеометрической функции 


РҒа(41, 92, ..., Ар; Са, --4, Са; х) = 
ж 
Ш У (ат)... (ар к 
К! (с)... (са) 
к= 0 
где сі, Со, ..., СЖ 0, —1, – 2, ... Поэтому можно | 
записать 


Е (а, 5; с; х) = Е, (а, 5; с; х), 
Е (а; с; х) = Е, (а; с; х). 
Сушествуют также обобшенные гипергеометри- 


ческие функции нескольких переменных; например, 
для двух переменных: 


со 


! (а), (Ы, (Ё), 
Рованием Р 


к.іс0 


Дифференциальное уравнение Лежандра для 
целых и > 0: 


(1- х2) у” – 2ху + пи + 1) у = 0. 


Регулярные особые точки суть х = – 1 с показа- 
телями!; = ғ = бих = | споказателями ғ; =" = 0. 
Введением нового переменного х = 1 — 21 уравнение 


Лежандра приводится к гипергеометрическому: 


а? у ду 
(1-141)--541(1-20--4 + Цу + 0, 
где а-н-41, Б=-пи с= 1. Таким образом, 


частное решение есть многочлен 


1-х 
Р.(х) = Е| п + 1, —п; 1;----), 
2 
так как (— п), = 0 для т > п. Многочлен Р, (х) назы- 
ваетса многочленом Лежандра степени п. Много- 
член Р,(х)- единственное линейно независимое 





Рис 365 


решение уравнения Лежандра, ограниченное в 
точках х-1 и х = —1. На рис. 3.65 изображены 


Машо >“ А; 
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графики первых восьми многочленов Лежандра: 


Р(х) = 1, 

Р, (х) = х, 

Ра (9 = 5 (3х2 — 1), 
1 


(63х° — 70х3 + 15х), 
1 
Ре (х) = 16 (231% — 315х4 + 105х2- 5), 
1 
Р(х) = те (429Х" - 693х* + 315х? — 352). 


Важнейшие соотношения для мно- 
гочленов Лежандра. 





10” | 
Р — ___ ___ 2. 1)" 
» (9) 2"и! ах" (х у) 
- 20)! 
есть многочлен я-й степени с коэффициентом 2" 12 
п: 


при старшей степени. Многочлен Р, (х) имеет ровно 
п простых действительных корней в интервале 
—1<х<1. 

Для многочленов Лежандра справедливы сле- 
дующие формулы: 


к 


Р,(х) = 4 [с + (х2 — 1)2 соѕ 1)": = 


0 


п 


| а | 
= Т Їл (х2 — 1)1/2 со5 гі (знак любой), 





(п + 1) Р, +. (х) = (Сп + 1) ХР, (х) — пР,- | (х), 
а 


ах (Рача (х) НӨ Р, 1 (х)) = (2п + 1) Р, (х), 


где 


5 1, если п = ">", 
"" 0, если пт. 


Многочлены Лежандра можно получить разло- 
жением функции (1 — 2х2 + 27) 2 в ряд по степе- 
НЯМ 2: 


(1 — 2х2 + 27) 72 = 


= Ро(х) + Р, (х) 2 + Р, (х)27 +... (21|<1). 


Если /(х)- дважды непрерывно дифференцируе- 


мая функция при —1 <х < 1, то разложение 


л = у «(АИ Рио 


1 
241? 
где с. = ( Е ) | Т(х) Р, (х) ах, сходится абсо- 








-1 
лютно и равномерно на интервале (—1, 1). 
Функции, связанные с многочленами Лежандра 
Р,(х) соотношениями 
а" 
Ра (х) = (– 1)" (1 — х ји“ (Р, (х) 
ах 
(п = 0, 1, 2,...; т=0, 1,..., п), 
называются ирисоединенными функциями Ле- 
жандра. Функции Р" (х) удовлетворяют уравнению 





2 
(1 — х2) у" — 2ху ЯС + 1) – пију =0 


Справедливы равенства 


_ (п+т)! 2 
_ (п= т)! 2041 " 








(Ра (х)? 1 (пт)! 
1- х? 2т (п- т)! 
0 
при и = 0, 1,...; т = 1, 2,..., и. 


Система присоединенных (для каждого т > 0) функ- 
ций Лежандра Р” (х) (и = т, т +1, ... полна в 
Го (- 1, 1). 

Примери присоединенных функций Лежандра 
(Ро (х) = Р, (х), Р"(х) = 0 для т > и): 


Р1 (х) = – (1 — х2)? = — упб, 


Р; (х) = —3х(1 — х2)? = - Зээ 20, 
Р2 2 3 
2 (х) = 3(1 — х?) --(1--со820), 
Р3(х) = 
3 29/2 3 : 73 
---06х-1)(1- хх)! = – 3 (біп 6 + 5 зіп 0), 


15 
Р (х) = 15х (1 — х?) = 717908 Ө (соѕ Ө — сов 30), 


РЗ (х) = – 15(1 — х2)(1 — х2)! = 


| 
= -220 50 Ө - іп 30), 
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где х = со50. Вообще 
Рп (х)-1(-1)-1-3-5....-(21-10 - х2)" = ненил 
=(—1)"-.1.3.... (Сп — зп"д уз 





2 
Клеро 2 = х3/2 дает особое решение исходного урав- 


для п=0, 1, 2, ... 
3.3.1.4. Общие нелинейные дифференциальные 











уравнения. Общее уравнение имеет вид Пусть левая часть уравнения / (у, у’, ..., У”) = 0 
, (пуу _ не зависит явно от х. Подстановкой у = р(у), 
Јо уу, ... У") = 0. где у рассматривается как новое независимое 
Вопрос о существовании и единственности реше- переменное, можно свести такое уравнение к диф- 
ния задачи Коши решается сведением рассматри- ференциальному уравнению п - 1-го порядка, так 
ваемого уравнения к системе дифференциальных как ау вмражастси только через р, др. 22 4 А 
уравнений и применением к ней теоремы сушество- ах ду ду 
вания и единственности п. 3.3.1.1. В частности, 
Частный случай: уравнение у” (х) = ў (х). 
Общее решение находят путем последователь- ду 42) др 
ного интегрирования: ГРЦИ р, ах? = р ау” 
у(х) = С, + С, (х – хо) +... + С, (х — хо"! + Фу : 42р ар 2 
хх Ха-і ах? -Р ау? ау ” 
+ ГГ... | Г) 4 аж-ь... ах» ах; 
Хо Хо хо Пример 39. у? (у – Ну” – (у)? – у(у – 2)(у): = 0. Пре- 


образованное уравнение имеет вид 
при помощи формулы Коши последнее слагаемое 


можно записать в следующем виде: У2(у- Ир 2 — рз — у(у – 2)р? = 0. 
х Хр Х,-і 
Разделив на р (при этом р=0, т.е. у= С, является 
... Р) 4: ах, 1... ах, = решением), получим дифференциальное уравнение Бернулли 
(см. пример 11), решение которого имеет вид 
Хо Хо Хо 2 2 
ш У т.е. = у 
ЕЕ Ре тс," 77" ТЕС, (у) 
= а 219 (х — 1)" а. После интегрирования приходим к общему интегралу 
(п – 1)! исходного уравнения 


Хо 


1 
В этих выражениях хо не является дополнительной Сізу-(1- С:) =х + Са 


постоянной: если в хо заданы у (Хо), у (хо), 


, У"7 ха), то Уравнение / (х, у, у,..., У") = 0, в котором /- 
однородная функция относительно у, у,..., у“, 
С, = 1 ухо) к= 1,0. и. допускает понижение порядка введением новой 

(к — 1)! неизвестной функции г = у/у. 


Пример 40. хгуу' = (у – ху)?. При замене 2 = (Іп у) = 
Пример 37. Решить уравнение у” = Іп х при условиях = у ју получается линейное уравнение х22' + 2х2 = 1, решение 
у(1) = уо У (1) = уо, У (1) = ур, ! 


СІ 
к ВИД 2 = —. Общее решен х - 
Частное решение дается формулой оторого имеет вид 2 = - + бшее р ие исходно 


го уравнения получим, учитывая, что (пу) = 2. Тогда 


- = 1)2 Ї 2(х)4х -С,/х 
у(х) = + 2-2. = алымы 0 инте миа у = Сүй #0042 или у = Сухе” СИК 
1 В уравнении /(х, у, у,...,у”) = 0, левая часть 
(х-1) (х – 1): А которого является полной производной, можно 
= у + + уб + — х ах- понизитђ порадок. 
1! 2! 6 4 
Пример 41. у-ху-у- 0. Так как (у – ху) = 
1; 1 2 1 1. х 
“365 775 70657168) -у-ху-у-0,тоу-ху-С, откуда 
| 7 “7------.- 2 _ 2 
и общее решение имеет вид у = е /2 (Сл | е х /2 ах + С). 


Пример 42. уу" = 2 (у)?. Умножение обоих частей 
уравнения на (уу)! приводит к уравнению (пу) = (!п уг), 
откуда пу’ = пу? + 11С,, или у = С,у?. Общим решением 
исходного уравнения будет у = ~ (С,х + С) '. 


1 1 

у(х) = — х ах – хз + С, + Сх + Сах:. 
6 36 

Пусть левая часть уравнения /(х, у“, у%“), ... 

.., У") = 0 не зависит явно от у и его производных 

до К — 1-го порядка включительно. Заменой у® = 2 


2 ах, 
это уравнение приводят к уравнению п- К-го 3.3.1.5. Устойчивость. Пусть Сүр -/ (1, Хј,...,Ха) 


порадка. (і = 1, 2,...,п) — система обыкновенных дифферен- 

Пример 38. уху” + (у”)? «0. Замена у' = г (х) циальных уравнений. Пусть функции; (і = 1, 2,..., п) 

приводит к уравнению Клеро 2 ~ хг + (2) = 0. Его обшее имеют неп рерывные частные производные 1-го 

решение есть 2 = Сух – С}. Отсюда следует, что у(х) = порядка. Обозначим через х; = х,(1; (0, х?,..., хо) 
3 2 ы 

х х == 1,... с - 

сс + Сах + С, Особое решение уравнения (і = 1,...,п) решение данной системы с началь 


6 2 ными значениями хо при (-410, т.е. х2-х, 
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(19; 49, х9,...,х9). Каждое частное решение системы 
может быть истолковано как координата дивжущей- 
ся материальной точки (в п-мерном пространстве), 
зависящая от времени г. 

Движение точки с координатами х; = 
=х (г; 19, х0,...,х0) называется устойчивым в 
смысле Ляпунова, если для каждого в > 0 можно 
найти такое 6 > 0, что для всех |х2-529|<6 
(# = 1,...,п) в промежутке 19 1 < оо справедливо 
неравенство 

1х; 19, х9,...,х9) -хДы 19, Х0,..., ХО) | се 
(1 = 1,...,п). 


Каждое движение, которое не является устой- 


чивым, называется неустойчивым. Решение 
х, = хуи(г; 19, х0,..., х0) называется невозмущенным, 
а х; = х;(1; 19, Х9,...,Х0) — возмущенним движе- 


нием Геометрически устойчивость означает, что 
в каждый момент времени 1217 точка траекто- 
рии возмущенного движения лежит в достаточно 
малой окрестности соответствующей точки невоз- 
мущенного движения. 

Посредством замены х; = х; + х; (1), где х; (0) = 
= х (1: 10, х0, ..., хо) (= 1, 2, ..., п), введем 
новые координаты Хү, ..., х, Невозмушен- 
ное движение в новых координатах описывается 
уравнениями х; (1) = 0 (+ 1,..., п). Пусть эта замена 
произведена и требуется исследовать устойчи- 
вость тривиального решения х()=0 ( = 1,...,п) 
в смысле Лапунова, т.е. требуется исследовать, 
находится ли точка, соответствуюшая возмушен- 
ному движению, в 5-окрестности нула при 
19 < г < оо. В дальнейшем преобразованную систе- 
му будем записывать без черточек над х;. Тогда 
для правых частей системы справедливо равенство 


. ах, . 
Ги; 0,...,0) = 0. Система == 1,..., п) МО- 


жел быть предсгавлена в виде 


-о- >, дух) + Ф (1; ха, 2.2, Ха) 


4 2 (1 = 1, ..., и), 
151 


і 
причем а, = =- 
Сх, 


(2; 0,...,0) = соп5 (і,/-1,..., п), 


те. а, не зависит от г. Система 
ах й 
= У ах,  (=1,...,п) 
4! 21 


Достаточное условие устойчивости тривиаль- 
ного решения дает следуюшая теорема. Пусть 
1) все корни характеристического уравнения 


ах; п 
линеаризованной системы = У ах, т. е. кор- 
і= 1 
ни уравнения де! (а;; — гб;;) = 0, имеют отрицатель- 
ную действительную часть; 
2) все функции Ф; (1; Ху, х,...,х,) удовлетворяют 


условию | Ф, (1; х},...,х,) | < м У Е при- 


ісі 


чем М — постоянная и а > 0. Тогда тривиальное 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


Х, 
решение системы р = Ў; 


чиво. Кроме того, справедливо следующее утвержде- 
ние: если хотя бы один корень характеристи- 
ческого уравнения аеї (а;; — ғб;)) = 0 имеет положи- 
тельную действительную часть и ф; удовлетво- 
ряют условию 2), то тривиальное решение системы 
ах; 
—— = ү, неустойчиво. 
ағ 

Важно определить, имеет ли характеристи- 
ческое уравнение корни с отрицательными дей- 
ствительными частями. Для этого используется 
следствие из критерия Рауса — Гурвица: все корни 
уравнения 


Р) = ал" + аа" "+... + ат + 4 


(і -- 1, 2,...,п) устой- 


(ао > 0) 


имеют отрицательные действительные части тогда 


и только тогда, когда положительны все опре- 
делители 
а, ао 0 
41 40 
Рр, =а,, О. = ‚О. =| аз аә а |, 
аз 4; 
45 да аз 
ау ао 0 0 0 
р, = | 43 а; а 
• » (1 е • • е е е е е 
азһ-1 @2һ-2 Ч2н-3 Язп-4 >... Фа 


(где полагают а, = 0 при т > и). 

3.3.1.6. Операторный метод решения обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений. Этот метод 
состоит в том, что посредством интегрального 
преобразования от дифференциального уравнения 
переходят к вспомогательному алгебраическому 
уравнению. Затем находят решения преобразован- 
ного уравнения и из них при помоши обрат- 
ного преобразования получают решения заданного 
дифференциального уравнения. 

В качестве интегрального преобразования часто 
используют преобразование Лапласа | 


+ со 
Е(р) -44/ (9) = |е"). 
0 

Сведения об условиях, при которых изобра- 
жение Е(р) сушествует, о свойствах преобразо- 
вания Лапласа и таблицу изображений можно 
найти в разделе об интегральных преобразо- 
ваниях (см. 4.4.3). 

Применение операторного метода 
к решению линейных дифференциаль- 
ных уравнений с постоянными козф- 
фициентам и. Пусть требуется найти решение 
задачи Коши 


а 
24 47 =} (2), 





аг! 
у(0) = уо, у (0) = у». „у“ (0) = у", 


= 4 + ин +... + 4 + а, |у(0 
= | 40 а татр +... + а-аа +4 | УЦ), 


КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ И ЗАДАЧИ О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ 
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а (і = 0, 1,...,п) — постоянные. Преобразованием 
Лапласа сведем данное уравнение, используя обозна- 
чения [.{у(1)} = У(р) и 14 /7(0) = Е(р), к вспомо- 
гательному уравнению 


О„(р) У(р) = 
= ао(р" уо + р" Зуб +... + руб" 2 + уб" 0) + 
+ а, ("ус + р" Зуб +... + руб" 3 у" +... 
г. + ап-аУо + Е(р), 





или О,(р) Ү(р) = М(р) + Е(р), где О,(р) = 
= аор" + ар! +... + а. Решение полученного 
уравнения имеет вид 
М (р) Е(р) 
Ү(р) = — – 
Ор) О,(р) 


Обратное преобразование, проведенное только 
для віорого слагаемого, дает решение дифферен- 
циального уравнения с нулевыми начальными 
значениями. 


Пример 43. у" — Зу' + у – Зу = бе“; у(0) = 1, у (0) = 0, 


у" (0) = 1. В этом случае Е(р) = 1. (6е“) = 55 г и решение 
вспомотательного уравнения имеет вид 
22 = 3р + 2 6 


Ү(р) = 22-2. 
0) (р ~ 3)? — Зр + р —3) 


Для вычисления обратного преобразования И(р) расклады- 
ваем правую часть на простейшие дроби: 


(280735 15 __ 53) 
(70-37 р-3/ 


251 р+ 1 
При помощи таблицы преобразования Лапласа по этому 
изображению нахолим оригинал (см 4.4.3.3) 


3. 
11 = нэ ИН 31 =. 8 на ШЕ 
У(1) 51е 25% + 25 60%! уф Зи 


рэ — Зр2 + р – 3 


Ү(р) = 


Применение операторного метода 


к решению линейных систем с по- 
стоянными козффициентами. Дана зада- 
ча Коши 


п 


У аук (1) + У Бу (1) = 7:0) (і = 1, 2,....п), 


к= 1 к= 1 


у: (0) = уго (г = 1, 2,...,п) 

при условии де (ак) = 0. Применяя к этой системе 
преобразование Лапласа, получим для преобразо- 
ванных функций Ү, (р) = І.у,()) систему 


» (рак + Ба) Ук(р) = Е (р) + У акУко» 
к-1 


ксі 


где Ғ/р)-іІЛУ/;(В). Из эгой вспомогательной 
системы находим У,(р), производим обратное 
преобразование и получаем, таким образом, 


решение задачи Коши. 


Пример 44. Найти общее решение системы 
ууу: =, у — у, +3у, = 2. 
Положим у, (0) = С), у; (0) = С, решим вспомогательную 
систему 


Ф-ПУ, (р) + У, (р) = + С, 


-4У (т) + (р У, (р) = 2 + С, 


относительно Ү , (р) и Уљ(р); получим, что 


Е 3 22 2. 
ура Сш? + ВС] - Сур“ – р +3 


р?(р + 1)? ' 
Ү,(р) = С.р? + (2 – С, + 4С;)р2 – 2р +4 
: р?(р + 1)? | 
Проведа обратное преобразование, получим обшее 


решение 
у: (Е) == 34 - 7 + е“'((4 + 2С, — С,)г + 7 + Су), 
у () = 4: – 10 + е7'((8 – 2С, + 4С.)1 + 10 + С,. 


3.3.1.7. Краевые задачи и задачи о собствен- 
ных значениях. Во многих случаях необходимо 
решать не задачу Коши для дифференциальных 
уравнений, а искать решение рассматриваемого 
уравнения, которое в граничных точках отрезка, 
заданного в области изменения независимых пере- 
менных, удовлетворяет определенным условиям, — 
решать так называемые краевые задачи. 


г 


Простейшие примеры. 

а) Решить уравнение у’+у=0’ с краевыми усло- 
виями у(0) = у(л) =0. Эта задача имеет одно нетривиаль- 
ное решение у(х) = зпх. 

6) Решить уравнение у” + ау = 0 с краевыми условиями 
у(0) = у(л) = 0. Нетривиальное рещение существует только 
для неотрицательных а, являющихёя квадратами целых чисел. 

в) Решить уравнение у” + у = 0 с краевыми условиями 
у(0) = у(2л) и у (0) = у (Сл) Имеется два линейно незави- 
симых решения: у, (х) = ѕіпх и у, (х) = с05х. 


3.3.1.7.1. Краевые задачи. Функция 
Грина. Требуется найти на отрезке а<х<Ь 
решение у(х) следующей краевой задачи: 


Г [и] = 9 (х), 
где Ци] = о (х) у" + (ду + (Фу 


(Хо не обращается в нуль; функции Хо, 71, 72, 9 
непрерывны на а < х < Б), с краевыми условиями 


и [у] =", и2 [У] =й,, 
где 
и [у] = а! у(а) + а?у (а) + Бъу(В) + БТУ (Б), 
из [у] = азу(а) + аду (а) + Бзу(В) + б5у (В). 
Пусть 


а! а? Ь! 2 
А=| |) 2) В-|,4,2р 

аз 42 ђ 55 

гапе (А | В) = 2; 


а, Ми ЁР; — действительные числа. 

Полагая у(х)у= 0 и ћ, =", = 0, получаем одно- 
родную краевую задачу, которая соответствует дан- 
ной неоднородной краевой 
задаче. Однородная крае- 
вая задача всегда имеет 
тривиальное решение 
у(х) = 0. Если у, (х) и 
Уг (х) — решения однород- 
ной задачи, то Су; (х) + 
+ Суг (х) - также реше- 
ние. 

Определение 
функции Грина 
С (х, х) сформулирован- 
ной краевой задачи (рис. 3.66). Пусть С (х, х) – 
функция, определенная в 0 = {(х, х)|а<х<Ь, 
а<х <Б}, со следующими свойствами: 





Рис 3 66 


328 


а) В каждом из обоих треугольников 
р, = {(х, Хх |а<х<хЗЬ} и р, = {(х, Х)|а<х< 
<х<Ь) функция С(х, х) дважды непрерывно 
дифференцируема по х и удовлетворяет однород- 
ному дифференциальному уравнению 


ру" + Лу +Ру=0. 


б) Функция С (х, х) непрерывна в (0. 
в) В интервале а < х < Б справедливо равенство 


26(% + 0, ) 06(#–0, 9 _ 1 
дх и х Ро. 


г) В интервале а < х <Б функция С(х, х), как 
функция х, удовлетворлет однородным краевым 
условиям и, [С] =Оии, [С] =0. 

Нахождение функции Грина. Если 
у, (х) и у (х) - два линейно независимых решения 
однородного дифференциального уравнения 
Гу] + 0, то положим 





С(х, х) -| А, (Х) у! (х) + А Оду; (х) в Р», 
В, (Фу (х) + В, (5) у, (х) в Р, 


и определим А, (х), А, (х), В, (х) и В, (х) так, 
чтобы удовлетворялись требования а) - г). Если 
однородная краевая задача имеет только тривиаль- 
ное решение, то функция Грина существует и 
определена однозначно. 

Решение неоднородной краевой задачи 1.[2,] = 
= 9(х) при условии и; [2,] = и, [2;] = 0 получают 
при помощи функции Грина 


ь 
2 (х) = | С(х, Х)а (х) ах. 


Решение уравнения 12, | =0 при условии 
и, [22] = Ву, и, [22| = В) получают, предполагая, что 
22 (х) = С, у) (х) + Су (х), и определяя С, и С, 
из краевых условий. Решение и исходной задачи 
равно 2; + 2,. Таким образом, имеет место 
следуюшее утверждение: если однородная краевая 
задача имеет только тривиальное решение, то не- 
однородная краевая задача разрешима однозначно. 


Пример 45. Требуется решить краевую задачу 
у + к?у = х при условии у(0)+1, у(1)-2 (0<К<тп). 

Вычислим сначала функцию Грина С(х, х) постав- 
ленной краевой задачи. Однородная краевая задача 
у" + Ку = 0, у(0) = у(1) = 0 имеет только тривиальное реше- 
ние; у, (х) = ѕіп Кх, у;(х)= сов Кх — два линейно независи- 
мых решения уравнения у" + К?у = 0. Определим функцию 
Грина, положив 


С(х, 5) = Ај (х) ѕіпАх + А; (х)созКх для 0<х <х < 1 (р;), 
у В, (х) ѕіпкх + В, (х)созкх для О<х<х< 1 (р)). 
Условие а) для функции Грина выполнено по 


построению функции С(х, х). Условия 6) и в) приведем 
к уравнениям 


1. 


А, (х) – В, (х) = 1 сов Кх, А; (х) — В, (х) = с іп кх. 


к 


Из г) получаем, что 


В; (х) = – за Кх и Аз (х) = 0, 


біп Кх сов К 


В. ©) = р 


А: (х) = 


х 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


Поэтому функция Грина имеет вид 
С(х, х) = 

-- Х |5] <х<х< 1, 
келі у сова пк для 0<х<Х 


555 = = сов купи для 0<х<х<і 


ЕЕ 1 


Кіп К К 
или 
_ зіпКхзіпк(1_— х для 0<х<5<1, 
Кап К 
С (х, х) = тісі 
АХ) длабск<х<1. 
Кут К 


Для решения задачи с однородными краевыми усло- 
виями у” + К2у = х, у(0) = 0, у(1) =0 находим 


1 х 


н(9- (60 Жхах = - | млаза 1-х ХАХ- 





Кат К 
0 0 
1 
_ | віліхбілК(1-5)-,-. х... 5Кх 
| капу 0 (ана 
Для решения задачи у”--К2у-0, у(0)-1, у(1) = 2 
предполагаем, что 2, (х) = С, зткх + С) соз кх, причем С, и 
С, надо определить из условий 2,(0) = 1 и 2,(1) = 2. 
Получаем 
22 (х) = 2 соѕк вт Кх + сов АХ. 
біп К 


Тогда решение поставленной краевой задачи имеет вид 


у(х) = 21 (Х) + 22 (Х) = 


= += + |8 к. гт) ѕіп Кх + сов Кх. 





Пусть в дальнейшем выполнены следующие 
условия: функция /о дважды непрерывно дифферен- 
цируема, Г, непрерывно дифференцируема и Г, 
непрерывна на рассматриваемом отрезке. Тогда 
оператор 1,%, определенный формулой 


[+ [у] = (Лоу) – (Лу + Гоу, 


называется дифференциальным оператором, сопря- 
женным к І. Для этого дифференциального опера- 
тора имеет место следующая формула Грина, 
справедливая для любых дважды непрерывно 
дифференциальных функций у(х) и 2(х): 


ђ 
ГаЦу1-уізГ ] ах = [Рогу — у(г Јоу + Лу а. 


Если Г[уј = 1* [у], то 1. называется самосопря- 
женным оператором. Это имеет место тогда, когда 
выполняется соотношение Го = / ,. Формула Грина 
превращается в этом случае в 

Ь 


Ї(244У1-31121)4х = [о (у - уг)] |. 


Краевая задача называется самосопраженноц, 
если 

а) [= [*; 

6) для каждой системы значений 


(уа), у (а), у(Б), у (5); 2(а), 2 (а), 2(5), г (М), 


для которой (/|Уу|-0 и О, [2] =0 (5-1, 2), 


выполняется условие 


[Хо (2у - уг)]| = 0 


КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ И ЗАДАЧИ О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ 


Примеры функций Грина линейных краевых задач 


Краевые условия 
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Таблица 3.5 


С (х, х) ажхжих<) 
С (х, х) (а<х<х< Б) 


у (0) = 
у() = 0 
у (0) = 0 
у (0) = 0 


у(0) + у(1) = 
У (0) + у = 


У (0) + у(1) = 0 
У (1) = 0 


0 


(0, 


уУ(-0-у() = 


віп хіп (1 — х) 
Кап К 


созк (х - -х+ + 1) 


У(-)-у()-0 


у ограничено в окрестности 


нуля 


у() = 0 


у ограничено в окрестности 
точек 1 и — | 


Условия І,-1Х и Јо(ајде В — Го(Б) дел = 0 
необходимы и достаточны для того, чтобы задан- 
ная краевая задача была самосопряженной. Второе 
условие выполнено, если краевые условия имеют 
следуюший специальный вид (краевые условия 
Штурма). 


о, [у] = ау, (а) + а?у, (а), 
- 0, [у] = 63у, (Б) + 03у (0). 


Функция Грина самосопряженной краевой задачи 
симметрична, т. е. С (х, х) = С (х, х). 


Пример 46. Краевая задача у" + ќ?у = х, у(0) = 1, 
у(1) = 2 является самосопряженной. Во-первых, справедливо 
соотношение 1 [у] = у" + к?у = [.* [у], во-вторых, 


10) _ 2 00\ _ 
де А ва() о) 0 вав ди (9 о) = 


и, таким образом, де В — де А = 0. Функция Грина, вы- 
численная в примере 45, является симметричной: 


И) лабсх<х<1, 
кет к 
С (х, х) = пи 
ИХ) пладсх<х<1. 
К яп К 





3.3.1.7.2. Задача о собственных зна- 
чениях. Пусть краевая задача Г.[у]|=0 при 
условии И; [у] =0 (і = 1, 2) самосопряжена. 

Задача. Требуется найти нетривиальные реше- 
ния (т.е. решения у(х) # 0) однородной задачи о 
собственных значениях для уравнения Г[уј+Ху= 


= (Јоу) + Јљу + Ау = 0 (А — комплексное число) 
при условии, что О, [у] = 0 (і = 1, 2). 
Каждое такое решение у(х) называется 


собственной функцией, соответствующей собствен- 
ному значению А. 

Если А = 0 не является собственным значением, 
т.е. при А = 0 имеется единственное решение 
у(х) = 0, то существует функция Грина С(х, х), 
и поставленную задачу можно свести к интеграль- 
ному уравнению с симметричным ядром 


ђ 


у(д--Х|6(хұ, х) у(х) &. 


Свойства собственных значений 
и собственных функций. 
1. Собственные значения действительны, 


каждого собственного значения 


и для 
существует 
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максимум две линейно независимые собственные 
функции. 

2. Для двух собственных функций у; (х) и у; (х), 
соответствуюших различным собственным значе- 
ниям, справедливо равенство 

ђ 
[ у, (х) уг (х)ах = 0 (ортогональность) 
а 


у 


3. Собственные значения краевой задачи обра- 
зуют последовательность действительных чисел 


М <А <А <...<А<..., 


стремящуюся к бесконечности. 

Пусть собственным значениям А, А, Аз,... 
соответствуют собственные функции у, (х), у: (х),... 
Пусть при этом А; записано столько раз, сколько 
ему соответствует линейно независимых собствен- 
ных функций. Методом ортогонализации можно 
добиться того, чтобы 


ђ 
[ у (х) у; (х) ах = бу» 


4. Каждую дважды непрерывно дифференцируе- 
мую функцию 2(х при условии (| 21-0 
(і -- І, 2) можно разложить в равномерно и абсо- 
лютно сходящийся ряд по собственным функциям 
задачи о собственных значениях: 


со 5 
2 (Х) = » Су, (х), где С, = | 2(х)у,(х) 4х. 


үші 


Дпя неоднородной задачи о собственных зна- 
чениях 


11У| + Ху = 5 где 0; [у] =0 (= 1, 2), (3.42) 


справедлива следуюшая альтернативная теорема. 

а) Если Х не является собственным значением 
соответствуюшей однородной задачи о собствен- 
ных значениях, то задача (3.42) разрешима 
однозначно. 

6) Если Л — собственное значение, то задача 
(3.42) разрешима тогда и только тогда, когда 
для собственных функций у(х), соответствующих 

Б 


3, справедливо равенство | / (х) у (х) 4х = 0. При 


а 

этом задача (3.42) разрешима неоднозначно, так 
как наряду с и(х) решением является также 
и(х) + Су(х) где у(х) есть собственная функция, 
соответствующая собственному значению А, С- 
произвольная постоянная. 

Функция 2(х) называется допустимой, если 
2 (х) дважды непрерывно дифференцируема и вы- 
полняется условие ЏО, [2] = 0 (і = 1, 2). Краевая 
задача называется определенной, если для каждой 
допустимой функции 2(х) справедливо неравенство 


5 ои 5 


г (х) Г. [2] (х) ах < 0. 


Например, задача о краевых значениях 
Бу] = (70у) + Ду, у(а) = у(ђ) = 0, 


где Го > ди ј „ < 0, является определенной, так как 
Б 


ђ ђ 
[21.[2] ах = - | /о(2)%4х + | 72: 4х < 0. 


а 


Все собственные значения определенной задачи 
о собственных значениях положительны (если 
А. = 0 не является собственным значением). Собст- 
венным значениям 21, Х,,...,м соответствуют 
собственные функции уг, у›,..., Уі (одному собствен- 
ному значению могут соответствовать две соб- 
ственные функции). Для собственного значения 
М+: определенной задачи о собственных значе- 
ниях справедлива оценка 





+1 < -- 


[ 22 ах 


для всех допустимых функций 2, удовлетворяющих 


ђ 
условиям | у2 ах -0 для і-і1,2,..., 1. 
а 
Собственные значения и собственные функции 
задачи Штурма -- Лиувилля 


Дуі--(Уоуу-/іу = Му, хє(а, Б), 


где функции Го, /,, 4 дифференцируемы на 
(а, Б), а Го ид положительны, при условии, что 


и, [у] = а'у(а) +а?у (а) = 0, 


(3.43) 
О, [у] =ђ'у(ђ) + Ь2у (6) = 0 


ИЛИ 
о, [у] = у(а) – у(ђ) = 0, 


(3.44) 
0, [у] = у (а) – у (5) = 0 у 


(условия периодичности), обладают следующими 
свойствами помимо приведенных выше для общих 
задач. 

1. При краевых условиях (3.43) каждому соб- 
ственному значению соответствует только одна соб- 
ственная функция. При краевых условиях (3.44) 
могут существовать две линейно независимые 
собственные функции, принадлежащие одному соб- 
ственному значению (см. пример в) в начале 
3.3.1.7). 

2. При условиях 4 > 0, Го > 0, 7, < 0, а!а?.< 0, 

ЫЫ? > 0, (а!)? + (а2)2 > 0 все собственные значения 
положительны, исключая случай / (х) + 0, а! =! =0, 
в котором А = 0 есть собственное значение с соб- 
ственной функцией у(х) = соп$. 
_ 3. Если заменить јо и /, функциями Ло, 
А таким, что /о>/0, Л 2] (/<)о 
А <), то соответствующие собственные значе- 
ния возрастут, т.е. А> А, (уменьшатся, т.е. 
Лк < №). Неравенство д < 4 порождает неравен- 
ство А = МА, а неравенство 4 > д — неравенство 
Лк < А. 

4. Расширение интервала (а; ђ) ведет к умень- 
шению собственных значений, соответствующих 
краевым условиям у (а) =у(Ь) = 0 или краевым 
условиям у (а) = у (Б) = 0. 

5. Каждое собственное значение, которое соот- 
ветствует краевым условиям 


а' у(а) + а?у (а) = а'у(ђ) + а?у (ђ) = 0, 


где а!/а? > 0, есть неубываюшая функция а!/а?. 


ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И СПЕЦИАЛЬНЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 


3.3.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ 
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 


3.3.2.1. Основные понятия и специальные методы 
решения. Пусть дано соотношение 


, , 
Е (хі, .... Хи и, их, .... Их» 


и и " - 

Издхр Муху: ои хх». +.) = 0. 

При этом Ғ- функция указанных аргументов 

, , » 

Хр и, иу, Ир (ј К=1, 2, ..., п). Ищется 

функция и(х1,..., х,), удовлетворяющая этому соот- 

ношению, 7. е. такая, что Ғ обрашается в нуль 

тождественно по Х1,..., х,, если вместо и подставить 
, ” 

функцию и(х;,...,х,), а вместо Их» Мур: — про- 

изводные 

Ш ди(ху,.... Ха) 


дх) 


, хрв — дхудх, 


Такая функция и(х,, х, называется решением 
или интегралом дифференциального уравнения в 
частных производных. Нашей целью будет не 
нахождение обшего решения, а выделение отдель- 
ных частных решений путем наложения опреде- 
ленных дополнительных условий. При этом иногда 
удается получить представление о совокупности 
решений. Наивысший порядок входяшей в диф- 
ференциальное уравнение производной называется 
порядком дифференциального уравнения. Если функ- 
ция Е линейна по совокупности и, и 


, 


их, 


хр 
., ТО дифференциальное уравнение называет- 


и 
хрх '" 


ся линейным уравнением в частных производных. 
Линейное уравнение в частных производных п-го 
порядка в общем случае может быть записано 
в виде 


д п 
(о и, Фи 2а) = и] = 
дх дхһ.. Әхһ 


05 
= » » Ар) = /(х). 
дж!...дхи 


и 





5-0 г д 
У і, == 
к=1 
В аргументах дла краткости написано х, вместо 
ди ди ди 
Хі,....Х, — Вместо ‚.... —— и Т. д. Уравне- 
дх) дх, дх, 


ние Ци) = / (х) называется линейным неоднород- 
ным, І.[и] = 0 — линейным однородным дифферен- 
циальным уравнением. Если и, и и, — решения 
линейного однородного уравнения, то решением 
является также Сји, + С;иҙ, где С, и С,- 
произвольные постоянные. Каждое решение и 
(если оно существует) линейного неоднородного 
уравнения можно представить как сумму частного 
решения и этого уравнения и общего решения Ц 
(т. е. решения, которое в общем случае зависит 
от п произвольных функций) соответствующего 
линейного однородного уравнения. 

Если функция Е линейна по высшим (п-го 
порядка) производным, т.е. коэффициенты при 
высших производных зависят лишь от производ- 
ных и, Их, Ирис ДО п-1-го порядка, то 
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дифференциальное уравнение называется квазили- 
нейным; оно имеет вид 


( ди д"и ) 
Е| ху, и, ===... === | = 
дху бхј: ох) 


дігі 
, 4-4, дж... дху 


11,...,1, 


ғ 


)Х дти ( до 1и ) 
х т = П + ВХ,..., — - 
дх!!...дхи дхи...дх/ 


т=1 


| 
> 








В уравнениях в частных производных произ- 
вольные элементы общего решения, т. е. решения, 
из которого получают все частные решения 
(возможно, за исключением определенных «особых 
решений»), являются не константами, как в слу- 
чае обыкновенных дифференциальных уравнений, а 
произвольными функциями. В общем случае число 
произвольных функций будет равно порядку 
дифференциального уравнения. В случае дифферен- 
циальных уравнений с п независимыми перемен- 
ными произвольные функции будут, вообще говоря, 
функциями п — 1 переменных. 


Пример 47. Уравнение их их = /(хі, Хо) — линей- 


ное дифференциальное уравнение 2-го порядка с заданной 
функцией / (х,, х;). Обшее решение имеет вид 

Хү Х, 

и(хі, Ху) = Г | Л(ь $) 445 + (хи) + 0(х2), 

Х, Х, 

где и(х)) и о(х) - произвольные функции. 
Пример 48. анх, + Бих, = 0 (а, ђ — постоянные). Об- 
шее решение имеет вид 
и = у (Вх, - ах), 


где м (4) - произвольная дифференцируемая функция. 
Пример 49. Уравнение (3.27) - квазилинейное урав- 
нение в частных производных 2-го порядка по двум 
независимым переменным. 
Пример 50. Уравнение иш), + и; = /(х, у, 2) не яв- 
ляется ни линейным, ни квазилинейным уравнением в 
частных производных по трем независимым переменным. 


Для каждого множества функций вида 
и = (хі, хо, м(0(хі, Хэ), где Ги а — заданные 
функции от Хү, Хо, м и х;, х; соответственно, 
а "(1 — произвольная функция, может быть най- 
дено такое уравнение в частных производных, 
что данное множество функций будет общим 
решением этого уравнения. Для доказательства 
продифференцируем и по х; и х, и исключим и’. 
В получившемся дифференциальном уравнении за- 
меним и на функцию от хі, х; и и, разрешив 
уравнение и = /(хі, Хо, м) относительно м. 


Пример 51. Совокупность поверхностей вращения, 
которые получаются при вращении плоских кривых вокруг 
оси и, задается посредством формулы 


и = у (хі + хі). 
Из соотношений их = 2х1” (х2+х3) и их, = 2х2м (х1 + х3) 


получаем соответствующее уравнение в частных производ- 
. , - , 
ных 1-го порядка: Хзих, — Хїйх, = 0. 


частных производных 
и® (хі, ..., хь) имеет 


Система уравнений 6 
для функций и”, ис), 
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ВИД 


2240 
71 = 0, 
дх; дх, ) 


где і- 1, 2,...,ћ. Если имеется столько же диф- 
ференциальных уравнений, сколько неизвестных 
функций, т.е. К=й то система называется 
определенной системой; если һ < К, то система 
называется недоопределенной, И, наконец, при 
й > К — переопределенной. Дифференциальное урав- 
нение 2-го порядка Е(Хъ, Хо, и, и и" И хр 
” ” 


Х1Ху И Х,х; 


Е(х1, Хэ, и, р, 4, Ру, Ру, дх,) = 0, 


ди) дио 


2554» 
дх; дх; 





1 к 
в (> и... и, 


и ) =0 эквивалентно системе 


–рфих = 0, –а их, = 0 

трех дифференциальных уравнений 1-го порядка для 

трех неизвестных функций и, р и 4(х1, Хо). 
Система Л дифференциальных уравнений с й 


неизвестными функциями и,...,и”(, хі,...,х,) 
де 
. дзуФ 
- 20 ху МО), ут, | (345) 
дгөдхї!...дхї 


(1 = 1, 2,...,ћ) называется нормальной ПО отноше- 
нию к независимому переменному 1, если правые 
части Е, не содержат производных функций 
и) порядка выше К, и производных по Е порядка 
выше К; — 1. 

Задача Коши для нормальных 
систем уравнений. Требуется найти решение 
џи)... и) системы (3.45), которое при 1-і 
удовлетворяет начальным условилм 


ді 





9 = ши (хі...) 
Е! 1-1 


(1; = 0, 1,....% = 1; 1-1, 2,...,й). 


Теорема Коши — Ковалевской. Если все функции 

5 0 
и (х) в некоторой окрестности точки (х)) и 
из (3.45) 


все функции Е; в некоторой окрест- 


НОСТИ ТОЧКИ 


о 0 (0 „0 
( , ХО, (10, ху),... 


1 
дзи! 7 (0, хо) ) 
до дх? 1 ,.„дх”" 


можно разложить в степенные ряды, то 
задача Коши имеет решение, которое в некоторой 
окрестности точки (19, х?) можно разложить в 
степенной ряд. Зто решение единственно в классе 
функций, разложимых в степенной рад. Отметим, 
что по зтой теореме имеем решение в малом, 
т.е. в окрестности точки (19, хо). 

Пример 52. Система и; = 0, 0, = -и, нормальна по 
отношению к х. 

Пример 53. Уравнение и, = а? (из оху + хх.) нормаль- 
но по отношению к |. 


Специальные методы интегрирова- 
НИЯ. 

1. Разделение переменных. Во многих 
случаях решения можно искать в виде 


и=и(х,,...,Ху = из (Х))и; (Х,,..., Ха) 


ИЛИ 
ит и (х1) + и? (Х,..., Ха), 


если после подстановки предполагаемого решения 
уравнение удается записать В виде 


4и, Фи 
Ри | хі, и), ах,’ ро = 


ди, ди, 
= Е, Хз»... Хр И>, Эхэ? да 7 . 
2 


Тогда и, и и; должны удовлетворять уравнениям 





даа Фи 
(5 И1, ах,” ган) 6 
0 0 
(а ид, 2, о...) =С 
2 3 


где С есть произвольная постоянная, которую 
можно определить из дополнительных условий. 
Таким образом, для и; (х;) получим обыкновен- 
ное дифференциальное уравнение, а второе урав- 
нение будет содержать на одно независимое 
переменное меньше. 


Пример 54. (иу) + (их) = 1. Предположим, что 
и(х Хо) = и, (х,) + из(х2). Тогда из исходного уравиения 


следует 
щ )* С 1- фи 1 с. 
4х! Ах; , 
Решая эти два обыкновенных дифференциальных 


уравнения, получим для уравнения в частных производ- 
ных двупараметрическое семейство решений 


и(х, Ха) = ах, + (1 — 22) 2х, + Ь 


(а? = С). 


Пример 55. У - их, = 0, Предположим, что 
и(хі, Ха) = и, (х,)и (х2). Тогда после разделения переменных 


А.Фиршс, 1 44. 
иі ах С, и, 4х; С 


и решение имеет вид 


и(Хү, Хо) = 1 
(Сей + Се 45) ей Ха, а? = С > 0, 
= С, + С2х,, а? = С = 0, 
2 
(С, чпах, + С; совах!)е 4 Ха, а? = - С > 0. 


2. Метод суперпозиции. Зтот метод 
можно применять для линейных дифференциальных 
уравнений. Он состоит в получении новых решений 
из данного семейства решений посредством сумми- 
рования или интегрирования. 

Если и(х;, ... Ха; К) — семейство решений, зави- 
сящее от параметра К, то при определенных пред- 
положениях о сходимости ряда или интеграла 
функция 


„ х) = > и(х,.. 


к 


о(ху,.. » Хи; К), 


если К — дискретный параметр, или 
Ь 


» Ха) = | (Ху, 


о (хи, .. » Ха; К) ак, 


если К — непрерывный параметр, также является 
решением заданного дифференциального уравне- 
НИЯ. 
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Пример 56. Их - их, = 0. В предыдушем примере 
было показано, что 


2 
-ах 
и(Хү, хә; а) =е 2 сов ах, 


есть решение, зависящее от непрерывного параметра. Тогда 


+ со 
—а? 1/2 042 
0 (Хү, х2) = | а сова ва = (2) е Х1/04х2) 
2 


- со 
также ивллетси решением. 


3.3.2.2. Уравнения в частных производных 1-го 
порядка. С теоремой Коши — Ковалевской связано 
предположение о разложимости в степенной ряд, 
которое во многих случаях оказывается слишком 
ограничительным. В дальнейшем будем предпола- 
гать, что встречающиеся частные производные су- 
ществуют и непрерывны. Важнейшим результатом, 
вытекающим из изложенного ниже, является экви- 
валентность уравнения в частных производных 
1-го порядка системе обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений. 

Каждое решение и =и (х,, Хэг) уравнения в част- 
ных производных 1-го порядка (с двумя независи- 
мыми переменными) 


Е (хи, Ху и, рі, Ро) = 0 


ди ди 2 КЕ 
(» 7 х,” 2 > о (Ер) + (Ру) 2) 


может быть представлено как поверхность в трех- 
мерном пространстве. При этом касательная плос- 
кость в фиксированной точке (хи, Х», и) поверхности 
имеет уравнение 


И -и=р, (Х, — х) + р (Хо - хо); 


рі и р — решения уравнения Е (ху, ху и, ра, Ро) = 0, 
если хі, х; и и фиксированы. Огибающая семей- 
ства касательных плоскостей в точке (хі, Хо, и) на- 
зывается конусом Монжа в точке (Ху, Хо, и). Каса- 
тельная плоскость поверхности решения в точке 
(хі, Хэ, и) должна касаться построенного в этой 
точке конуса Монжа вдоль образующей. Направ- 
ления, которые определяются образующими конуса 
Монжа, называются характеристическими направ- 
лениями. Кривая в (хи, хо, и)-пространстве, имеющая 
в каждой точке характеристическое направление, 
называется характеристикой (фокальной кривой); 
она удовлетворяет условиям 


ах, 

а ё” 

ах 

= Е (3.46) 
ди , | 

ТАҒЫ + Р2Рр,. 


Последнее соотношение называется условием 
полосы, которое выражает тот факт, что функ- 
циями х; (5), х ($) и и (5), р, (5), р>(5) определена 
не только пространственная кривая, но одновре- 
менно и касательная плоскость в каждой ее точке. 
Система функций Хү, Хо, и, р, рг, удовлетворяю- 
шая системе (3.46) и Е = 0, называется фокальной 
полосой. Каждая поверхность решения и(хі, хэ) 
(интегральная поверхность) содержит характерис- 
гические направления, так как поверхность обяза- 
тельно должна касаться конуса Монжа, и они 


образуют на поверхности решения фокальные 
кривые. 
Квазилинейное уравнение в частных производных 


[-го порядка: 
а, (х1, Хэ, и)ръ + а; (Хъ Хо, ијр; -а(хі, хә, и). 


Конус Монжа вырождается в этом случае 
в ось Монжа, так что в каждой точке существуег 
только одно характеристическое направление. Каж- 
дая поверхность и -и(х1, х2), образованная одно- 
параметрическим семейством фокальных кривых, 
есть поверхность решения уравнения в частных 
производных, и обратно, каждая поверхность ре- 
шения образуется таким образом. Каждая фокаль- 
ная кривая, имеющая общую с поверхностью 
решения точку, целиком лежит на этой поверх- 
ности решения. 

Общее уравнение в частных производных 1-го по- 
рядка: 


Е(ж, Хэ, Ч, ра, рз) = 0. 


Предположим, что конус Монжа не вырожден. 
Чтобы фокальная кривая целиком лежала на по- 
верхности решения, для р; (5) и р, ($), кроме усло- 
вий (3,46), должны выполняться соотношения 


4р1/45 = — (р Ел + Ех,), 
(3.47) 
4р2/45 = — (р2Е, + Ех,). 


Система из пати обыкновенных дифференциаль- 
ных уравнений (3.46) и (3.47) называется характе- 
ристической системой дифференциальных уравис- 
ний. Функция Ғ является интегралом этой системы, 
т.е. Е = соп${ вдоль интегральной кривой. Каждое 
решение характеристической системы с Е=0 
(нужно потребовать выполнения этого равенства 
только для начального элемента) называется ха- 
рактеристической полосой, и соответствующая 
пространственная кривая х; (5), х: (5), и (5) — харак- 
теристической кривой. Справедливо утверждение: 
на каждой поверхности решения имеется олно- 
параметрическое семейство характеристических 


кривых и соответствующих характеристических 


полос. Если характеристическая полоса имеет 
общий элемент с поверхностью решения, т. е. 
общие значения Хү, Хо, и, р, р;, то она целиком 
принадлежит интегральной поверхности. 

3.3.2.2.1. Задача с начальными значе- 
ниями. Приведенные в 3.3.2.2 результагы ле- 
ко переносятся на случай п независимых пере- 
менных. 

Квазилинейное уравнение в частных производных 
1-го порядка с п независимыми переменными ` 


У а, (ха, .. 


іші 
п ди 
2 22221 
(54 = 0, р, а 


ә Хь и) р = а(х/,... х, и) 


Пусть задано п — 1-мерное многообразие на- 
чальных значений С в (хі, ..., Ха и)-простран- 
стве: 


и = и (11... Г,–1) 


х, = х? (11, ... 1-1), 
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причем 
дхд дх? 
да 1,1 
гап |. . . . . .|="п—1 (3.48) 
0 
0х0 дх9 
да 0,41 
и многообразие не содержит двойных точек 


проекции на (Х,,..., х,)-пространство (т. е. различ- 
ным наборам значений (11,...,1,-1) соответствуют 
различные наборы значений (хуи, ..., Хр). Искомым 
будет решение и =и(х,,..., х,) дифференциального 


уравнения У, ар; = а, которое содержит начальное 

:=1 - 
многообразие С, т. е. для решения должно тожде- 
ственно по 1: выполняться равенство 











0 0 0 
и? =и(ху, ..., ху). 
Для зтого решим систему 
ах; ди 
—— = а (Х1,..., Хр и), —— = а(х, .., Хр и) 
45 45 
(і = 1, 2, ..., п) 
с начальными значениями х; |,., = х0, и |,., = и. 
Решение будет зависеть от $ и {1, ..., [1–1: 
х= х, ($, 11, ..., Гр-ај, и ли(5,14,...,1,-1). 
(1 = 1, 2, ..., п). 
Если определитель 
а, ... а, 
дх, дх, 
2 20 (хі. ...Х х,) 2 ди 0:1 
7 0( 1, о Бе) | А 
(8, русло 09-1) 0х; дх, 








01,1 И 01,-1 


отличен от нуля на С, т. е. при 5 = 0, то, разрешая 
в окрестности С уравнения х; = х; (5, (1, ..., Г1–1) 


(1 = 1, 2,..., п) относительно 5, #1,...В-в, получим 
5 = 5(х,..., ха), ие (Ху, .. х,) 
(К=1,.. „п— 1). 

Подставляя эти функции в и-и(5,11,...,1,-1), ПО- 


лучим искомую интегральную поверхность и- 
= и(х,, ... Ху). Таким образом, в предположении 
р |,-о # О задача о начальных значениях разрешима 
однозначно. 

Случай р |,- = 0. Многообразие С называ- 
ется характеристическим для дифференциального 


п 
уравнения У ар, = а, если существуют функции 


г 1 


Ак (11, ..., 06-1) («+ 1,2,..„п- 1) такие, что в С 
справедливы соотношения 
п-і 
дхо | 
а, (х0, ..., ХО, ид) = № -=—— (і = 1, 2,..., п), 
дг, 


а (х9, ... 


Каждое характеристическое многообразие получа- 
ется из п — 2-параметрического семейства фокаль- 


ных кривых, т.е. решений системы 4х;/45 = Ер 
ди/4з = У, рЕрр і = 1,..., п, и, обратно, каждое такое 
семейство кривъх образует характеристическое 
многообразие. Если фокальная кривая имеет одну 
общую точку с характеристическим многообразием, 
то она целиком лежит в нем. Если Р |,-) = 0, то 
для разрешимости задачи о начаљнтх значениях 
необходимо и достаточно, чтобы С было характе- 
ристическим многообразием. В этом случае имеется 
бесконечно много интегральных поверхностей и С 
называется многообразием разветвления интеграль- 
ных поверхностей. Чтобы понять это, построим 
нехарактеристическое начальное многообразие С’, 
которое пересекается с С и однозначно определяет 
некоторую интегральную поверхность. Тогда С 
лежит на образованной таким образом интеграль- 
ной поверхности. 


Пример 57. ир, + р; = 1. Соответствующая система 


обыкновенных дифференциальных уравнений 48, = и, 
5 
әз _ 1 ди = | имеет решение 
45° 5 Р 
| 
х (5) = 5 5' + ио8 + Хо, Хо (5) =5 + Хо И-8--Ио. 


а) Ишем интегральную поверхность, проходяшую через С: 
хо = 12, хі =Ь ид =1. Здесь 
х (0) 382 +180, х (5, 1) = 5 + 1, и (5, 1) =5 +! 
есть решение системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений с начальными значениями С. Так как ШР |,-о = 
= -1 #0, то и = х, — единственная интегральная поверх- 

НОСТЬ. 4 

б) Для С: х? = 10, х9 1, ИО =: имеем Р |,.0 = 0, 
но С - характеристическое многообразие при А; = 1. Если 
взять С”: х0 = (0), х0 ж 1, из = 0 (7 (г) # 0, /(0) = 0), то би С 
пересекутся в (0, 0, 0). Интегральная поверхность для С’: 


хі = 540 + /(х; — и) содержит С. За счет выбора функции / 


получаем бесконечно много интегральных поверхностей, со- 
держащих С. 

в) Для С: хо = е, хош 14, ид ж | имеем Р |,-о =0, 
но С не является характеристическим многообразием, так 
как необходимые для этого соотношения 1 = М, | = М, 
1ж).0 не выполняются ни для какого Л. Для С не суще- 
ствует интегральной поверхности. Если бы интегральная 
поверхность существовала, то на С для определенных ра, Р 
выполнялись бы оба соотношения: , 


ир, + 012 — Псер + 0102 - 1 = 0, 
дю ор 04 
да РФ 





с“ Ро рат 0. 


Но таких р, и р; не существует. 


Обшее уравнение в частных производних 1-20 по- 
рядка с п независимыми переменными хі, ..., Хи: 


ди | 
Е (ха, ..., хь, и, Ра, ..., Ра) = 0 (»= 2) 


Пусть соответствуюший этому уравнению конус 
Монжа (огибаюшая семейства касательных плоско- 
стей к решениям) не вырожден. Пусть п- 1-мерное 


начальное многообразие С (3.48) в (х;,..., х, и)- 
пространстве заданием п функций 
0 . 
р: = р; (11, .., 8-1) (1 = 1, 2, ..., п) 
дополняется до многообразия полос, причем 
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условия полосы 


ди? о дхр 
= рі —— 
ди, ди 


выполняются тождественно по Їү,...їд-ү. Пусть 
в дальнейшем соотношение между величинами 
полос х2, ид, р? 


(К = 1, „п- 1) 





Е (х0, ..., ха, и, р, ..„ Ра) = 
справедливо тождественно по 1,,...,і,-|. Будем 
искать решение и =и(хи, ..., х,), содержащее задан- 
ное многообразие полос; должны выполняться 
равенства 
0 0 0 
и” -и(хі,..., Ха), 7 2 А 
0 0 і = 1,2,..., И). 
о ди (хт, ..., Ху) , 
рі = ———————————— 
дх; 


Рассмотрим для данного уравнения характе- 
ристическую систему 





ах; , 
48 РР 
ди е , 
Нб р,Ё,р (і = 1, 2, , п) 
ар: 
= (Е. +Ер) 
45 


На каждой интегральной поверхности уравнения 
в частных производных Ғ -- 0 сушествует однопа- 
раметрическое семейство характеристических кри- 
вых и соответствуюших характеристических полос. 
Если характеристическая полоса имеет обший 
с интегральной поверхностью и =и(хи, ..., Х,) зле- 
мент, т. е. значения Ху, Х›, ..., Х, и, р, ... Ра 


– _ _ ди (х1, .. 2 Х,) й 
и=и(х,,..., Х,), Пд Р , 


то полоса полностью принадлежит соответствую- 
шей интегральной поверхности. 

Найдем теперь решение характеристической 
системы с начальными значениями 


Х; | =0 = хр (11, ... 1-1» 


и | -0 = и9 (41, ... 15-1), 


р |з-0 = р? (11, ... 1-1) 
И получим 
Хұ = Х; (5, Г, Га – 1) 
и = и (5, (1, ..„ Та–1) (і = 1, 2,. ‚ п) 
р: = р; (5, її, і4-1). 
Справедливо соотношение 
Е (х; (5, Е, ез 1-1), ... и (5, г, ... 1-1), 


рі (5, 1, ... 1і-1), ...) =, 


так как оно выполнено для $ = 0 (см. выбор величин 
полос). Важную роль играет величина 





Р! ДА Ро 
дх, дх, 
на д (ху, ... Хь) _ - 01; На 01, 
д(5,144,.., Һ-1) .2...... 
дх, дх, 





Если Г #0 вдоль Су, т.е. для 5љ=0 и в окре- 
стности бі, то получим 


5= (Хр, ..., Х,), = (Ху -- Ха) 


(К = 1,2,... п- |). 


Подставив эти функции в формулы 


и=и (5, Ш, ..., 1-1) 
и 4 
р: = р (5, (1, ..., 18-1), 
получим 
и=и(хј,..., ХА) 


в качестве единственного решенил задачи с на- 
чальными значенилми с 


ди 
=— = ри(Хл, ... 


дх; 

Случай р |.-о = 0. Здесь важную роль играет 
понятие характеристического многообразия полос: 
С, называется характеристическим многообразием 
полос, если имеется п- 1 функций Л, таких, что 
соотношения 


, Ха). 


п-1 


дхо 
Да Уд Ох 
Ре 5 дъ, 


к=1 


п п-1 
ди9 
ісі к= 0 


Р.ФрЕ)- УА др? 
— ( х; рғат 50), 


к=1 

выполнены на С. Каждое характеристическое мно- 
гообразие полос получаетса из п — 2-параметриче- 
ского семейства целиком лежаших в нем характе- 
ристических полос, и каждая характеристическая 
полоса, имеюшая обший начальный элемент с ха- 
рактеристическим многообразием полос, целиком 
Лежит в нем. 

Если О|.-о = 0, то для разрешимости задачи 
с начальными значениями необходимо и доста- 
точно, чтобы С, было характеристическим мно- 
гообразием полос. В этом случае сушествует беско- 
нечно много решений, получаюшихся таким обра- 
зом, что образуется многообразие С’, которое 
имеет п — 2-мерное пересечение с С, и для которого 





Характеристическпя 
полоса 






1, 


Рис 3.67 


рЕ0. Если решить теперь для Сү задачу с на- 
чальными значениями, то С; будет содержаться 
в ее решении (рис. 3.67). 
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Пример 58. Е(х,, Хо, и, ра, рз) = рр - и. 
Характеристическая система имеет вид 


ах, _ 4х; _ 
45 7» 45 Ру» 

а 2рі, ра = 2и, 

йр, — др; _ 
4$ - р, 45 = р, 


и характеристические полосы описываются равенствами 
хі = ро (е — 1) + Хо, 
хэ = р,о (е? — 1) + хо, 
и = иде", Рі = р106, рг = рэое". 
Ищем решение, проходящее через С,: 
х9 =, 40-01, 
р? = 2, 


Для С, выполняются следующие условия: 


0 0 
а) гапр (2 1 25) = гапр (0, 1) = 1 (условие (3.48)); 


х? = 1, 


р? = 21. 





6) Ес, = рар: ис = (2 – 1 = 0 (соотношения между 
величинами полос); 
дио 0 0х0 0 дх$ 


в) Р-Р = 22 — 2 = 0 (условие полосы). 





Решение характеристической системы с начальными 
значениями из С, имеет вид 


хи (5, 1) = 2! (е" — 1) + 1, 
хо ($, 1) == (е' – 1) “1, 
и (5, 1) = пе, 


ји 
р. (5, 1) = 5 е, р (5, 1) = 2163. 


Так как Око = 





| = 2: + 0, то можно разрешить х; = 
12 1 


[ 
= 21 (е# — 1) + 1, х, --(е- 1) + г относительно 5 и г: 
1 
г = -7 (4х: – х, + 1), 


Ах; + х, —1 


е . 
4х-х. + 1 


Подставив эти значения в и = 121277 получим решение 
1 
и(хі, ха) = 16 (42 + х = 1). 


1 
После подстановки в р, => е и р, = іе получим 


1 
ра (Хү, Хо) = + (4х2 + ху — 1), 


1 
Ра (хи, Хо) = 7 (4х2 + х — |), 


т. е. выполняются равенства 
ди и ди 
— = А -ш- ж . 
да АТ ох, "2 
3.3.2.2.2. Полные интегралы. Решение 
уравнения в частных производных 1-го порядка 


Е (х, ....» Хи и, Рі» .... Ра) = 0, 
зависящее от и параметров а; (і = 1, 2,..., п): 
и = } (ху, ..., Ху; 44, ..., 4), 


” ~ 
ах) 7 0 в рассматриваемой 06- 


ласти (хи, ..., х,)-пространства называется полным 
интегралом. Очень часто полные интегралы можно 
получить разделением переменных (см. 3.3.2.1). 
Если зависящее от параметра а семейство и = 
= (х1, ..., Ха; а) поверхностей решения дифферен- 
циального уравнения имеет огибающую, то она 
снова есть решение. Огибающая определяется тем, 
что из условия /,(Ху, ..., Ха; а) = 0 находят а как 
функцию х), ..., х, и подставляют в и = (хи, ... 
., Хи; а). 

Из полного интеграла построением огибающей 
можно получить общее решение. Предположим, 
что а; = м; (11, ..., 1-1) @=1,2,...,п), причем м; — 
произвольные функции от п- 1 переменных (|. 
Из п — 1 уравнений 


при условии де (у 


ду, 


п 
0 = (Хр, Ха) Мане, М-ы 
Ла (х1 п 1 п 1) ді, 

ісі 


найдем і, как функции х;, ..., х,. Подставив эти 
функции & (х,, ..., Ха) (К = 1, ..., п — 1) в выражение 
и = /(хі, .... Ха; ул (11, .... Сат), ... 

2, Миа (ре 16-10, 


получим решение, зависящее от п произвольных 
функций, т. е. общее решение. 

Полный интеграл приводит к решению харак- 
теристической системы дифференциальных урав- 
нений. Пусть и-/(хі,..., Хи; а, ..., Фу) — ПОЛНЫЙ 
интеграл уравнения в частных производных Е = 0. 
Из соотношений 


где 2}, ..., даљ ћу, ..., Ё, - произвольные параметры, 
найдем 
х; = х (5, 41, ..., а, Ь., ..., Ы.) (-1,..., п). 


Эти функции, подставленные в правые части соот- 
ношений 


ит а, ..., Ха; 44, ..., 05), 
д/(хі,..., Ху; ав, ..., а) 
р: = —— д , 
Х, 
дают и (5, 41, ... „др 61, ..., Ё.) ир; ($, а, ... а» Ба, ... 


.... Ви). Кривые х; = х; (5), и = и (5), р; = р; ($) являются 
характеристическими полосами. 

Особое решение — это решение дифференциаль- 
ного уравнения, которое получается в результате 
исключения ру, ..., р, из и + 1 уравнений 


» Ра) = 0, 
.» Ра) = 0 


.., Хр И, ру, ... 


.» Хә и, Ра, .. (і = 1, 2,..., п). 


Особое решение может быть получено также 
из полного интеграла построением огибающей. 
Исключив п параметров а,, ..., а, из п + 1 урав- 
нений 


Р(х, ... 
Ла, (хь ... 


получим особые решения. 


, Хај 41, ... 


» Ха» д1, ... 
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Примеры полных интегралов уравнений в частных производных. 


Таблица 3.6 






Полный интеграл 











Е (рі, Ро) =0 
Пример: 
рі + р = 1 





и = ах; + ах, + а, при Е (а,, а) = 0 










и = аху + (1 - а?)!? х. + а; 






















Рі = (хі, Р) 
Ра = (хо, рч) 
Пример: 


хі, а!) 4х, + ах, + а; 
х2, #1) ах; + а1х, + а; 


р 


2 1 1 а 
р, = хр + же = = ха! + ме + ах; +а, 






Хъ ах = ди + 
! ыг 9 (и, а) % 
при условии, что р = 4 (и, 5) есть решение уравнения р = / (и, ѕр) 


Рл = / (и, Ро) 










Пример: 
и? (рі + р + 1) = 1 










(х, — а)? + ах? + ах; (хі — аз) = (1 + а?) (1 — и?) 
при условии, что 


Е (1-м? ү? 
9 (м, 9-4(1 5) 


из | (хі, ач) дах, + | (х2, 41) 4хҙ + а; 
















Е, (хі, р,) = Е, (хз, рг) (=а;) 
или 

РЛ (Ху, а!) 

Ра = Ј (х2, 41) 

Пример: 

















+ 1/2 2 1/2 
А (х1) рі + В (хо) р? жа (х1) + Б (хо) и = | (27) ах! Ч 5559 4х2 + а; 


3.3.2.2.3. Контактные преобразова- соотношение 
ния. Канонические уравнения и кано- й 
нические преобразованиа. В этом пункте ди — У р, ах, = 
вновь рассматриваются уравнения в частных про- к=1 
изводных 1-го порядка 





| 


Е(хі,..., Хо и, ра, ..., Ра) = 0, (3.49) =9(х1, ..., Хр и, Ра, ..., м(ш- У һа) 
к= 1 
где 
д Џ 
р 1 (і-1,2,...,. где ди 
0х; рь = = (К = 1,2, , п) 
дх, 


Наряду с обычными точечными преобразова ниями 
2 При этих преобразованиях полный дифферен- 
п 


Х = Хх, (ха, ..., Хү) (1-1, 2,..., п), 
2 (% 8.) циал ди = У р, Ях, переходит в полный дифферен- 
| 4439 - = 
такими, что --------“- #0, можно рассматри- к-і1 
0 (хі. .... Хх) 


п 
вать контактные преобразования. Преобразование циал ди = У р, їх, Необходимое и достаточное 





Х, = х((Ху, .... Хъ и, Рі, 4... Рп), условие того, чтобы функции 
р: = р: (хи, гээ Хр И, р, .... Ри) (1 = 1,2,...,п), х 
- - Х:(Х, ..., Хр и, рі, -»», Ра), 
и =и(х,, ..., Хр И, р, ..., Ра), _ 
р: (хі, ..., Хь И, Рі," Ри), 
я которого 7 ; 
дл р и (х1, ..., Хр И, Ру ---, р) @=12,..., п) 
хүч 22 - 
0(х,.... Хь и, Ра, ..., Ра) 20 определяли контактное преобразование, для 
2 
С (хи, ..., хы и, рі, ..., Ра) которого справедливо тождество 


п п 
называется контактным преобразованием если - у 
| ”. ди – У, Ре ах = 4 ди – У р, АХк |, 
существует такая функция  Ж 0, что выполнено іі к 
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выражается уравнениями 
Ги, х| = 0, | х, х;| = 0, 
Гр» р;] = 0, Ір» и| = ар» 


Гр, Х)|-бм (1-1, ..., п; |-і,..., п). 
При этом для двух функций /, А(х;, ..., Х» и, 
р1, ---, Ри) квадратные скобки определяются равен- 


ством 


= Уи + рев) № (+) 


ілі 


Это контактное преобразование переводит урав- 
нение (3.49) в новое уравнение 


Е (х,, 2...» Хе и, Ръ ---, Ра) = 
` = Р(х, ..., Хр и, Ра» ---, Ру) = 0 
ди . 
р, = — | = 1,2,.., 
С 5% (і ) 
с решением и = и (х,, ..., Хал). 


Возможно, что новое дифференциаљное урав- 
нение Е =0 не содержит производных и, следова- 
тельно, не является больше дифференциальным 


уравнением в собственном смысле. 


Пример 59. Преобразование Лежандра х; = р, р, = х, 


ше У хир, - и есть контактное преобразование: 
к-1 


ди — У р,ах, -сЦв-> һа) 
к= 1 к= 1 


В дифференциальном уравнении (3.49) можно 
ввести и = х,+; как независимое переменное и 
искать семейство решений х, +; = /(х;, ..., Ха; С) 
в неявной форме о(х;, ..., Хи, х,+1) = С. При этом 
вместо р: = и, в (3.49) следует подставить — 05, ЦЭЭР 
(і = 1,2,..., п). Таким образом, получим дифферен- 
циальное уравнение, которое явно не зависит от р. 
Пусть в дальнейшем полученное таким образом 
уравнение нормально по отношению к перемен- 
ному, которое будет обозначено через г (ср. 3.3.2.1). 
Тогда можно ограничиться исследованием диф- 
ференциального уравнения Гамильтона — Якоби 


» Хъ 1, Рі, 4... Ра) = 0 


(р = ш, р = и) для функции и от п + 1 перемен- 
ных Хү, ..., Хр 1 (переменное г снова обозначается 
через и). Система характеристических дифферен- 
циальных уравнений, соответствующих этому урав- 
нению Гамильтона — Якоби, имеет вид 


р-Н(х,,... 


ах, ОН др, дн 

----- = --- = = -- ----- | = 1 2 ... .50 

ф Фр а Эх, 025439), (930) 

ди ӘН ар ОН 

Шаш -----Н, —= – — 3.51 

ф Эр др 4 ді (252 
к= 1 


Уравнения (3.50) образуют определенную си- 
стему из 2и обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Если из них найти х; (г) и р; (г), то и(1) 
и р(!) получатся из уравнений (3.51) простым ин- 
тегрированием. Система обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений (3.50), соответствующая функ- 
ции Н (х;, ..., хь, Ё, ра, ..., Ра) ОТ 2п + 1 перемен- 


ных, называется канонической системой дифферен- 
циальных уравнений или нормальной системой диф- 
ференциальных уравнений. К системам такого вида 
приводят многие задачи механики и теоретиче- 
ской физики. Решение нормальной системы (3.50) 
часто находится проще при помощи соответст- 
вующего уравнения Гамильтона — Якоби. 
Теорема Якоби. Если известен полный 
интеграл и--/(Х,,..., х, 1, а, ..., а) + а диффе- 
ренциального уравнения в частных производных 


р-кЕН (хі, ..., хь, Г, Ру, ..., ра) = 0, 
причем де: ( ха) # 0, то уравнения 
Ја, = Б, Ј = р, (і = 1, 2,..., п) 


при 2и произвольных параметрах а; и 5, дают 2п- 
параметрическое семейство решений канонической 
системы (3.50). 


Пример 60. Задача двух тел. Движение двух материаль- 
ных точек, взаимно притягивающихся по закону Ньютона, 
происходит постоянно в одной плоскости. Поэтому, приняв 
положение одной из точек за начало координат, можно 
записать уравнения движения в виде 


ах ди ду 20 ме Џ = К? 
а дх 42. ду де Ч = (х2 + уа” 


Эта система после введения функуни Гамильтона 


1 
Н(х, у, р, 4) = (р + 4) – О (х, У) 


переходит в систему канонических дифференциальных урав- 
нений 


дк 04 ду дн фан йа 0н 
4 др а 04’ а дх? а ду 
ах ду 
для величин х, у, р= == эст Интегрирование этих 


уравнений эквивалентно задаче нахождения полного ин- 
теграла уравнения в частных производных 


2 
и + 5 Ги)” + (м;)?] - т = 0. 


В полярных координатах р, ф уравнение в частных 
производных можно записать в виде 
2 


1 , 1 , К 
ш + 5 С + ғау) ж 5? 


функция 


р 
2 3 ү1/2 
и = аиа – | (за + 26-4) 45 + а 


Ро 


является полным интегралом. Его можно получить разделе- 
нием переменных -и(р, ф,1) = и) (1) + и; (р, ф) с учетом того, 
что для уравнения вида и, = /(р, и») выражение и = | Лор. 
а») др + аф + а есть полный интеграл. Из иа = го И 
иа, = -- Фо получается общее решение 


р 
(2-1 45 
тот- 2 2512” 
да, + 26 38)! 
5 т) 
Ро 


р 
45 
Ф- Фо = 42 м, 
2 
52 (2а к--- 4) 
5 8 
Ро 
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причем второе уравнение задает траекторию. Вычислив 


Р 42 
последний интеграл и используя обозначения Р = —=, 2 = 


К?’ 
2а,а2 12 
- ( + а , получим уравнение 


шинэ Р 
РЕГЕ (ф - Фо)" 


те при к < 1 — эллипс, при е = | — параболу и при е > 1 – 
гиперболу. 


Канонические преобразования. Пре- 
образование 


х = х, (Ху, ..., Хе Ра, :--> Ри), | 
ши (1 = 1, 2, ..., и) 
р. = р, (ху, .. , Хо Роз, Ра) 
(3.52) 
называется каноническим преобразованием, если 


канонические уравнения (3.50) переходят в канони- 
ческие уравнения 

ах ОН ООН үү. ир 

а др, аг дх; 
Это условие должно выполняться для всех дважды 
непрерывно дифференцируемых функций Н (хи, ... 
2... Хо ра +... Ра). 

Преобразование (3.52) авлаетса каноническим, 
если существует функция С (хи, ..., хь, ра, ..., Ри) 
такая, что справедливо соотношение 


» (т ах, — П ах,) = 1С 


к= 1 
ИЛИ 


» (хе Яр — Ху 4р,) = 46 


к= 1 


(рь, хх должны быть выражены через х, р; по фор- 
мулам (3.52)). Функция Н (Х,,.... Ха Ра» -.., Ра) полу- 
чается из Н при полстановке выражений х, р; 
через х, р, в соответсгвии с (3.52). Это возможно, 
гак как для канонического преобразования всегда 
справедливо равенство 


и, Хә Ра е, Ра) _ 


5 Ха Ра 0 Ра) 


Пример 61. п= 1: х = |Ух сов 2р, ре Ухзт 2р – 
каноническое преобразование, так как для функции С = 
4 (-віп 4р + 4р) имеет место равенство 
рах- рах -(- 1 ѕіп 2р соѕ 2р + п) + 2х ѕіп? 2р йр = 46. 


2 


Например, канонические уравнения 


4. = (2 үх - 4х біп 2р) сов 2р, 
Яр = $12 2р — 1 8 2р — 1 
аг 21/х 


с функцией Н = х(1 — 82 2р) + үх біп 2р переходят в кано- 
нические уравнения 


с Н = 2+ 


Условия канонических преобразований, записан- 
ные при помощи скобок Лагранжа. Преобразова- 
ние (3.52) является каноническим тогда и только 
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тогда, когда тождественно выполняются СООТНО- 


шения [Ху х,] = 0, | ху, ра] = ё, [рь р] = 0 (+ К = 
= 1,2,..., п). При этом скобки Лагранжа |, | 
определены равенствами 


да др 0%, др, 
х» 4-2 (5 Ета пт). 


Гк, а] = (5 др х, т.) 
Эм др, дх)/' 


| 1- у (2 2. 53 
КЕ др; др, др, др) | 


:=1 





Условия канонических преобразований, записан- 
ные при помоши скобок Пуассона. Преобразование 
(3.52) является каноническим тогда и только тогда, 
когда выполняются соотношения 

(х, ху) = 0, (р), ра) - 0, (Х, Ра) = би 
(/, К = 1,2, ..., п). 

Функции Е, С (хи, ..., хь, ра, ... 

преобразованными функциями Е, С (Х1,..-, Хи, Ра»... 
.., Ра) соотношением (Е, С) = (Е, С). При этом 
скобки Пуассона (,) определены формулой 


_ дј да 09 ој 
( п) (пале - 2.27) 


к=1 


‚ Ра) связаны с 


для произвольных непрерывно дифференцируемых 
функций ји 9 (хи, ..., хь, Ра,..., Ри). Скобка Пуассона 
имеет следуюшие свойства: 


(/, 9) = – (0, Л -0, (0, сопа) = 0, 
(Л, + Л», 9) = (Л. 9) + (Г. 9), 
(Л: Л», 9) = Л» (Ха, 9) + А (Р, 9), 
(/ (д,: й)) + (0, (А, 7) + (№ ($ 9) = 0 


(тождество Якоби). Совокупность канонических 
преобразований от 2п переменных образует группу. 

3.3.2.3. Уравнения в частных производных 2-го 
порядка. 

3.3.2.3.1. Классификация. Характери- 
стики. Корректно поставленные зада- 
чи. Рассматривается линейное относительно вто- 
рых производных уравнение в частных производ- 
ных 2-го порядка 


д?и 
а, (х1, 2... х,) Эх ах * 
1 Ј 


«јел 


+ Е(ху, ... (3.53) 


с непрерывными коэффициентами а;;. Произведем 
невырожденное преобразование переменных 


д(Х,,..., Ха) 
д(хі,..., х) 


... И); 


#0 


.., Хи), 
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тогда коэффициенты а;; преобразуются в рассмат- 


риваемой точке (х0, ..., хо) как коэффициенты 


квадратичной формы У 
ыза 


а; рр; в случае невырож- 


денного линейного преобразования р; = У 44}, 
ігі 


где 
да дх, (х9, ..., х2) 
је , 
дх; 
п 
а (х4, , хо) - » ақ (х9, ТЕ х9) Ан Аз. 
1,К-1 


Дифференциальному уравнению (3.53) сопостав- 


ляется квадратичная форма У а (х?,..., хӘрір; 


ііті 
в точке (х0, ..., хо). Из линейной алгебры известно, 
что эта форма линейным преобразованием р; - 


п 


Ба; может быть приведена к каноническом 
771) 
јел 


виду 


При этом числа ғ и т не зависат от вида 
линейного преобразования. Согласно этому, по- 
лучаются следующие типы пифференциальных 
уравнений в окрестности точки (х9,..., х0): 

эллиптический тип: т =", ғ = 0 или г=п; 

гиперболический тип: т = п, 1 << п – 1; 

нормальный гиперболический тип: т = п, ғ = 1 
ИЛИ г =" – 1; 

параболический тип: т < п; 

нормальный параболический 
г =0 или к = т. 

Эта классификация зависит от выбора точки 
(х0,..., х9). Например, уравнение Трикоми — уи", + 
+ иуу = 0 является уравнением смешанного типа: 
при у> 0 – зллиптическое, при у = 0 — параболи- 
ческое, при у < 0 — гиперболическое. 

Если коэффициенты а; постоянны и линейное 

п 


тип: т=п – 1, 


У 5,4; приводит квадратич- 
(1 


преобразование р, = 


ную форму, соответствуюшую уравнению, к кано- 
ническому виду, то преобразование независимых 


переменных х; = У Вх; приводит дифференциаль- 
ігі 


ное уравнение также к каноническому виду. 


Уа Уаз 





ішті 
ИЕ _ _ ди ди 0 
Хү, ..., Хь И, тг, ..., = 
! "7 дхі дх, 
Пример 62. Уравнение колебаний (4 > 0, р > 0) 
д?и В . 

(а = Ат (р · вгади) — ди + Е(!, ху, ..., Хи) 

для и(), хі, , Ха) вследствие равенства Фу(р ргади) = 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 





= 22 22. (» ді. 55) является гиперболическим дифференциаль- 
1 х, 
ілі 


ным уравнением; при этом 0, р и 4 определяются свойствами 
колеблющейся среды, а функция Ғ( хи, ..., х,) выражает 
интенсивность внешнего возмушения. 

Частные случаи: | 


д?и 2 ди 
2474 52 + Дъ х) — одномерное волновое уравнение 


описывает малые поперечные колебания струны; 
Фи ди би 
д? (58 ду? 
уравнение описывает колебания мембраны постоянной плот- 
ности; 
ди ди ди Фи 
285 52+ буг + = 25) + ле х, у, 2) — трехмерное 
волновое уравнение описывает распространение звука в од- 
нородной среде и распространение электромагнитных волн 
в однородной непроводящей среде. Этому уравнению удов- 
летворяют также плотность и давление газа, потенциал 
скорости, компоненты напряженности электрического и 
магнитного полей и их потенциалы. Для краткости часто 
пишут: 


г) + ле х, у) — двумерное волновое 


д?и 
Пит ат - а ћи, 
д?и 2, 
где Аи = 2+ „+ Эх дх2° И называют (], оператором Далам- 


бера и А — оператором Лапласа. 

Пример 63. Дифференциальное уравнение распростра- 
неңия тепла и диффузии в среде (9 > 0, р> 0) 

ди 
4-у = ЧУ (р. вгад и) — ди + ЕД, Ху, ..., Ха) 

(уравнение диффузии) является параболическим. Если р, а – 
постоянные величины, то получаем уравнение теплопровод- 
ности 


ди 2 
4-4 Ди + / 


Пример 64. Для стационарных процессов, т. е. в случае, 
когда 


Е(,х,... ха) = Ғ(хі,..., ХУ), 
и (!, ха, ..., Ха) = и(ха, ..., Х,), 
уравнение колебаний 
- ду (р · вгади) + ди -ңҒ(хі,..., ху) 


есть зллиптическое дифференциальное уравнение. Частными 
случаями являются | 





Ди = —Ј (х,, ..., х,) — уравнение Пуассона, 
Ли = 0 — уравнение Лапласа. 
Если искать решение волнового уравнения 
ди, 
-а Аи = 
при/ -/(хі,..., х,) е" в видеи (1, х1,..., Ху) = (Ху, ..., је“, 


то для й получается уравнение Гельмгольца 


Ай + кар = – (ар ха... у (8-2 
а? 1» 529 •: :» Эн а? 


— зллиптическое дифференциальное уравнение. 


Характеристики (характерисгиче- 
ские поверхности). Пусть функция м(х;,... 
.,Х,) (п> 2) имеет непрерывные частные произ- 
водные 1-го порядка, обладает тем свойством, что 
на поверхности и = 0 выполнено соотношение 


ди ди 
ргайм-| ——,..., ---| = 0, и удовлетворяет диф- 
Ох, Ох. 
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ференциальному уравнению 1-го порядка 


Поверхность и (Ха, ..., х,) = 0 называется ха- 
рактеристической поверхностью уравнения (3.53), 
а уравнение (3.54) - характеристическим уравнени- 
ем для (3.53). При п - 2 характеристические поверх- 
ности преврашаются в характеристические линии. 

Пусть каждая поверхность семейства и(Х1,... 

., Ху) =с, а < с < Б, является характеристической 

поверхностью уравнения (3.53). Так как ргай у # 0, 
то это семейство заполняет область С: через каж- 
дую точку области С проходит ровно одна харак- 
теристическая поверхность. Если функция у дважды 
непрерывно дифференцируема, то можно произ- 
вести преобразование координат х; = м (Х),..., х,), 
которое вследствие (3.54) ведет ка = 0 в С 


Пример 65. Волновому уравнению и", = а? у их 
11 


| соот- 
п 

ветствует характеристическое уравнение (и; = а? У (и. )?. 
(1 


п 
а + 5 хр; = с 
1=1 


., би с — произволь- 


Плоскости 


(где 5), .. 


п 
ные числа такие, что У В? = 
іші 





= |) образуют характеристиче- 
2 ские поверхности. В дальней- 
шем поверхность 


а? (2 — 192 – Ў (х – х0) 0 
161 


Рис 3.68 


называется характеристическим конусом с вершиной в точке 
(9, х0, ..., х0). Часть характеристического конуса, для 


которой а (! - 19) > ( У (х х у)" ‚ обозначается Г" (г, 
ге 1 


12 
х®,..., хо), а часть, для которой 20-9) «(5 У (х — х0) >) , 


обозначается Г” (10, х?, ..., хо) (рис. 3.68). 


Пример 66. Уравнение теплопроводности и; = а > 749 


имеет характеристическое уравнение у (их)? =() и характе- 
ізі 


ристические плоскости у =! — с = 0), 


п 
Пример 67. Уравнение Лапласа У их) = 0 имеет ха- 
(=1 


п 
рактеристическое уравнение У (м)? -0, Так как из усло- 
ізі 


вия гад и = 0 следует, что М, с, то уравнение Лапласа не 
имеет действительных характеристических поверхностей. 


Канонические формы уравнений с 


двумя независимыми переменными. 
Рассмотрим уравнение 
Фи 2 д?и 
А (х 2В (х =—=— + С (х, у) + 
ди д 
ФЕ(х уун, С —|=0 (3.55) 
дх ду 


с дважды непрерывно дифференцируемыми козф- 


фициентами А, В, С, которые не обрашаются в нуль 
одновременно. Пусть А #0) в рассматриваемой 
области (х, у)-плоскости (в противном случае С ж 0; 
в случае 4-0-0 преобразование х- х + у, 
у = х – у приводит к дифференциальному уравне- 
нию с А0). Если после замены переменных 
х =х(х, у), у = у(х, у) коэффициенты А (х, у) и С (х, у) 
обращаются в нуль, то для функций х(х, у) и 
у(х, у) выполняются равенства 


дх дх ду ду 
1, -0, + (у -0, 
22750592 9х +20 95; 
где (3.56) 
1 1 
па = (В + (В? – Асу) = (в + ур), 
р = В? – АС. 


Классификация дифференциальных 
уравнений. 

1. р> 0 — гиперболическое дифференциальное 
уравнение. Семейство кривых и (х, у) = с такое, что 
и, #0, изображает характеристики уравнения 
(3.53) только тогда, когда выражение м (х, у) = с 
есть полный интеграл одного из двух обыкновен- 


а 
ных дифференциальных уравнений 12-84, (х, у), 
х 


4 
те = 1, (х, у). Оба полных интеграла В, (х, у) = С, 


и ћ; (х, у) = С, этих дифференциальных уравнений 
(таких, что Лї, 50, Лу, = 0) определяют два семей- 
ства характеристик уравнения (3.55). Если эти два 
семейства характеристик рассматривать как коор- 
динатные линии, то получим 


х = ћ, (х, у), 
д... 9) _, 
дх ду ХУ бх” ду) 7 


так как В(х, у) # 0. Замена переменных х = х + у, 
у = х - у дает эквивалентную каноническую форму 


Өй дт (==. әй ай 0 
— = ---- » 4, — == 
0 оу ЖУ ЭХ ду 





Пример 68. Уравнение Трикоми уи + и’, = 0. А = у, 
В =0,С = 1; тогда О = —-у>0вС = {(х; у)|х? + (у+ 42 <9). 


Имеем | (х, у) =(-у)"? и 1,(х, у) = -(-у)`'/2, и общий 
3 

интеграл уравнения Фу/йх = (— у)“ !/? есть С, = 5 х+(-у)»2, 

а общий интеграл уравнения йу/дх = -(-у)-!!2 есть С) = 


ж За -(-у)2. Преобразование х = 5 х+(-у)??, у- 


-4х-(-эрй приводит уравнение Трикоми в области С 


к нормальному виду 


р". 1 _ 
“ху 6(5 9) (иу 

2. ПИ -0- параболическое дифференциальное 
уравнение. В этом случае оба дифференциальных 
уравнения (3.56) совпадают, так как [1 = = В/А. 
Единственное семейство характеристик можно 
определить из уравнения 4у/4х = В/А при помощи 
общего интеграла й(х, у) = с такого, что В, > 0. 
Преобразованием координат х = й(х, у), у = х диф- 
ференциальное уравнение (3.55) приводится к 


-Ш)-0 
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нормальному виду: 


д?й ди ди 

дуг + 16 у, и, ЕРУ 3 0. 

Пример 69 зи + 2хуцу + х2иуу + хих фи =. А = у?, 
В = ху, С= х? и О = 0; года |, = х/у и у? — х? = с есть об- 
щий интеграл дифференциального уравнения 4у/4х = х/у. 
Преобразование х = у? —х?, ӯ = х приводит к нормальной 
форме этого дифференциального уравнения: 





=> 
-2%---- 


_, 
"ту ху 


3. р«0-эллиптическое дифференциальное 
уравнение. В этом случае | (х, у) и 1;(х, у) — 
комплексно сопряженные. Преобразование 


— Л, (х, у) + Л» (х, У) 
2 2 
у 


где Л (х, у) = С, и А, (х, у) = С; суть комплексно 
сопряженные обшие решения обыкновенных диф- 


а а 
ференциальных уравнений ФУ _ 1, (х, у) и ФУ = 
ах ах 


= [; (х, у), приводит дифференциальное уравнение 
(3.55) к нормальному виду: 


да Фа 28 0ү р 
74-2 74-2. Х, у, лт) Ч. 

д2 7 ар » Эх” ду 

В этом случае действительных характеристик не 
сушествует. 


Пример 70. Уравнение Трикоми уну, + ну = 0 в области 


А а кке а тэ 
бо х'+(/—4)2<9. Из 2 = Цу) У2 или = — (у) 12 
3 
следует, что Й, (х, у) = уу2 - Г х или #; (х, у) = уз? +1 5% 
_ . 3 
Преобразование х = ) 2, у = — 5 х приводит к нормальному 


виду уравнения Трикоми в С: 


_, эн 1, 
пуу + Их + з= у = 0. 

Корректные постановки задач для 
отдельных типов дифференциальных 
уравнений 2-го порядка. Пусть исследуемое 
дифференциальное уравнение в рассматриваемой 
области С не меняет свой тип. 

Гиперболические дифференциаль- 
ные уравнения. Пусть область С лежит в 
(1, Ху, ..., х,)-пространстве В"*!. Гиперболические 
дифференциальные уравнения описывают колеба- 
тельные процессы. Для гиперболических диффе- 
ренциальных уравнений имеет смысл задача Коши: 
найти в С при і > 0 дважды непрерывно дифферен- 
цируемую функцию и (1, хі, ..., х,), удовлетво- 
ряющую уравнению 








д?и д?и Л ди 
— = а;---- . 
с? 9 дх,дх, 49 ах, ді 
іі іші 
кЕ(( ди 041 (357 
„Хр Хр и, — ..., 3. 
! 01 дх, 


(на коэффициенты 
чтобы 


налагаются такие условия, 
это дифференциальное уравнение было 





гиперболично) и начальным условиям 
и (0, хі, 


ди (0, хі,..., х, 
200 ьо) = и (х1, .... х,) 


ә ха) = мо (хи, ..., ХУ), 


(где ир И и, — заданные функции). Задача Коши 
может быть сформулирована более общим образом. 
Пусть задана поверхность 5: г = м(х;, ..., х,) 
такая, что 


т. е. 5 не является характеристикой, и функции ио, 
и; заданы на 5. Ищется решение уравнения (3.57) 
в области г> м(х;, ..., Ху) удовлетворяющее в 5 
условиям 


и 








= Мо, 
5 9 дп 


(д/дп — производная по нормали к $). При этих 
условиях все производные искомой функции по 
1, Хү, ..., Х, можно вычислить на поверхности 5 
из дифференциального уравнения и начальных 
значений. 

Эллиптические дифференциальные 
уравнения. Пусть С — ограниченная область 
в (хі,..., х,)-пространстве В". Эллиптические диф- 
ференциальные уравнения описывают статические 
состояния. Поэтому ищутся решения дифферен- 
циальных уравнений, которые на границе 00 


(л + 


ди 
223 = "ћ. Функции р, 4. һ заданы и непре- 
дп ес 


рывны на 06, причем / > 0, 4>0, + а > 0. Такая 
задача называется краевой задачей. 

Различают: 

краевые условия 1-го рода: и|ос̧ ="; 


области С удовлетворяют условиям вида 


ди 
краевые условия 2-го рода: — ="; 
Р у Р дп |26 





ди 
краевые условия 3-го рода: (% 20) = Й. 
дп да 


Соответствуюшие краевые задачи называются 
краевыми задачами 1-го, 2-20 и 3-го рода. Для уравне- 
ния Лапласа Ди = Е (х,, ..., х,) краевая задача 1-го 
рода называется задачей Дирихле, а краевая задача 
2-го рода - задачей Неймана. 

Параболические дифференциаль- 
ные уравнения. Параболические уравнения 
описывают процессы диффузии. Для этих диффе- 
ренциальных уравнений, например для уравнения 


вида 
ди д?и 
- - = а:; - -- --- 
Сі М Ох, 0х; 


(5. 45,6; > 0 при У ЕР > 0, 5, е К), 
ставятся задачи с начальным условием 
и (0, Хү, . , ха), 


ио — заданная функция на гиперплоскости г = 0 
в (г, хі,..., х,)-пространстве В"* 1. 


., Хү) = ио(Хъ ... 
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Для типерболического уравнения (3.57) имеет 
смысл рассмагривать также смешанную задачу. 
Пусть С — ограниченная область в (хі, ..., х,)- 
пространстве и Хт — цилиндр над областью С, т. е. 


2т = (5 х,.... х,) | О <1<Т (хь, ..., х)е С). 
Ищем функцию-и(г, Хү, ..., х,) в Ст, удовлетворяю- 
щую начальным условиям 

и (0, Хї, ..., Ха) = Мо (Ху, .... х,), 
ди на С (С — за- 
220. Хү, ..., Хи) (Ху, ... Ха) мыкание 0) 

С 
и краевому условию 
ди 
(мня) = (1, Ху, ..., Ха) 
дп / | 57 





(87 — боковая поверхность цилиндра 27). При этом 
на ОС должно быть выполнено условие совмест- 
ности 





Аналогичная смешанная задача может быть по- 
ставлена и для параболических уравнений. 

Рассматриваемые задачи должны удовлетво- 
рять следующим физическим соображениям: 

1) Решение должно существовать. 

2) Решение должно быть однозначно определено. 

3) Решение должно непрерывным образом за- 
висеть от данных задачи. 

Задача, удовлетворяющая этим требованиям, 
называется корректно поставленной задачей. 

3.3.2.3.2. Общие методы построения 
решений. Метод Фурье решения смешанной 
задачи для гиперболических или параболических 
дифференциальных уравнений так же, как и в слу- 
чае некоторых краевых задач для эллиптиче- 
ских дифференциальных уравнений, состоит в 
применении разделения переменных и принципа 
суперпозиции (см. 3.3.2.1). Разыскиваются так назы- 
ваемые формальные решения, т.е. решения в 
виде бесконечных рядов, в которых каждый член 
является решением дифференциального уравнения 
и удовлетворяет краевым или начальным условиям. 
При соответствующих прёдположениях о диф- 
ференцируемости коэффициентов уравнения, на- 
чальных и краевых условий можно добиться 
сходимости рядов. 

Однородное гиперболическое диф- 
ференциальное уравнение. Ищем реше- 


ние и (!, Ху, ..., Ху) задачи 


д?и 
"= 


БР жи (ғ(хі,... 


, х.) > 0) 


с эллиптическим оператором 


д ди 
Ги = — УЯХ 25) + ди, (хі. , х,)Е С, 
г 1 
(3.58) 
начальными условиями 
ди 
и = мо (Х1, .... Ха), “А зи (хі, , Хх) 
1-0 ОЕ (1-0 








343 





и краевыми условилми 


ди 
(» + 9 55) 96 


При этом С — ограниченная область (хі, ..., х,)- 
пространства и 06 — граница С. В дальнейшем 
предполагается, что собственные значения А, опе- 
ратора Г, положительны, причем 0 <А, < А, <..., 
а соответствующие собственные функции Л» (хи, ... 

.. Х„), определяемые равенством Г. = Ај, и 


дј, 


такие, что И + д —— 
ћљ + а ос 


=0 при Е > 0. 





3 = 0, действительны и в 
п 


пространстве 1 (С) со скалярным произведением 


(71. Љ)= | Л.Л» гах,...ах, 
с 


образуют полную ортонормированную систему 
(см. 3.3.2.3.4 и 3.3.2.3.5). 
Формальное решение поставленной задачи: 


, Ха) = 


= » (а, сов Ум: + Б, біп ум ) А(хі,.... х,) (3.59) 
кн 


и (1, Хү, ... 


причем коэффициенты а,, Б, выбраны так, что 


жо 


ио (х1, ..., Ха) = У ај, (х1, ..., Ха), 


к= 1 


и! (хі, .... ху) = У ИЛ Б, (ха, ... 
к=1 


, Ха), 


а = ит ах, .. Ах, 
С 
1 (3.60) 
Ь = —— изт ах, ...4х,. 
№ 6 


Формальное решение может быть записано также 
в виде 


и (6, хи, ..., Ха) = 7, а, ѕіп (У: + е) №№ (хи, ..., Ха), 
кті 


где 4, = (02 + )!?2, ѕіпе = а/4„ сове = В, /4ь. 
Здесь каждый член рада определлет гармониче- 
ское колебание с амплитудой 4,/, и частотой ум. 
Неоднородное гиперболическое 
дифференциальное уравнение. Пусть 
вместо уравнения (3.58) имеем неоднородное диф- 
ференциальное уравнение 
и 
го —== — Ти +Е (!, Ху, ..., Ха). 
Кроме того, выполняются те же самые усло- 
вия и предположения, как и в случае однородного 


гиперболического дифференциального уравнения. 
Формальное решение имеет вид 


со 


и( Х,,..., Ху) = У јесу ћи + Б, 5 Им + 


к=1 


1 


А 2 | дт зал. 


№ 





о 
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где 
= ГЕ(Ь хи, ..., Хо) Ју (оно Хи) Хи... АХа 
6 (3.61) 
Заметим, что первые два слагаемых в фигурных 
скобках дают решение однородного уравнения с 
начальными значениями ио и и1, третье же слагаемое 


дает решение неоднородного уравнения с иџ = и, = 


= 0. В частном случае 
Е (1, Хї, ..., Ха) = 


= Ст (х,, ..., Ха) Л (ха, --., ха) 8ш Ума 


при и, = и, = 0 решение, этой задачи имеет вид 


и(1, Ху, ..., Ын 


ме 
и у 


Параболическое дифференциаль- 
ное уравнение. Рассмотрим уравнение 








– 1 сов Ум! Ол Ху, ..., Ха). 





д 
г == -14-Е(, Ху, ..., х), (хь:.., хјеб, 
при условии 
ди 
и | =о = Шо (Хи, ..., х пича 2), = 
при 1 > 0. 


Пусть для 1, выполняются те же самые пред- 
положения, что и в случае однородного гипербо- 
лического дифференциального уравнения. Формаль- 
ное решение имеет вид 


и (Е Хү, ..., Ху) = 


со [4 
= У (ае + (сұ(5)е7%4-9%) М(х, ..., ху). 
к=1 0 


При этом а, И с, задаются формулами (3.60) и 
(3.61). 
Эллиптическое дифференциальное 


уравнение. Ищется решение ид, Ху, ..., х,) ЭЛ- 
липтического уравнения 
д?и 
р = Ги + Е(, ху, ..., Ха) 
в области д = |, хі, ..., Хо|(Ха, ..., Хеб, 
О<:< с 
и | -о = но (Ху, ..., Ха), 
|; 0 о ( 1 п) (хі, 222, х,јеб, 
и |; = = иу (хі, ...>. Хи), 
ди 
(шу) = 0, О<г < |. 
дп / дс 





Формальное решение этой краевой задачи имеет 


ВИД 
| | у ул - 0). 
Г, Ху, » Хи) = к 
шин. Хү! 
к=1 
61 ИЛ, Е 
+Ь “ 





к — — | (|, $) сқ а ю 
511 ум! | (зе Ј 
0 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


где а, и с, вычисляются по формулам (3.60) и (3.61), 
а ВБ, - по формуле 


Б, = {и Дгах, ...Ахи 
С 


С, (1, 1) – функция Грина краевой задачи — 7" (1) + 
+ Ао (1) = 0 при условии 0(0) = 0(/) = 0 (см. 
табл. 3.5 в 3.3.1.7.1). 


Пример ТІ. Колебание закрепленной струны длины 1. 
Найти решение гиперболического дифференциального урав- 
нения 


ии = ази у 
с начальными условиями и|-о = ио(Х), ш |1=о = и! (х) и 
краевыми условиями и |,.0 + и |; = 0. 
В этом примере С совпадает с интервалом 0 < х < 1, 
4% 
ут И соответствующая 
х 
задача о собственных значениях Го = Хо при 2(0) = (= 0 
тка 42 


т) 5 


1, определяется формулой [2 = - а? 


имеет положительные собственные значения А, = 


собственными функциями /, (х) = 13 біп цэ при К = 1, 2,... 


Формальное решение задается рядом 


и (1, х) = |“. Де "а зіп 2 фа шіл. 


где “ 


_ 1 
ак = 13 (м біп теқ , 
0 


-і 
(21 . лих 
ђ = ка |» (х) 811 — 4% 
0 


или рядом 


и (г, х) = үз а біп ха біп ЕЗ + а) 
к=1 


где 4, = (а2 + Б2)!?, зте, = а, /4,, сов6, = 5/4. 

Если ио дважды непрерывно дифференцируема, а и, не- 
прерывно дифференцируема, то ряд для и(|, х) равномерно 
сходится. Если ио четырежды непрерывно дифференцируема, 
а ил трижды непрерывно дифференцируема, то почленным 
дифференцированием можно доказать, что и(!, х) есть 
решение поставленной задачи. 

Каждое гармоническое колебание образует стоячую волну 


К 
с собственной частотой шэн и амплитудой а, Е тыл, 


Точки нулевой амплитуды ы-і (п-0,1, 2, ..., К) 


2п + 1 
2К 
1,..., К- 1) – точками максимальной амплитуды или пуч- 





называются узловыми точками, а точки Хи = | (п = 0, 


ла 
ностями. Гармоническое колебание с А, = | ——] называется 


| 
основным тоном: прочие гармонические колебания с 7, 
Аз, ... — обертонами. Суммарное действие отдельных тонов 
дает тембр звука струны. 
Пример 72. Распространение тепла в конечном 
стержне. Найти решение параболического уравнения 


и! = Фи", 
с начальным условием и |, -о = ио (Хх) и краевыми условиями 
и | х=о = И | „= =0; С, 1, А», А. имеют тот же смысл, что и в 
примере 71; с, = 0, так как Е (!, х) = 0. Формальное решение 
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имеет вид 


и(,х)- 13 у а,е (таур вт тел, 
к=] 





Пример 73. Продольные колебания стержня с одним 
свободным и одним закрепленным концом, на который в 
начальный момент времени действует постоянная сила р. 
Найти решение гиперболического уравнения 


ин = а?и", 
с начальными условиями и | -) = ио (х), ш |1 =о = и, (х) и крае- 
выми условиями и; |,.о = 0 (свободный конец), и; |;-; = ра. 
После введения новой неизвестной функции и = и — хра 
поставленная задача переходит в задачу 


2 
й" = а?и", а рі 





х2ра 


с начальными условиями и |, =о = ио (х) — р 


ш |1=0 = и, (х) 
и однородными краевыми условиями 


и |„=0 = 0, И, |у- = 0; 


С — интервал 0<х<!. Задача о собственных значениях 








азу ду ду 
а? —==7>% -- -0и-- -0 имее 
а" 2—2 у при условиях 2- _. іы меет 
Кап 12 
неотрицательные собственные значения А, = =“) и соот- 
2 дКх 
ветствующие собственные функции /, (х) = тов 


Формальное решение задается рядом 


2 - пка . лка лКх 
+ |/ — а, сов --4 + Р, мп ——1 |сов ——; 
! ! ! ! 
к=1 


хгра 





и(!, х) = 


при зтом 


При вычислении членов ряда получаем с, (1) = 0, К>1 

Пример 74. Колебания закрепленной мембраны. Найти 
зешение гиперболического уравнения 
ми = а? (их, + иуу 

: начальными условиями и |, =о = ио(х, у), ш|1=о = и. (х, у) и 

‹раевым условием и [ос = 0 для прямоугольника ОБ т = 


= (ос 10 < х < р,0 < У < 4} или лля круга Ск = х, у)|х 
ву? <р?}. 
Задачу о собственных значениях для прямо- 


голъника: —а? (07, + 0") = Хр при условии 2126, = 0 — 
ешим, предполагая, что р(х, у) = о, (х) е (у), и получим в 


ачестве собственных значений Хи = п?а? 


рд Р 


огда решение поставленной задачи для области Ср имеет 





вид 
2 \ ао ов 
и (Е, х, у) = --—- ац со5 | та + Е] + 
Ура р 4 
К,1-1 
к р 
+ Быт (м 15 +- )) з — 
а 
где 


4 
Кх 
ац = 2 Пее у) біп ІХ ёр му Ях ду, 
р а 
Ира оо 


2 Ура ТЭМ 
ђџ = __2ум__ || (х, у) зіп БТІ и: 


лауа? + Вр 2 Ял 


Задача о собственных 
-а? (гу, 


значениях для 
+ь,,) = Ар при условии г Әб, = 0 — имеет 


а 
ные значения Ми = ид -р и соответствующие соќ 
р 


функции 
р > 
Ли (ху = - ЛС - )« е, 
АМЕ] р 
где х= рсоѕф, у-рвіпф (к = 0, 1, ., 1 = 1,2, ) 
Цу — положительные корни уравнения /,()-0 


функция Бесселя 1-го рода Кло порядка, см 
Формальное решение поставленной задачи запи 
в виде ряда 


І Бий 
Г, Х, у) = - => с — 
«эн ЕН 
4 4, (ш 
+ би (о) ) - 
р 


(И, 


р 2л 
ац = | | (х, у) Ј, (њи р ) е “өр ар 4. 
оо 
Ь 244. » жо 
м = ар „ево (х, у) Ј (ы? ) рар 4ф 


(см. 3.3 2.3.4) 

Пример 75 Смешанная задача дія двумсрног 
нения теплопроводности. Найги решенис параболи 
дифференциального уравнения 


где 


и = а? (из, + и) 


при условиях и|,-о = мо (х, у) и ијас, = 0 в области 


= {(х, у)|0<х<р; 0<у<а). Соб вениме функ 


собственные значения оператора [и = — а? (г 17) 
дены в примере 74. 

2 дкх . шу „(АР 

аз — за - - зт -И епа „Жо 

ра 4 Г 47, 


Формальное решение дается рядом 


2 
и (г, Х, у) = үр Т » аме” 
РЧ 


где 


242 (К? /р? + 8142) ап ЛАХ | 
р 


2 Ах дА 
А == 770. ІШЕ у) мп р ыт аха 
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Пример 76. Задача Дирихле длл прамоугољника: 
= (х, у)|0 <х<р; 0<у< 4}. 


Найти решение эллиптического дифференциального урав- 
нения 


из; + иу = 0 
при условии и(0, у) = ио(у), и(р, у) = и. (у) и и(х, 0) = 
= го (х), и(х, 4) = 0, (х). 
Сначала решаетса задача с краевыми условилми 


и(0, у) =и(р, уу=би и(х, 0) = оо (х), и(х, а) = 0, (х). 





Решение задачи о собственных значениях: [2 = — 4% = 

при условии г(0) = р(р) = 0 — имеет вид /, (х) = 2 за АХ 
2,2 

и № = —5- При этом формальное решение получается в 

виде ряда 


90 
ва біп ЛЕХ | 
и(х, У) = 2 РР ах 511 У рз 0, 
“ Р Зи КА р р 
р 
К-1 


где 
21 к > 1 П 
дкх дкх 
а = |/ — | со (х) чп —— ах, Б, = |/ — | о чп —— 4х. 
: ІНЕ р “ ІНДЕ 
0 0 


Аналогично решается задача с краевыми условиями 


и (0, у) = ио (у), и(р, у) = ш, (у), и(х, 0) -и(х, 4) =0 


Сумма двух этих решений дает формальное решение постав- 
ленной задачи. 


Операторный метод. Так же как и для 
обыкновенных дифференциальных уравнений, при 
решении уравнений в частных производных можно 
с успехом применять операторный метод, который 
основан на переходе от искомой функции к ее 


изображению (см. 3.3.1.6). Часто применяют 
преобразование Лапласа: 
Го) = 1470) = је РЈ (0) 4. 


При этом искомую функцию считают функцией 
одного из независимых переменных и рассматри- 
вают остальные переменные как параметры. Для 
определения изображения искомой функции полу- 
чают, таким образом, дифференциальное уравнение 
(вспомогательное уравнение), которое содержит 
на одно независимое переменное меньше, чем ис- 
ходное уравнение. В частности, если исходное 
уравнение имело два независимых переменных, то 
в качестве вспомогательного уравнения получим 
обыкновенное дифференциальное уравнение. Если 
из полученного вспомогательного уравнения удается 
найти изображение искомой функции, то сама она 
или находится по таблице изображений, или полу- 
чается по формуле обрашения (см. 4.4.3). 


Пример 77. Одномерное уравнение теплопроводности 
при постоянной температуре на концах стержня: 


2," 


азилу –— ш = 0 при хо<х <х,, і>0, 


с начальным условием и |і-о = йо (Шо — постоянная) и крае- 
выми условизми и = = А, и |х-х, -8(4,8В-постоянные). 
Вспомогательное уравнение для функции 


| гт" и(, х)41 


о 


и(р. х) = 


имеет вид 
1 ,_ 
Е (р ш)-0 
При ио + 0 коэффициенты с; (р) и с: (р) в общем решении 


х) = с. (р) ехУр/а + 


+ с; (де-х/р/а вычисляются из преобразованных краевых 
условий й (р, хо) = А/р и и(р, хі) = В/р. Если хо -0и 4-0, 
то получим 


вспомогательного уравнения (р, 


и(р, о)-В------ 


Пример 78. Пусть стержень длины | находится в 
состоянии покоя и его конец х=0 закреплен. З момент 
времени :=0 на свободный конец стержня действует 
сила Ғ. Найти решение гиперболического уравнения 


и" — Фи, =0 для О <х <!, :>0 

с начальными условиями и|,-о = 0, ш|,-о = 0 и краевыми 

условиями и|,=о = 0, и; |„= = Е/Е (Е — модуль упругости) 
22 2 


р 


Вспомогательное уравнение имеет вид = ти с усло- 


аи 
ах х=] ТорЁ 
разованной задачи получим 


4х? 


виями й |,„о= Ди : В качестве решения преоб- 


хр 

Һ 2? 

- Еа 5 а 
й (р, х) БРЕ р! , 


после обратного преобразования находим решение постав- 
ленной задачи: 


Ех ын _(-1"_ ш С” + 1)лх ІХ о (2п + 1)лаг 
ЈЕ Оп+ 1)” 21 2“ 


п=0 


и (Е, х) = 


3.3.2.3.3. Гиперболические дифферен- 
циальные уравнения. Случай двух 
независимых переменных. Каноническая 
форма линейных гиперболических дифференциаль- 
ных уравнений с двумя независимыми переменными 
имеет вид 


иу = Р(х, у, и, их, иу) (3.62) 
с характеристиками х = сопз и у = сопѕі. Пред- 
положим, что функция / непрерывна по всем пере- 
менным и удовлетворяет условию Липшица (напри- 
мер, условие Липшица выполняется, если / имеет 
непрерывные частные производные по и, р и 4): 


- Ғ(х, у, и, р, 4)| < 
< М и = #|+1р-р| +14 = 41}. 


ГЛ (х, у, и, р, а) 


Тогда справедливы следующие теоремы существо- 
вания и единственности для соответствующих кор- 
ректно поставленных задач. 

а) Задача с начальными значениями. 
Существует однозначное решение уравнения (3.62) 
с начальными условиями и(х, Ф(х)) = ио(х) и 
дијдп (х, Ф (х)) = и, (х), где у = ф(х) – заданная кри- 
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вал С такая, что Ф (х) # 0, 0/дп обозначает произ- 
водную по нормали к Си цо, и, — произвольно 
заданные непрерывные функции на кривой С такие, 
что производная ио существует и непрерывна. 
Решение и(Хо, Уо) зависит только от начальных 
значений на отрезке Со кривой С, отсеченном 
характеристиками РоВо и Ро Ао. Изменение началь- 


ных данных вне Со не влияет на решение в точке 





Рис 369 


Ро. Отрезок Со называется областью зависимости 
решения в точке Ро (рис. 3.69). 

6) Задача с начальными значениями 
на характеристиках. Пусть функция 
й(х) непрерывно дифференцируема на характе- 
ристике у = Б, а функция д (у) — на х = а с условием 
совместности й (а) = 9(5). Тогда существует един- 
ственное решение уравнения (3.62), принимающее 
заданные значения на характеристиках х = а или 
у=ђ: 


и(х, Б) = #(х), и(а, у) = 9 (у). 


Область зависимости решения в точке Р, со- 
стоит из В,0| 4,0, т.е. изменение начальных 
значений й, д вне В,О |) 4,0 не влияет на решение 
в точке Р, (см. рис. 3.69). 

в) Смешанная задача Пусть шо(х)- 
непрерывно дифференцируемая функция на С: 
у = ф(х), ад (у) — на характеристике х = а, причем 
выполнено условие совместности шо (а) = у (Ф (а). 
Тогда существует однозначное решение уравнения 
(3.62) в области вида В;0 Во (см. рис. 3.69), кото- 
рое на С и на х = а принимаег заданные значения 


и (х, Ф (х)) = Ио (х), и(а, у) = 04 (у). 


Формулу решения в явном виде дїїя задачи с 
начальными значениями на кривой или на характе- 
ристиках для дифференциального уравнения 


Іш = #(х, у), 
где 


ди ди ди 
[и = ———+а(х, у) — + (х, у) = 
2х2) (х у) = + (х, у) оу 
получают методом Римана. 
Предполагается, что функции а, Б непрерывно 
дифференцируемы и с, ћ— непрерывные функции. 
Сопряженное к 1, дифференциальное выражение 
определасеса формулой 
д?р д д 
= — – –—— (ар) — — (бо) + ср. 
дхду ТА ТА ) 
Если а =ђ =0, то [и = Ми и оператор 1. назы- 
вается самосопряженным. Функция С (х, у; хо, удо) 


+ с(х, уји, 


Мр 





должна, кроме аргументов х, у, зависеть еше от 
параметров хо, Уо и удовлетворять следуюшим 
условиям: 

1) С как функция х, у удовлетворяет сопряжен- 
ному дифференциальному уравнению МС = 0; 


2) С, (х, уо; хо, Уо) -Ь(х, уо) 6 (х, уо; хо, уо) = 0 


(для у = уо), 
С, (Хо, У; Хо, Уо) - а(хо, У) С (хо, у; Хо Уо) =0 
(для х = хо) 


3) С (хо, уо; хо, Уо) = 1. 


Значения функции С на харакгеристиках х = Хо 
и у = у, определяются из условий 2) и 3). Тогда С 
определяется однозначно из задачи с началь- 
ными условиями на характеристиках для уравне- 
ния Мо = 0. Такая функция С называется функци- 
ей Римана, соответствующей дифференциальному 
оператору Г. Для функции Римана С (х, у; хо, уо), 
соответствующей 1, и функции Римана Н (х, у; хо, 
Уо), соответствующей М, справедлив так назы- 
ваемый закон взаимности: 2 


Н (х, у; Хо уо) = С (хо, уо; х, У), 


т.е. функция Римана дифференциального опера- 
тора Г. переходит в функцию Римана сопряженного 
дифференциального оператора М, если поменять 
местами параметры и аргументы. Если 1. — само- 
сопряженный оператор, то функция Римана сим- 
метрична по отношению ‚к (х, у) и (хо, уо). При 
помощи функции Римана получают формулу пред- 
ставления решения задачи с начальными зна- 
чениями для Ти = (х, у) в точке Ро (хо, уо) (см. 
рис. 3.69 и п. а)): 


ди (Ро) = и (А) С (Ао; Ро) + и(Во) С (Во; Ро) – 
— | (шС-ис, + 2биб) у, + 
хо” 
+ (иуб. — ибу + 2аиб) х,)48 + 2 || АС ах ду, 
> 


если С представимо в виде х -х(5), у = у(5), где 
5 — длина дуги их у 0, а х, у, — компоненты 
единичной нормали к С, внешней по отношению к 
области Ў = Во АоРоВо. Правая часть этой формулы 
может быть определена через начальные данные 


и(х (5), у(9) = по (5), 2 (59, у(8) < и: (9) 


дп 
ди 

так как, зная ии 24 вдоль С, мы знаем также 
п 


их И иу вдоль С. 

Формула представленил решенил дла задачи с 
начальными значенилми на характеристиках (см. 
рис. 3.69 и п..б)) имеет вид 


ђ 
и(Р,) = и(0) 0 (0; Р,)- | 6 (и) + аи),-„ду — 
У! 
- 1 С (и; + бију -ьах + | Сһах ау, 
а 5 


где 5 — прямоугольник Р,В,ОА, 
Пример 79. Вычислим функцию Римана для уравнения 


1 
Ги = иу, – 1“ = 0. Оператор 1. является самосопряженным, 
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т.е. функция С симметрична. Если обратить внимание на 
второе и третье условия для функции Римана, то можно 
предположить, что С = 4 (2), где 2 = (х — хо) (у - уо), 9 (0) = 1. 
Обе характеристики в точке Ро(хо, уо) удовлетворяют 
уравнению 2 = 0. Функция д (2) является решением уравне- 
2 
ния 2 в + аго = 0 при условии (0(0) = 1 или, если 
сделать замену 2 = г?, решением модифицированного урав- 
нения Бесселя 


429 49 
2 48 22-0. 
г а Та 9 = 0 


Отсюда д = Го (И?) и С(х, У; хо, уо) = Го (И (х – хо) (у — Уо)) 


есть искомая функция Римана (Го (1) - модифицированная 
функция Бесселя 1-го рода нулевого порядка (см. 3.3.1.3.4)). 

Пример 80. Дифференциальное уравнение распро- 
сгранения электрического тока по проводам (телеграфное 
уравнение) имеет вид 


аш, + би; + си = их», 


причем а> 0, Би с-- постоянные. Для новой неизвестной 
функции й, определяемой соотношением и = йе-““, полу- 
чим уравнение 


_ . А | Ь? – ас 
Ин = т2и", + ии (= = а’ п? == 7-41 » 
~ - п 
которое заменой независимых переменных х = т (ті + х), 


у п =>" 1 - 
ӯ = яг (ти - х) приводится к виду йу дй 0. Из формулы 


представления получается решение исходного уравнения, 
которое удовлетворяет начальным условиям й |, =о = ио (х), 
№ | =о == и, (х). Таким образом, подставив в формулу пред- 


ставления функцию Римана С = Г, (ЏИ (х – хо) (у – Уо)) из 


примера 79 и возвращаясь к исходным переменным, получим 


й (х, 1) --гіш(х- т) + шо (х + тг)) + 


хэт 


#3 | (нө (2088-06-30) 


х-ті 


-ио (5) ма 28229) 4. 


ти? – (5 – х?) 


Частный случай: а = 1/р?, Б = с = 0. Тогда т = р, п = 0 
и в силу того, что 10(0) = 1, Г, (0) + 0, получим решение 
уравнения и; — рги = 0 с начальными условиями и |. = 
= мо (х), м | =о = и, (х) в следующем виде (формула Далам- 
бера): 


и(х, ) === об г) + о (х + по) + > | «өв 


х-р 
Дифференциальное уравнение колеблюшейся 
струны, или одномерное волновое уравнение, 
д?и д?и 
2 
—= – а = = 0 3.63 
дг? дх? (3.63) 


имеет характеристики х + а! = сопві (рис. 3.70) и 
преобразованием (-х-4а, х= х + а может 
быть приведено к каноническому виду й; = 0. 
Уравнение (3.63) имеет общее решение 


и (Е, х) = Л, (х + а) + Р(х — а), 
где ди ў, — произвольные дважды непрерывно 
дифференцируемые ‘функции. Функция /;(х- а!) 
описывает возмущение, которое исходит из точки 
хо В момент времени г = 0 и к моменту времени ! 
приходит в точку х = хо + а (рис. 3.71). 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


Отсюда следует, что эта функция описывает 
волну, которая распространяется вправо со ско- 


ростью а. Аналогично /, (х + аг) описывает волну, 
| > 


2 т+аЁ=соп$ Т-@Ё = с0п51 
2 =. 
ХХ Т-а!-гл 
552506 
~ ХЭЭ 
\ оо 
~ ОХ 
к ооо 
ХУ ХХ ХХ 
исо 
КОО, 
А В т 
Рис. 3,70 
распространяюшуюся влево со скоростью а. 


Обшее решение уравнения (3.63) есть суперпозиция 
этих двух ВОЛН. 

Решение задачи с начальными значениями на 
кривой С: 1-0 с начальными условиями и (0, х) = 


ди (0, 
= мо (х), 0.0 = и, (х) имеет вид 
х+а 
1 1 
и(ё, х) = 5 (мо (х — а) + (х + а) + 22 | и1(5)45 


х-а 


(решение Даламбера, см. пример 80). Это решение 


ИАЛ 


та! 70 


= . 





түгі 


Рис. 3.71 


показывает, что область зависимости АВ решения 
и в точке Р отсекается обеими характеристиками, 
проходяшими через Р, на оси х (см. рис. 3.70). 

Задача о закрепленной струне. Найти решение 
уравнения (3.63) с начальными условиями и (0, х) = 
= шо (х), ш(0, х)=и, (х), 0<х<!, и краевыми 
условиями и (г, 0) =и(ь ) = 0. Пусть при этом иф 
дважды и и, один раз непрерывно дифференцируе- 
мы и выполнены условия совместности ио (0) = 
= ио(ђ=0 и и, (0) = и (1) =0. Если продолжить 
начальные значения ио и и, посредством формул 
ш (—х) = –ио(х) и и;(—х)=и,(х) на отрезок 
[-1 Д, а затем периодически на всю ось х, то 
при дополнительных условиях ид (0) = мо (1) = 0, 
и (0) = и (|) =0 функция ио на оси х дважды, а 
функция и, один раз непрерывно дифференцируемы, 
и решение этой задачи дается решением Далам- 
бера. Если исследовать эту задачу с точки зрения 
колебаний, то удобно использовать метод Фурье 
(см. пример 71). | 

Задача с данными на характеристиках. Пусть 
на х — а! = г задана функция Л(1) и на х + аѓ + 5 — 
функция 4(4) (см. рис. 3.70), и пусть они дважды 
непрерывно дифференцируемы. Будем искать такое 
решение уравнения (3.63), чтобы и(г+ а, г) =" (г) 
ии(5- аі, 1) = д (!). При этом справедливо условие 


8-1 8-1 
совместности Л УШ =9 ЗЭ Подобрав со- 
а а 
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ответствующим образом функции / и ў; в общем 
решении уравнения (3.63), получим решение этой 
задачи: 


и(г, х) = 


х+9а-+ 5—хљ+а 8-1 
= ----- + 9|---т----|“- Л . 
2а 2а га 
Задача с начальными значениями для неоднород- 
ного одномерного волнового уравнения и; — аи", = 


= (1, х) имеет решение 


1 
2 








и(г, х) = (ио (х = а) + ио(х + а) + 


х+а! 


23 
2а 


и, (5) 48 + 2 ||л6 г) 48 ағ, 
2а 
х-а К 
где К = ((5, г)|0<5<:, | – х| бај: — 5 |] (прин- 
цип Дюамеля). 
Случай более чем двух независимых переменных. 
Решение задачи о начальных значениях для дву- 


д? 02 
и ( и, 





мерного волнового уравнения =а 





ПЕ дх? 
ди 
+ 22 при условиях и(0, хі, хо) -ио(хі, Хо), 
2 
ди 
279; Хү, Хэ) = и, (х1, хо) дается формулой Пуассона 
1 и (Хү, Хэ) _ _ 
и(Е хү, х - пе Ах, хо + 
(1, Ху, Хэ) ота || зас 1 4Х, 
к» хо) 
А – 
+ |! | | но (5 52) ду, ая, | | (3.64) 
с! а?1? – 
к ха) 


(2 =(Х, — х!)? + (х, — хо)). При этом предпола- 
гаетса, что и, трижды и и, дважды непрерывно диф- 
ференцируемы. Область К(Хь х2) есть круг в (Ху, 


х,)-плоскости с центром (хі, х;) и радиусом ап. 

(х1.х,, ха) 

Пусть М, 1273 
(х,,Х5,Х4) 

ние функции / (хи, хо, хз) на сфере 5, 1 > 3 радиуса 

г с центром (хі, Хо, хз): 


[1] обозначает среднее значе- 


21 т 
Х1. Хз, Хх 1 . 
маза [у] = ШЕ + г сов 0 ѕіп Ө, 
оо 


х, + ісіп Ф іп 6, хз + 1 сов 0) сов 0 40 40. 


Решение задачи о начальных значениях для трех- 
мерного волнового уравнения 


ди „(ди ди ди 

257% (а ЕЯ 54) 
при условиях и(0, хі, Хо, хз) = ио(Хъ Хо, хз), 
ди (0, хі, Хо, хз) 
де. 
цважды непрерывно дифференцируемы) дается фор- 
мулой Кирхгофа 











= и; (хі, Ху, Хз) (ио трижды и и; 


1 (1, ха, Ха, Хз) = 


д 
= Му х2. хэ) (и11 + = (сме ха, Хз) 1) (3.65) 
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Истолкование формул (3.64) и (3.65). Пусть 
начальные возмущения ид и и; отличны от нула 
лишь в каждой области С вблизи начала координат. 
Решение (3.64) показывает, что вне области, огра- 


ниченной огибающей Е таких окружностей 56:1'>2), 
что (хі, х2)ЕС, имеет место состояние покоя; 
напротив, решение внутри области, ограниченной 
огибающей, в общем случае не равно нулю 





Рис. 3.72 


(рис. 3.72). Решение имеет только внешний вол- 
новой фронт. 

Формула (3.65) показывает, что в общем слу- 
чае в области, ограниченной огибающей Е, и ле- 
жащей вне области, ограниченной Е,, решение 
не равно нулю. В области, ограниченной Е;, и вне 
области, ограниченной Е,, имеет место состояние 
покоя (рис. 3.73). В этом случае решение имеет 
четкий внешний и внутренний волновой фронт. 


и Локой 
ос х 


7,7, 
50 ? з) 





Рис. 3 73 


Неоднородное волновое уравнение и; — а?Ди = 
= (1, ху, ..., Ху). Как и в случае неоднородных 
обыкновенных дифференциальных уравнений, об- 
щее решение складывается из частного решения 
неоднородного уравнения и общего решения 
однородного волнового уравнения. Для того 
чтобы получить частное решение неоднородного 
уравнения, пользуются принципом Дюамеля: ре- 
шают задачу с начальными значениями й; — а?Ай = 
= () при условии и (0, х;,..., хи; 5) = ди ш (0, х,,..., Ха; 
5) = 7 (5, хі, ..., Ху) для однородного волнового 
уравнения с параметром 5. Тогда функция 


1 
и(6 Хү, ..., Ха) = [и (1 — 5, Х1,..., Ха; 5) 48 
0 


представляет собой частное решение неоднород- 
ного волнового уравнения с однородными началь- 
ными условиями. Таким образом, обшее решение 
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трехмерного волнового уравнения получается в 
виде 


и (1, Хъ х, хз) = 


д 
= см хо, Хз) Г“. + Юн Хэ ХЭ) 53) + 





— —, Хъ Хо, Хз 
“А-а 2212 
ге - --г------4Х, ах» ахз, 
У г 
кб» Хэ, хз) 
3 
где 7? = У (х; – х)?. В случае двумерного волно- 


:=1 


вого уравнения к решению однородного уравнения 
нужно прибавить частное решение неоднородного 
уравнения, например, 


ме ||| а пе АН Хү, Ху) ах, ах, 
(а? (Е— 1)? — (х1 — ха): — (Х, — хо)?)"? 


где К — область (Х,, Хо, 1)-пространства, опреде- 
ляемая неравенствами 


0 < ? < і, (Хү -- ха)? + (х; -- хо)? < а? (Е — 02. 
Выражение 
Л А Хі, Хэ, хз) 
||| - ----------:-::----А(Х ах, хз 
кс, Хэ, хз) 


называется запаздываюшим потенциалом, так как 
функция / берется не в момент времени г, а в 
более ранний момент времени. 

При рассмотрении смешанной задачи в случае 
волнового уравнения следует обратиться к 3.3.2.3.2. 
Такие задачи часто можно решать методом Фурье. 

Частные решения одномерного волнового урав- 
нения и! — аи", = 0 имеют вид 


и (г, х) = Ссов (ог + С.) соз(Кх + С,) (о = Ка), 
и(ь х) = С, сов (ог + кх) + С, мп (си + кх) = 
= С соз (си + Кх + с). 


Частные решения двумерного и трехмерного 
волнового уравнения и; — а? Ди = 0 имеют вид 


х)-й(хі,..., хо)е ““ (о = Ка), 


где и есть решение уравнения Гельмгольца Ай + 
+ К2џ = 0 с произвольной постоянной К (ср. частное 
решение уравнения Гельмгольца; см. 3.3.2.3.4). 
Отсюда получаются следуюшие частные решения: 


и (Е хі, ..., 


и (1, Хї, Хэ, хз) = 
= А соз (ви + (Ех + Кох, + Кзхз) + с) 


(К + К? + К =К?; о = Ка), 
и (С, р, Ф, 2) = 
= 2 „(руУК? — К?) сов (ог + К2 + тф + с) 
(т-0, 1, ...; о = Ка), 
1 
и (Е, р, 9, 9) = низ (Кр) У, (6, ф) сов (ог + с) 


(/ = 0, 1,...; о = Ка), 


ша ах - др ди 4 
0 Хү... Хх, = р дх, дх, Хү... 
С С 


ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 


и(ї, р, 6, ф) = Я сос (ог + Кр + с) (о = Ка), 
и(г, р, 0, Ф) = 
= ЛЕ (ог + Кр) + А ап (ог + 2 6050 
Кр р 
(о) = Ка), 
и(ь р, Ф) = 
= 2, (Кр) [А сов то + В зп тр] |А! сов ог + 

+ В чпог] (т=0,1,...; о = Ка). 

Здесь (р, Ф, 2)- цилиндрические координаты: 


хі = р совф, х; -р іп ф, хз = 2; (р, Ө, ф) - сфери- 
ческие координаты: х; = р сов ф $11 6, х; =ряпф х 
х зт Ө, хз = рсозбв КГ, (р, ф) — полярные коорди- 
наты: х, -рсовф, х = рѕіпф в В?; 2,(Х)— 
цилиндрические функции (решение дифференциаль- 
ного уравнения Бесселя) и Лу - сферические 
функции Бесселя (ср. 3.3.1.3.4), Ү;- шаровая 
функция (см. 3.3.2.3.4), К — произвольная постоян- 
ная. 

3.3.2.3.4. Эллиптические дифферен- 
циальные уравнения. Исследуется задача о 
собственных значениях задачи Штурма — Лиувилля 


д р 
[м = — и + ди = Хи, (хі,..., х,) 6, 
дхі Р бх, 


(3.66) 
с краевыми условиями 


ди 
лоб) 


(например, при р= 1 и 4 = 0 [и = – Аи); при этом 
С — ограниченная область с кусочно гладкой гра- 
ницей ОС и д/дп обозначает производную по 
нормали к дС. Пусть для (хі, ..., хдеб-С()96 
справедливы следующие условия: 


=0 (3.67) 
да 





р(Х,, 44, Ху) > 0, (х1, ..., х) 2 0, 


р непрерывно дифференцируема и 4 непрерывна 
Пусть для (Х,,..., х,) е 06 выполняются неравенства 
Р(х, ..., ху>0,64(х,... х) > 0, У+ч> била 
непрерывны. Ищем нетривиальные решения и 
(т. е. ненулевые), которые дважды непрерывно диф- 
ференцируемы в С и непрерывно дифференцируемы 


в С. 
Для І, справедливы первая формула Грина 


д 
2 |» ОН 45 + П 
дп 
26 б 


и вторая формула Грина 


др ди 
ш, ах, = 2--0--148 
ІШ и1Ю)4х,...4х, СЕ 35 р 5548 
С у 


при этом предполагается, что и, с дважды непре- 
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рывно дифференцируемы в С и один раз-в С; 
48 есть элемент поверхности границы 0С. 

Оператор 1, эрмитов (самосопряженный), т. е. 
выполняегся равенство || иГ 4х, ...4х„ = || гіш ах)... 

С а 
...4х, для всех и, гєр, где функция и, удовлет- 
воряюшая краевым условиям (3.67), содержится 
в множестве функций О, если она дважды непре- 
рывно дифференцируема в С, один раз-в б и 
если || (14) ах, ... ах, < оо. 
С 

І,- положительный оператор, т.е. (и, и) = 
= [Ги[и ах, ...4х, > 0 для всех ие. Эго свойство 

с 
следует из неравенства 


п 2 2 

| шаах лдээ || (5%) 4хі...4х,, 
\ | Ох; 

С Сі-і 


Ро = тіп 
(хі,.., ЕС 


где 


р (хі, ..., х,), ие. 


Нетривиальное решение задачи о собственных 
значениях задачи Штурма — Лиувилля (3.66), 
(3.67) называется собственной функцией, а соот- 
ветствующее ей Л — собственным значением. 

Свойства собственных функций и собствен- 
ных значений поставленной задачи таковы: 

а) Собсгвенные значения оператора 1, неотри- 
цательны. 

6) Собственные функции оператора [, принадле- 
жащие различным собственным значениям, взаимно 
ортогональны, т. е. из [и = ћи и [м = ћи при А %# А 
следует, что 


|| ий 4х, ...4х, = 0. 
а 


в) 1-0 только тогда являсгся собственным 
значением оператора Г, когда 4 = 0 и / -0. При 
этом А = 0 – простое собсгвенное значение (1. е. 
существует только одна собственная функция для 
этого собственно о значения) и ио = сопѕі — 
соогветствующая ему собственная функция. 

Для выявления дальнейших свойств заменим 
краевые условия (3 67) Будем считать, что 


ди 
и [об = 9 или | – + 2 
дп 


г) Множество собственных значений оператора 1, 
счетно и не имеет конечных точек накопления. 
Для каждого собственного значения может су- 
шествовать только конечное число собственных 
функций. 

Таким образом, собственные значения можно 
расположить в возрастающем порядке О< А; < 
<А, <... СА, — со при К — о; при этом А, пишется 
столько раз, сколько линейно независимых соб- 
ственных функций соответсгвует этому собствен- 
ному значению. Собственные функции обозна- 
чаются как и), из, ... и удовлетворяют условиям 
[их = Ми, (К = 1, 2,...) и ще. Можно предпо- 
тагать, что собственные функции ортонормиро- 
аны: 


_ =0 (/> 0). (3.68) 


об 





|| Ики ах ах; 4... ах, = ди. 
С 


д) Каждая функция ие может быть разложена 
в равномерно и абсолютно сходяшийся ряд по 
собственным функциям оператора 1; 


ОО 


4» Ха) = У ски, (Ху, ... 


к=1 


и (х1, М , Хи), 


где 


ск = Циш ах, ...Чхи. (3.69) 


б 


е) Система собственных функций оператора 1. 
плотна в 1, (С). 

ж) Если иер, то рад (3.69) можно почленно 
продифференцировать по х, Полученные при 
этом ряды сходятся в 1., (С) к ди/дх, т. е. 


т 


. ди, ди \2 
| —— – = | 4хі...4х, = 0. 
и, |) дх, 5) ч “" 
С 


к=1 


з) Если подставить вместо риа функции ри 4 
такие, что р >р, 450, то это приведет к возраста- 
нию собственных значений, т.е. к А, > КМ. Анало- 
гично для р<ри а => а получаем 3, < №. 

и) Расширение области С влечет за собой 
уменьшение собственных значений (при краевых 


и 
условиях —— = 0 или и|гс = 0). 





п 106 
к) Каждое собственное значение ХМ, которое 
связано с краевыми условиями вида (/и + 


= 0, где //9 2> 0, есть неубывающая 
да 


функция //9. 
Замечание. Все результаты остаются в силе, 


если задача Штурма -- Лиувилля имеет вид 


Іш = Хри, (ға 22) = 0, 
дп ес 

где функция р положительна и непрерывна в С. 

Вместо элемента объема 4х,...4х, в этом случае 

вводят элемент объема р(х, ..., х„) 4х, ... ах, 

Для вычисления собственных значений и собст: 

венных функций часто применяют метод Фурье, 

который основан на разделении переменных (см. 
3.3.2.1 и 3.3.2.3.2). 








Пример 81. 
Лиувилля 


Пусть поставлена задача Штурма — 


Аи = №, ијс=0 


для области С = {(х, у)| х2 + у: < К2) в (х, у)-пространсгве 
В полярных координатах х = рсо5ф, у= рзпф, 0 <р< А 
0 < Ф < 2л, дифференциальное уравнение имеет вид 


1 Ж 4) 1 ШТ 
р др (Рдр) р? дф? 


при условии, что и (К, ф) = 0, и при дополнительных условиях 
на и(р, ф); и(р, Ф)|ь=о ограничена и и(р, ф) = й(р, ф + 2л), 
полагая и (р, ф) = г(%) м (р), получим —1" = це (при условии 
г (ф) = г(ф + 2л)) и р(ри) + (р^ -у)м = 0 (при условии 
у (0) # оо, *(К) = 0). Из первой задачи о собственных зна- 
чениях для р легко вычислить и, = К? и собственные функции 


1 іп АФ, 
Л 


1 
- =-60$ АФ 
т 
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Преобразование р ИХ = р приводит дифференциальное урав- 
нение для у к дифференциальному уравнению для бесселевых 
функций 

– 4(. 4% 2 _ ка — 0 

(0) +6" я 
учитывая условие #(0) # оо, получим решение м(р) = 
= Ј, (үх р) (Л (6) - функция Бесселя 1-го рода К-го порядка; 
ср. 3.3.1.3.4). Здесь Ј, (үх К) =0, т.е. Ил к = Ш, где р) 
(/ = 1,2,...) - положительные корни функции Бесселя Ј, (1). 


В качестве собственных значений и нормированных соб- 


ственных функций при | = к? получаем 


И и моа щъ -Р- 
к) К? Шр кур К|Ј, (| к КЕ , 


Таким образом, собственные значения и собственные функ- 
ции поставленной задачи о собственных значениях равны 


1 


Ак) = ги 


о, 9) = 2001 И РМ зік 
МАР, Ф үл (а) У к Д | соз ко. 


Гармонические функции. Функция 
и(хі, ..., х,), которая в области С пространства 
В" дважды непрерывно дифференцируема и 
удовлетворяет уравнению Лапласа Ли = 0, назы- 
вается гармонической функцией в С. 

Некоторые виды гармонических 
функций. 

В декартовых координатах при п = 3: 

А ди ди Фи 
ын дх} + дх3 0х 


= 0, 





(к; — произвольные комплексные числа такие, что 
КТ + 5 + КЗ = 0), 


и(х,, Хэ, хз) = (а, + Рах.)(а» + Бохо) (аз + БзХз) 


(а, Б; (і = 1, 2, 3) — произвольные числа); 
при и = 2: 
А д?и + ди 
и=—+— 
дх2 9х3 


и (х1, Хо) = е+К(а + Ко), 


= 0, 


и(х,, хэ) = (а, + Ь,х,) (а + ђух) 


(А, а, а», ћу, Б, — произвольные числа). 
В цилиндрических координатах 
при п = 3: 


хі = рсоѕ Фф, х; = рчпФ, хз = 2, 


ли | 9 шү 1 ди ди 0 
“Зэр др УГ др) р? др? да 


Разделение переменных и = и; (ф) и (р) из (2) 
приводит к трем уравнениям: 
Фи 
ры, + ти (ф) = 0, (3.70) 
2 2 
а из (р) 1 ди (р) Ка ји (р) = 0, 
др р а 
2 
4 иа (3 Кгиз (2) = 0, (3.71) 
2 


причем требование и; (Фф) = и, (ф + 2л) учтено ус- 
ловием, что т — целое; К — произвольная постоян- 


ная. Тогда 
и(ф, р, 2) < е+ К 2 (Кр) (а соз т + Бѕіп тд), 
и(ф, р, 2) = е+К2 2, (Кр) (а + 59), 


и (Ф, р, 2) = (А + Вг) (с + 5) (а со8 тф + Бяптф), 


и(ф, р, 2) = (А + Вг) (а + Вшр) (а + Бф) 


(а, Б, А, В, о, В — произвольные параметры), 2, (х) — 
цилиндрические функции (решения дифференциаль- 
ного уравнения Бесселя). Если потребовать, чтобы 
гармоническая функция и была ограниченной при 
р =0, то вместо 2,(х) надо подставить функцию 
Бесселя Ј,„ (х) (ср. 3.3.1.3.4). 

В сферических координатах прип = 3: 


ху = рсоѕ 0 51п 6, х, = рчпф 5іп0, хз = р созб, 


Аш- 1 а ди + _ 9 (пе) + 
И р? 0017 др) рівіп0 20 20 
1 ди 

__-_-_ == =. 
+ р? $1120 дф? 


Разделение переменных и = и, (Фф) и (сов 0) из (р) 
приводит к уравнениям 








42 
и), Зи (9) = 0, (3.72) 
42и, (5) ди» (5) 
2222 
(1-5) пи + 


т? 
+ 1] + 0 - 5) и (5) = 0, (3.73) 


Фи 2 ди (7+ 1) 
Физ(р) |240) 1051), (р)-0 
др р Фр 
($ = с050; т-0, +1, %2,..., +); ј = 0, 1, 2,...), 


причем следует потребовать’ регулярности и; для 
0--0и Ө = ях. Тогда 


и (р, Ө, Ф) = 





В . 
= (ае + 1 ) РТ (сов 0) (а сов то + Б біп то) 
р 


с многочленами Лежандра Р” (5) (см. 3.3.1.3.4), 


‚ В 
и(р, 6, о) = (ари + рът) е Фф) (/-1,2,..) 


с шаровыми функциями 


) 
У, (0, о) = У, Р” (соѕ 0) (а„ сов тф + Бы эт то). 
т-0 


При п = 2: 
х, -рвіп ф, 


А 1 д ди) , 1 ди | 
и=— р р2 д92 ° 


ху = р сов ф, 





В а 
и(р, Фф) = (ағ + је сов то + Б біп то), 


и(р, Ф) = А + Впр 


(А, В, а, Б — произвольные параметры; т = 0, 1, 2,...). 
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Специальные решения 
Гельмгольца Ли + Ки = 0. 
В декартовых координатах х, хх, Хз: 


и (ХъХо,Хз) - е!(Күх + Кох, + Кэхэ) (41 + ка + К3 = К2), 
и (хъхохз) = (а + Әхі)е (аха + Азхз) (КЗ + КЗ = К?), 
и (хъхо,хз) = (а + Бх.) (А + Вх») еКХз, 


уравнения 


В цилиндрических координатах: 
Х = р ѕіп Ф, 


Разделение переменных (в предположении, что 
и(р, Ф, 2) ='и, (9) и; (р) из (2)) приводит к диффе- 
ренциальному уравнению (3.70) для и, (Ф), к (3.71) 
для из (2) и к уравнению 
Фир) 1 42 (р) 

ар? р ар 


хі = рсоѕ ф, Хз = 2. 


2 


+ (ке = тр) а) =9 





для и, (р), где т = 0, +1, +2, ... и К — произволь- 


ная постоянная. Тогда 
и (р, Ф, 2) = е+К2 72 „(р ИЕ? + К?) (а соз тф + 

+ Бѕіп то) (т=0,1,2,...), 
и(р, Ф, 2) =е+й27 „(р ИЕ? — А2) (а соз тф + 

+ Бвіп то) (К = А), 
и(р, Ф, 2) = (А + Вг) Со (Кр) (а + Бф). 
В сферических координатах: 

хз = р соѕ Ө. 


хі = рсоѕ ф $11 Ө, х, = ріп 0 Біп 0, 


Разделение переменных (в предположении 


и(р, Ф, 0) = ил (0) из (со0) из (р)) приводит к диф- 
ференциальному уравнению (3.72) для и, ($), к 
(3.73) для и, (5), где 5 -сов0, и к уравнению 


из (р) | 2 4из(р) (а 1041 Ё 
(е) 


для из (р). Тогда 





1 
и(р, Ф, 0) = урлаг (Кр) Ү,(0, Ф), 


р 


1 
и (р, Ф, Ө) = — е +, 
р 


где У (0, ф) — шаровые функции и Лу — сфери- 
ческие функции Бессела (ср. 3.3.1.3.4). 

Шаровые функции. Под шаровой функ- 
цией У, порядка !=0, 1, .. понимают каждую 
однородную гармоническую функцию степени |, за- 
данную на единичной сфере 5, с В". Шаровыми 
функциями в В? являются тригонометрические 


функции 
у (9) = а, сов !ф + Б, ап іф (1-0, 1, 2, ...), 


а однородные гармонические многочлены имеют 
ВИД 
М (хі, хэ) = р! (а с05 Їф + Ь, біп ЇФ) = 


= а Ке (2) + Б, Шт (2'), 
где 2 = ху + іх. 
Шаровые функции Ү(0, т) в ВЕ? удовлетво- 
ряют дифференциальному уравнению 


г оү. ох | у 
_-__ С (апе = )+ ++ ђу =. 
нд 26 (за д.) + 8056 до СКРИ 


12 и Н Бронштейн, К А Семендяев 


Функция У является шаровой функцией 1-го по- 
рядка тогда и только тогда, когда она дифферен- 
цируема произвольное число раз и удовлетворяет 
данному дифференциальному уравнению. Функции 
Ф и Р (в предположении У (6, о) = Р (сов 6) Ф(о)) 


удовлетворяют следующим дифференциальным 
уравнениям: 

42Ф 

-—5- + тФ = 0 (т = 0, 1, 2,...), (3.74) 

аф 

42Р 4 т? 

— 642) —_ — 1) – —— |Р = 0, 
(1-5) 242 28 г (+ ) ЭЭ) 
5 = созб, (3.75) 


причем условие Ф (Ф) = Ф (ф + 2л) учтено тем, что 
т-0, 1, 2, ... При т=0 уравнение (3.75) есть 
дифференциальное уравнение для многочленов 
Лежандра, а при т> 0 – дифференциальное 
уравнение соогветствуюіцих функций Лежандра 
(ср. 3.3.1.3.4). Функции 


Үр (0, ф) = 
РР (сов 0) соз тр при т = 0, 1, 2,..., І, 
- Мы прит= —1,—2,..., —! 


(І -0, 1, 2, ...) – шаровые функции в В3. 

Шаровые функции 1-го порядка (т = 0, +1, ... 
... +) линейно независимы, и каждая линейная 
комбинация 


[ 
У (6, Ф) = > а" УГ (6, Ф) 


т--і 


вновь является шаровой функцией. 

Шаровые функции ҮГ образуют в пространстве 
1 (51) ортогональную и полную систему функций. 
Справедлива формула 


л 2л 
| (Үг) 48 = | ((ҮГ(0, ф))2 зіп 40 49 = 
00 


5, 


145, (1+ [т | 


21+ 1 (!— тј)! 


Помимо указанных шаровых функций У (6, ф) дру- 
гих шаровых функций 1-го порядка не сушествует. 

Каждая функция ГЕ 1, (5,) может быть разло- 
жена по шаровым функциям в ряд 


1 


(0, 9'%=7, У агуг(б, Ф) = 3, у (0, Ф), 
П = 


(:0т-- 


причем Ү,(0, ф) вычисляются при помоши формулы 
Лапласа: 


1+ 1 
Ү,(0, Ф) = т | 
0 


2 


Т (8,9) Р, (сов в) зіп Ө 40 49: 





4 


0 


8 обозначает угол между направлением (0, Фф) и 


направлением (0, ф). Кроме того, справедлива 
интегральная формула 
қ 27 
- - - 4 
|| у (6, Ф) Р, (соѕ а) мт 0 40 аф = Ут у (0, Ф) би. 


оо 
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Свойства гармонических функций. 
а) Для гармонической функции и(х;, ..., х,) 
справедливо следуюшее представление при п > 3: 








1 
и(х) = __ 1 ин ди (у )_ 
(7-2), Іх-у|72 дп 
26 
д 1 
(у — 5; 
(у) дп, |х — у" „| у 
при п =2 
| | ди (у) 
(9-2, Це дп 
26 
д 1 
— и |р = 45,; 
(у) дп, Я 
при этом х = (хи, ..., х,), у = (Ур, У), |х – у| – 


евклидово расстояние между хи у: |х-у| = ((х, — 


- ул) +... + (х, - ул) 7), а 
22 
Ко 


ест площадь поверхности п-мерной единичной 
сферы. 

Каждая гармоническая функция аналитична, 
т. е. в каждой точке С ее можно разложить в схо- 
дящийся степенной ряд. 

б,) Если функция и(х) гармонична в открытом 
шаре Кр с центром х = (хи, ..., х,) и радиусом Ки 
непрерывна в замкнутом шаре К%, то ее значение 
в центре шара равно среднему значению по по- 
верхносги шара 5%: 


1 


и (>) = окт 


| (х- у) 45,. 
5% 

6.) Пусть для функции и (х); непрерывной в С, 
выполнено спедующее условие. Предположим, что 
для каждой точки хЕС существует число го (х) > 0 
такое, что для всех г < го справедливо соотноше- 
ние 


и (х) = — ег |40 — у)48,. 


ОР 
5; 





Тогда функция и (х) тармонична в 6. 

в) Если функция и(х) # сопз! гармонична в С 
и непрерывна в С, то в области С она не может 
принимать ни максимального, ни минималь- 
ного значения, т. е. справедливо неравенство 


тіп и(х) < и(у) < мах и(х), УЕС. 
с хєдС 


хе 


Принцип максимума: гармоническаа в 
области функция достигает максимального значе- 
ния на границе области. 

в.) Если и|ос =0, то и(х) =0 в С. 

в») Если функция и является гармонической в 


области В"\ С, непрерывной в А би іт и(х)= 
|х| > +оо 
= 0, то 

|и(у)| < тах |и(х)|, _ уЕВ"\ 6. 
хєдС 


Если, в частности, и|ғс = 0, тои + 0 в ЕК" С. 


вз) Если последовательность функций и;, и», ..., 
гармонических в области С и непрерывных в С, 
сходится равномерно на границе ОС области С, 
то последовательность равномерно сходится в С. 

г) Если функция и(х) является гармонической 
в С\ {0} и удовлетворяет соотношению 

при и> 3: 

и (х) 


Пт я 0, 
1х|->0 | ХЇ 


при п=2: 
и (х) 


1111 = 
|јх|-0 10 | Х | 





то ее можно доопределить в точке х = 0 так, что 
полученная функция будет гармонической в 06- 
ласти С. 

д) Если последовательность функций и1, и», ..., 
гармонических в области С, слабо сходится к не- 
прерывной функции ив С, т. е. Шт ||шрах,...ах = 

К — оо С 
= || ио 4хі...4х, для всех бесконечно дифференци- 


а 
руемых в С функций о с компактным носителем в 


С, то и — функция, гармоническая в С. р 
е) Если функция и является гармонической в В" 
и удовлетворяет неравенству 


14(5)| <с(1+ 1х)", хЕВ", 


то и – (гармонический) многочлен 
большей чем т. 

ж) Посредством преобразования 
(отражение относительно сферы 50 в В": 

К? К? 
ра ИЛИ Х; = 5-Х; 
і 2 ч і = 12 і 

| х | х | 
(1 = 1, 2, ..., п) можно получить изображение 
Кельвина функции и(х) 

при п= 3: 


т> 0, с> 0, 


степени, не 


Кельвина 





ІХ| Х1Х| 
при п =2 
шү К? _ 
по) = и (1 +) 
Если и(х)- функция, гармоническая при 
|| > К, то и(х)- функция, гармоническая в 
К {0}. 


3) Для функции и(х) > 0, гармонической в шаре 
Кв и непрерывной в Кр, справедливо неравенство 
Гарнака 


К(К ~ |х |) 
(Е ЦЕХ (0) < и(х) < 
и при |х 


Краевые задачи для уравнений Лап- 
ласа и Пуассона в В“. 

Задача Дирихле для уравнения Лапласа Ли = 0: 
найти функцию, гармоническую в С, которая 
непрерывна в С и на границе 00 области С совпа- 
дает с заданной непрерывной функцией ис. 

Задача Неймана для уравнения Лапласа Ди = 0: 
найти функцию, гармоническую в С, которая 
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непрерывна в С и на границе дС области С 
имеет заданную непрерывную производную по 
нормали и, (здесь С — ограниченная область с 
достаточно гладкой границей). 

Аналогичные постановки задач получаются для 
уравнения Пуассона Аи = —/. Если / непрерывно 
дифференцируема в С и непрерывна в С, то крае- 
вые задачи для уравнения Пуассона сводятся к 
соответствующим краевым задачам для уравнения 
Лапласа До = 0 посредством замены и (х) = (х) + 
+ Р(х), где для функции 


ае 





— ау, Ду; Фуз 
у | 


выполняется равенство ДУ = — ѓ. 

Задача Дирихле для Ли = би для Ли = —ј разре- 
шима однозначно. Задача Неймана для Ли = 0 
и Ди = — Гразрешима однозначно с точностью до 
аддитивной постоянной, если выполнено условие 

Ги, 45 + ах = 0 
да а 

Функция Грина задачи Дирихле. 
Функция С (х, х) называется функцией Грина опе- 
‚ ратора Ли в области С, если она обладает сле- 
дующими свойствами: 

1. При всех хеб функция С(х, х) имеет вид 


1 


х) = 4л|х-0Х| + 4 (х, х). 


С (х, 

Функция 0 (х, х) гармонична в С и непрерывна в С 
относительно х. 

2. Если хеб, то С(х, Х)|хєдс = 0. 

Свойства функции Грина. 

а) Функция С (х, х)- гармоническая в С\ {х} 
и непрерывная в С {х} по переменному х. 

6) Для х, хеб, ху х, выполнено неравенство 


_ 1 
0 < С(х, х) < Ре 





в) Если ОС — достаточно гладкая поверхность 
(например, если параметрическое представление 
06 непрерывно дифференцируемо без особых 
= точек), то существует и 

однозначно определена 

4, функция Грина С(х, х); 
С(х, х) = 0 (Х, х). 

| Для построения функ- 

ции Грина в областях со 

своиствами симметрии 

У < т часто применяют прин- 

цип отражения. 


Пример 82. Найти функ- 
цию Грина для шара Кр. 
Пусть Х-точка, сиуметрич- 


Рис. 3 74 ная х относительно 85. Тогда 


ТЕ Будем искать функцию Грина в виде 
- 1 А 
С 9) ха Г 


Коэффициент А подбирают так, чтобы С (х, х) |хедб = 0. Из 
подобия треугольников (Охх) и (ххх), хе 5р (рис. 3.74), 
к |х-– | 


· Если выбрать А = К. то 


следует что - т - 
ует, БЕГІНЕ ЕТ 





12% 


условие С |хеос=0 будет выполнено. Искомая функция 
Грина имеет вид 
- 1 К |х | 
С э = 
(х, 5) 4Ал|іх-Х|  Апхрх— КОХ | 
Пример 83. Найти функцию Грина для полупро- 
странства хз > 0. Точка Х-(Х,, Хо, -Хз) симмегрична 
точке Х = (Хи, Х,, Хз) относительно плоскости х; = 0. 
1 А 
с Хх) = —— 
Для функции С (х, х) = ар 
С (х, Х)|хе0С = 0 выполнено при А = 1. Тогда С(х, х) = 


1 1 
ш-----штэ- есть искомая нкция Грина. 
41|х-Х| 4|х-х| Фу Р 


- условие 


Если решение и (х) задачи Дирихле для урав- 
нения Ди = --/дифференцируемо достаточное число 
раз на границе ОС области С, то оно представимо 
формулой 


чо Деса 


Формула Пуассона 


"09 = а 1, 


для |х| «К дает решение задачи Дирихле для 
шара ко: Аи = 0, и | 50 = ие, где функция ид непре- 
рывна на 56. 

Краевая задача — Ли = ћи + Ј(х), и|дс = 0, где 
У непрерывно дифференцируема в С и непрерывна 
в С, эквивалентна интегральному уравнению 


и(х) = 7 ||| (х, х) и(х) ах + ||| С (х, х) (о) ах. 
б с 


ко 9 48: 4-1 б(х, ЭЛ 


хеб. 


К |х| 
Т-р 


Мо ио (х) 45; 


Наименьшему собственному значению задачи 
Ди + ћи = 0, и|ос = 0 принадлежит только одна 
(с точностью до положительного множителя) 
собственная функция и; (х), для которой при хеб 
выполняется неравенство и; (х) > 0. 

Краевые задачи для уравнения Лап- 
ласа в В?. Действительная или мнимая часть ана- 
литической в комплексной плоскости функции 
удовлетворяет уравнению Лапласа в Е2. 

Рассматриваются те же самые краевые задачи, 
что ив В?. При этом задача Дирихле однозначно 
разрешима для произвольной непрерывной функ- 
ции ио, заданной на 0С. Задача Неймана разре- 
шается однозначно с точностью до аддитивной 


постоянной, если выполнено условие разреши- 
мости | иой5 = 0. 
да 


Функция Грина задачи Дирихле Ли = 0, и |с = 
= ио для области С есть функция С (2, 2) со следую- 
щими свойствами (пишут и(х, Хо) = (2), где 
2--Х, + Го): 


0 6(,3-- врска 2, 


9(2, 2)- функция, гармоническая в С и непрерыв- 
ная в С по 2; 
2) С(2, 2) сдс = 0. 
Дла функции Грина справедливо неравенство 


1 а, 260, те С; 
21 |2-2| 


——1 


причем 





<0(2, 2) < 
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где 4 — диаметр области С. Кроме того, справед- 
ливы все другие свойства, указанные для функции 
Грина в В?. 

Функция 


с, = – тім, 21-- Кейп (ее 2) 


является функцией Грина задачи Дирихле для 
односвязной области б, где 


(у обозначает функцию, комплексно сопряженную 
по отношению к функции м = м (2), отображаю- 
щей С в единичный круг). Задача Дирихле для 


круга |2|< Е решается по формуле Пуассона 
1 К? - | 2 |2 = 
= ---- =—-— 455 = 
|12|-8 
1 2+2 (2) 42 
= —— И —, 
2ті 2-2 ° 2 


а для односвязной области С с краевой функцией 
ио — по формуле 


и (2) = 


реј | | ае м(2)% (2) “(а 8! 260. 
ЭР | о (2) м (2) — и (2) м (2) | й 


3.3.2.3.5. Параболические дифферен- 
циальные уравнения. Уравнение теплопровод- 
ности 

1 ди ди д?и 

а г дх2 жая 

есть простой пример параболического дифферен- 

циального уравнения. Важнейшие свойства проявля- 

ются уже в случае п=! и справедливы для 
произвольного и. 

Так называемая первая краевая задача (смешан- 
ная задача) являстся типичной задачей для парабо- 
лических дифференциальных уравнений: найти 
функцию и (г, х), которая в области С = {(& х)|10 < 
<1<Т, Фф, (1) <х< ф (#}} удовлетворяет уравне- 
нию 


(3.76) 


1 ди ди 


а 00 0х?’ (5.77 
непрерывна на С | | 0С и на Г = 001 ҚТ. х)| 9, (Т) < 
<х<%;(Т)) (изображена на рис. 3.75 жирной 
линией) принимает значения, определяемые за- 
данной непрерывной 
функцией /. 

Важно заметить, 
что решение ищется 
для г > 0, если значе- 
ния искомой функции 
заданы при г = 0. В 
общем случае при 
і < 0 задача не имеет 
решения. Уравнение 
(3.77) сушественно из- 
меняется, если Е за- 





менить на -4. Это легко объяснимо из физи- 
ческих соображений, так как уравнение (3.77) опи- 
сывает необратимые процессы. При г < 0 задача 
поставлена некорректно, если краевые условия 
относятся кг = 0. 

Имеет место принцип минимакса: каждое 
решение и (г, х) уравнения (3.77), определенное и 
непрерывное на С |] д6, принимает наибольшее и 
наименьшее значения на Г, т.е. либо на нижней, 
либо на боковых линиях, ограничивающих С. 

Отметим два следствия. 

1. Решение первой краевой задачи уравнения 
теплопроводности однозначно определено в С. 

2. Решение первой краевой задачи уравнения 
теплопроводности непрерывным образом зависит 
от заданной на Г функции /. 

Наряду с поставленной краевой задачей часто 
исследуют задачу с начальными значениями (за- 
дачу Коши): найти функцию и (г, х), непрерывную и 
ограниченную при Ё> 0, которая при ѓ > 0 удов- 
летворяет уравнению (3.77), а при Е = 0 — началь- 
ному условию и|,-о = и (х), где ио(х) при всех х 
определена, непрерывна и ограничена. 

Решение этой задачи определено однозначно и 
непрерывным образом зависит от функции и, (х). 
Интеграл Пуассона 


и, = | мох хм) 


у: 


дает решение задачи с начальными значениями. 

Первая краевая задача для уравнения тепло- 
проводности (3.76) также разрешима однозначно. 
При этом краевую задачу следует формулировать 
так: найти функцию и (7, хі, ..., х,), непрерывную 
в замкнутой области, которая внутри нее удовлет- 
воряет дифференциальному уравнению (3.76), а 
на г = 0 и боковых поверхностях совпадает с задан- 
ной функцией / (рассматриваемая замкнутая об- 
ласть ограничивается плоскостями { = Оиг- Та 
ее боковая поверхность может быть представлена 
в виде объединения конечного числа гладких по- 
верхностей, вектор нормали которых нигде не 
параллелен оси 1). 

Аналогичные результаты получим, если усло- 


ди 
вие и = ј на границе заменить на условие — + би =. 
п 


= со 


Указанные выше результаты могут быть пере- 
несены на параболическое дифференциальное урав- 
нение обшего вида 


+ 4 (г, Ху, ..., х,), 


если в каждой точке (Г, Х,, ..., х,) рассматриваемой 
области квадратичная форма 


п 
У а 6 Хү... 


г, ]=1 


‚ Хи) Р.Р; 
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положительно определена и коэффициенты а;, В, 
с и а дифференцируемы достаточное число раз. 

Частными решениями одномерного уравнения 
” теплопроводности являются 


и(, х) = ежікх- каз 
и (г, х) = А + Вх, 

1 
- е 
И 
(К, А, В — произвольные постоянные). Функция 


_ 12,2 
‚ хе кал 


-х?4а?:) 


и (Е, х) = (г > 0) 


и(, Хү, -.., Ха) = (х, ... 


есть частное решение п-мерного уравнения тепло- 
проводности, если и,(х1,.... х,) есть решение урав- 
нения Гельмгольца Ли + к?и = 0 (см. 3.3.2.3.4). 
Другими частными решениями уравнения (3.76) 
являются: 


при п = 3 
1 
и (2, Хү, Хо, хз) = ре, 2 = х? + х2 + х3: 
при п =2 


1 2 А 
и (Е, хі, Хо) = ре“ Каа) 2 = х? + х3. 


3.4. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО 
ПЕРЕМЕННОГО 


3.4.1. ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ 


Понятие комплексного числа представляет собой расши- 
рение понятия действительных чисел. Многие правила ариф- 
метики действительных чисел могут быть перенесены на 
комплексные числа. Например, биномиальная теорема или 
теория определителей оказываются справедливыми в 06- 
ласти комплексных чисел. Вообще на комплексную область 
могут быть перенесены многие разделы действительного 
анализа Так возник комплексный анализ, в основе которого 
лежит теория аналитических функций 

Исторически комплексные числа обязаны своим воз- 
никновением главным образом попыткам найти решения 
алгебраических уравнений 


3.4.2. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. 
СФЕРА РИМАНА. ОБЛАСТИ 


3.4.2.1. Определение комплексных чисел. Поле 
комплексных чисел. Комплексным числом а назы- 
вают упорядоченную пару а = (а, В) действитель- 
ных чисел со следующими свойствами: 

1) Два комплексных числа а, = (01, В.) и а; = 
= (42, В») равны тогда и только тогда, когда 
а, = х: и В, = Во. 

2) Сумма двух комплексных чисел ац = (91, В) 
и а, = (22, В») определяется следующим образом: 


а + а; = (од, Ву) + (Оо, В) = (о + о, В. + Во). 
3) Произведение двух комплексных чисел а, = 
= (а, В) и а, = (а, В») определяется следующим 
образом: 
ау а = (ал, В,) : (92, В) = 
= (0102 — В.В, ал В» + оу). (3.78) 


4) Деление двух комплексных чисел ац = (01, В.) 
и а = (42, В.) определяется как действие, обрат- 
ное умножению: 


а (о, В) (019: + ВВ», ов, - м. В?) 2 

















4: 7 (а, В) | м2 + В? 
_ (| 192 + ВВ В: — ог; 
-( 024032 7 0148 679 


при #2 + В2 = 0. 

Действительные числа содержатся в множестве 
комплексных чисел, а именно, все они являются 
парами вида (о, 0); условимся в дальнейшем 
писать (а, 0) = я. 


Пары вида (0, В) называют (чисто) мнимыми 
числами. 

Пара {і = (0, 1) имеет специальное название — 
мнимая единица. - По правилу 3) 


Запись (0, В) для чисто мнимого числа экви- 
валентна записи В (так как (0, 1) (В, 0) = (0. В – 
— 1:0, 0:0 +1: В) = (0, В)). 

Каждое комплексное число а = (а, В) можно за- 
писать в виде суммы действительного числа 
х = (о, 0) и чисто мнимого числа В = (0, В): 


а = (а, В) = (о, 0) + (0, В) = х + №. 


При этом ая = Ҝе а называется действительной 
частью комплексного числа а, а В = та – мни- 
мой частью а. 

Итак: 

1*) Два комплексных числа равны друг другу 
тогда и только тогда, когда равны их действитель- 
ные и мнимые части. 

2") а фа; = (а, + В!) + (о; + В.) = 


= (о + оз) + (Ва. + В). 
3*) а, - а2 = (а + )) : (9: + 2) = 
= (4182 — В.В) + і (0,8 + сову). 











4%) а _ а + Ва - 
аҙ оз + В 
_ (10 + В.В) + Цо Ва — а, В) _ 
Пе Въ 
_ баз + ВВ | | ова — о) 
о + В2 03 + 853 
Пример 1. 
(—1 + 50? (3-4)  10-7 – 
1+3 $ 
(1101 — 25) (3 – 40 (1 – 3ђ (10-704 _ 


(1+ 30) (1 — 35 5-1 
- -2(12- 55 (3 - 13: — 12) + —7+ 101 
10 -5 
43 + 201: 7- 101 
= —————— + 


1 : 
5 ићи 10 + 38,21. 


358 КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА. ФУНКЦИИ КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 


Таким образом, вычисления с комплексными 
числами сводатса к выполнению действий над 
действительными числами. Сложение и умножение 
при этом коммутативны и ассоциативны. Кроме 
того, для них имеет силу дистрибутивный закон: 


аі (а; + аз) = (1142 + дъаз. 


Комплексные числа образуют поле с нулевым 
элементом 0 = (0, 0) и единичным элементом | = 
= (1, 0). 

3.4.2.2. Сопряженные комплексные числа. Мо- 
дуль комплексного числа. Под комплексным чис- 
лом, сопряженным к а = а + В, понимают комп- 
лексное число а, которое отличается от а только 
знаком мнимой части: а = а — іВ. При этом имеют 
место следующие соотношения: 


а=а; 
а = а тогда и только тогда, когда а — действи- 
тельное число; 2 - 
а+ђ=а+ђћађ=а-ђ,(ајђ) = ајђћ, а: а = о? + 
+ ВЭ 
Кеа = а = (а + а)/2 — действительная часть а; 
Іпа = В = (а — а)/2і — мнимая часть а. 
Модуль |а| комплексного числа а есть не- 
отрицательное действительное число: 


-- дон 
|а| = Иа: а= Ио? + В?. 

Если а — действительное число, то модуль совпа- 

дает с абсолютной величиной |а|. На модуль 

комплексных чисел могут быть перенесены раз- 

личные неравенства для абсолютных величин. Так, 


для любых комплексных чисел а, Б, а, ЁБ, верны 
соотношения 


| -51-141-19|, 
| ач Б|«|а1415| 


п 2 п 
< У, |а, |? 
к-1 





(неравенство треугольника), 


» ак 


п 
к=1 = 


У, | 5, |“ 
1 


к= 








(неравенство Коши — Буняковского). 

3.4.2.3. Геометрическая интерпретация. Поста- 
вим в соответствие комплексному числу а = а + 
+ В на плоскости точку А, которая имеет абсцис- 
су х= а и ординату у = В относительно прямо- 
угольной декартовой системы координат: А (а, В) 
(о, числе а также говорат как о точке). Если 
ОА = (а, В) - радиус-вектор точки А, то он также 
может быть использован в качестве геометри- 


ческой интерпретации числа а (рис. 3.76). Таким 


8 





образом, множество точек плоскости, или мно- 
жество радиус-векторов соответствующих им, 
взаимно однозначно соответствует множеству 
комплексных чисел. Вся плоскость называется 
комплексной плоскостью. Точки оси абсцисс — 
действительной оси — соответствуют действитель- 
ным, а точки оси ординат — мнимой оси — чисто 
мнимым комплексным числам. Комплексное число 
а, сопряженное к а, изображается точкой А- 
зеркальным образом точки А относительно дей- 
ствительной оси (см. рис. 3.]6). 

Длина радиус-вектора ОА комплексного числа 
а=а +: равна |а| = уа? + В? — модулю этого 
числа, |а- Б | равен расстоянию между соответ- 
ствующими точками а и 6. 

Геометрическое сложение: наглядная 
интерпретация сложения (вычитания) двух. комп- 
лексных чисел а=а +, Б = ү + і осуществля- 
ется пру помощи соответствующих радиус-векто- 
ров ОА = (а, В), ОВ = (ү, 6): сумме (разности) 





Рис. 3.77 \ 


а+ђ= (о + ү) +! (В + 6) чисел а и Ь соответствует 


— — 
радиус-вектор ОА+ОВ=(и+у В+6) (см. 
рис. 3.77 и 2.4.4.1). 

3.4.2.4. Тригонометрическая и показательная 
формы комплексных чисел. Аргументом комплекс- 
ного числа а-а + В (Агв а) называют угол Фо 
(в радианах) между радиус-вектором ОА = (а, В) 
и положительным направлением действительной 
оси (см. рис. 3.76), определяғмый с точностью 
до слагаемого, кратного 2л. Главное значение 
аргумента: агр а = 0, —п < фо < п; имеем: Агра- 
= агр а + 2Кп. Например, аг (1 + 0) -т/4. 

Справедливы равенства: а = |а| с0$ фо, В = 
= |а | віп Фо (см. рис. 3.76). 

Тригонометрическал форма комплексного чис- 
ла а: 


= | а | (сов (Фо + 2Кл) + і іп (Фо + 2м)) 
(К-0, +1, +2, ...). 


Тригонометрические и показательные функции 
связаны формулой Эйлера сов ф + ісіп ф = е® (см. 
3.4.5). Отсюда 


а = |а| (соѕ ф + іѕіп ф) = | а | е“. 


Таким образом, для каждого комплексного 
числа возможны три представления: алгебраиче- 
ское, тригонометрическое и показательное. 


Пример 2. 1 +105 =2( 5 зіп 5)- 2693, или 
1-1 уз = 2 (сов (л/3 + 2%) + і ѕіп (л/3 + 2Кл)) = 260727 29! 


(если не ограничиваться одним главным значением агр а = 
= Фо = 1/3). 


СТЕПЕНИ, КОРНИ 
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Модуль комплексных чисел вида е” равен 1. 
Следовательно, в плоскости комплексных чисел 
они располагаются на окружности радиуса 1. 
Число 0 -0--і- 0 имеет неопределенный аргумент 
и, следовательно, допускает представление 0 = 
= |0 | (сов ф + 151 о) (р любое). 

Если а= |а| (сов Ф + 15 Ф), 
+ 1510), то 


а-ђ=|а||ђ| [сов (Ф + №) + і зіп (Ф + ф)| = 
= |а|-|ђ|је ФФ, (3.80) 


Б = |Б | (сов у + 


[соѕ (ф — у) + і ѕіп (ф – М) = те (6-9). 


а _ |а|. 
ђ 181 


(3.81) 

Геометрическая интерпретация: ра- 
диус-вектор произведения а. Б получается поворо- 
том радиуса-вектора а на угол ф против часовой 






Мнимая ось 


Действителеная Оер 
/0 


Рис. 3.78 


стрелки и растяжением в |ђ| раз. Аналогично 
интерпретируется деление (рис. 3.78). 

3.4.2.5. Степени, корни. 

1) Натуральный показатель степени. Возведе- 
ние комплексного числа а в п-ю степень (п- 
натуральное число) производится по формуле 
Муавра 


а" = [| а | (со ф + і ѕіп ф)]" = 
= | а |" (сов иф + і ѕіп пф) = | а |" е", 


которую можно вывести из формулы умножения 
(3.80). 

В частности, 12-і, Н =], РЕ-1, Г--1, 
8-1, ЕЙ (К — целое число). 

Формула бинома, как и формула геометри- 
ческой прогрессии, верна. 

2) Отрицательный целый показатель степени. 
Полагаем а" = Ша" (и < 0). Тогда для а" как 
следует из формулы (3.81, может быть исполь- 
зована формула Муавра. 

3) Дробный показатель степени. Показатель 
степени имеет вид п = ут, т — натуральное число. 
Возведение а в степень 1/т называют также 
извлечением корня т-й степени из а; каждое 
комплексное число у“ такое, что м" = а, называют 


~ 


корнем т-и степени из а: 


" 1 
и = Уа = ау". 


Вычисление а!" также осуществляется по фор- 


муле Муавра, но теперь для п = ут. Однако, 
в то время как все рассмотренные до сих пор 
вычислительные операции имели однозначные ре- 


т 


зультаты, операция а дает т различных резуль- 


татов (корней): 


т/-- + 2 Ж, 
их = И а | С085 Фото га Фо + Жп , 
т т 


т 


т.е. а определяет т различных чисел: 
т 
Маза!" = (уд |К = 0, 1, ...,т— 1) = 


= (Уур, Мі...» М1). 


Для любого целого числа п имеет место 
равенство м. = М, так что, кроме уже указан- 
ных корней уу, никаких других, отличных от них, 


т Фо 
быть не может. Решение м, = И а | (о — + 
т 


» . Фо т 
+ 151 —— | уравнения и = а называют главным 
т 


т 
значением Га. 
Так как все м, имеют одинаковый модуль 


ту 
Ма, то они в соответствии со значениями аргу- 


25 
Фоат (гд 1, 


ментов .. т— 1) лежат в 


вершинах правильного т-угольника с центром в 






Мнимая ось 


Рис. 3.79 


начале координат. На рис. 3.79 изображено шесть 


6 
значений а = и К = 0, 1, ..., 5). 


з —— 
Пример 3. Для уравнения м? =8 имеем [18] = 


3 
= үз = 2, Агр 8! = 5 + 2Кл, следовательно, 


Ин- | со адан гап саса; к= 0, 1, |- 


-1/3-4,-ү344 -2). 
Эти три корна лежат в углах равностороннего треугольника 
на расстоянии 2 от начала координат. Главное значение 
равно уз жі. -ш- 
Уравнение м? = | имеет решение у-1 = (5, —1; глав- 
ное значение равно +1. 


3.4.2.6. Сфера Римана. Кривые Жордана. Об- 
ласти. Комплексная плоскость с присоединенной 
к ней бесконечно удаленной точкой называется 
расширенной или замкнутой комплексной плос- 
костью. Расширение комплексной плоскости одной- 
единственной точкой описывается при помощи 
числовой сферы Римана. 

Пусть плоскость 6, 1 в декартовой системе 
координат 6, т), С, рассматриваемая как комплекс- 
ная числовая плоскость, касается своим началом 
(0, 0) единичной сферы (сферы единичного диа- 
метра). Эта точка называется южным полюсом 
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5; диаметрально противоположная ей точка М — 
северным полюсом. Если комплексное число а = 
= а + В задано на плоскости (6, т) точкой Р (а, В), 
то точку пересечения Р” (5, 1, С) отрезка РМ со сфе- 
рой можно рассматривать как новое геометриче- 
ское представление числа а (рис. 3.80). Таким 


5 





Би з-въщ- 


ПЛОСКОСТЬ 


Рис. 3.80 


образом, каждому комплексному числу однозначно 
соответствует одна точка единичной сферы, кото- 
рая в этом случае называется сферой Римана. 
Если последовательность точек на плоскости 
«удаляется» в бесконечность, то последователь- 
ность изображений точек на сфере стремится 
к северному полюсу №. Точка М соответствует 
бесконечно удаленной точке числовой плоскости. 
Построенное выше отображение плоскости на 
сферу называется стереографической проекцией. 
Стереографическая проекция сохраняет углы и за- 
писывается посредством следующих формул: 


а В 
5- гар а + В? 
из + В? 
Ын 1+92 +В. 


Непрерывной кривой называют множество то- 
чек 2 = х + іу комплексной плоскости, если х = 
= х(0), у=у( при - о < В <ЕЗ<Ь < + 00 есть 
параметрическое непрерывное представление кри- 
вой на плоскости х, у. Например, комплексное 
параметрическое представление эллипса с полу- 
осями а, В и с центром в начале координат 
имеет вид 


2 2 (1) = асоѕ г + ір 5! (0<1< 2%), 


а представление окружности с центром в точке 
21 зи +В и радиусом ғ имеет вид 


г = (а + гсо$ Г) + (В + гіп 0) = 2, + гей 
(0 <: < 2л). 


Кривой Жордана называется непрерывная кри- 
вая без кратных точек. Это означает, что раз- 
личным значениям параметра | (за исключением, 
быть может, начального и конечного значения) 
функцией 2 = 2 (г) ставятся в соответствие различ- 
ные точки 2 кривой. Если начальная и конечная 
точки кривой совпадают, то кривая называется 
замкнутой. Эллипс и окружность являются при- 
мерами замкнутых жордановых кривых. 

(Открытой) 6-окрестностью точки а называют 
множество всех точек 2, для которых |2-а | < ё, 
б > 0. 
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(Открытой) областью С замкнутой комплексной 
плоскости называется связное огкрытое множество, 
т.е. множество точек этой плоскости таких, что: 
1) для любых точек а, БЕС существует непрерыв- 
ная кривая, соединяющая их и целиком лежащая 
в С; 2) если себ, то существует 6-окрестность 
точки с, целиком лежащая в С (рис. 3.81). Грани- 
цей области С называется множество точек, ко- 
торые не принадлежат С, но в любой произвольно 





Рис. 3.81 


малой 6-окрестности которых всегда лежат точки 
из 6. 

Область С конечной числовой плоскости назы- 
вают односвязной, если ее внутренние точки по 
отношению к любой замкнутой кривой Жордана, 
лежащей в С, принадлежат С; в противном слу- 
чае область многосвязна: кольцевая область двух- 
связна, область С на рис. 3.81 трехсвчзна. Замкну- 
той областью называется объединение множества 


точек области С и ее границы 00. Обозначение: 
С = 6 | !дс. 


3.4.3. ФУНКЦИИ 
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО 


Если каждому значению переменного 2 = х + 
+ іу из множества О расширенной числовой 
плоскости по правилу / сопоставляется определен- 
ное значение переменного и = и + ір из множества 
И/ расширенной числовой плоскости, то / называ- 
ется комплексной (или комплекснозначной) функ- 
цией комплексного переменного 2; Рр — область 
определения, } (р) с И — область значений функ- 
ции ў. Обозначение: и = / (2). 

Связь с функциями действительного перемен- 
ного: так как м = и + =] (2) = Ј (х + у), то каж- 
дой числовой паре (х, у) такой, что х + е, 
в силу функциональной зависимости / ставится 
в соответствие пара (и, р) такая, что и + пе И, 
т.е. ии о являются действительными функциями 
действительных переменных х, у: и (х, у), в = о (х, у). 
Функция у/ - / (2) может быть записана в виде 


и = и (х, у) + ір (х, у) = Ке ] (2) + : Пт] (2). 


В различных вопросах теории и приложений 
функций комплексного переменного сушественное 
значение имеет модуль функции 


1» = 1701 = У[и 7 + [0 (% УР = Ф (х, у). 


Поверхность | и | = Ф (х, у), где | и | — аппликата, 
восставленная в точке 2 = х + іу, называется 
рельефом фупкции (рис. 3.82) *). Так как модуль 


ж) Рељеф многих фупкций приведен в кние Янке Е, 
Эмде Ф., Леш Ф. Специальные функции — М.. Наука, 
1977. 
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функции — величина неотрицательная, то ее рельеф 
находится вссгда над областью определения Г 
функции /, за исключением нулей функции. 


Ку 


ғ 





Рис. 3 82 


Нулем функции / называется такое значение 20 
независимого переменного 2, для которого 
| (со) | = 0, и, следовательно, / (20) = 0. 

Функция и = /(2) называется ограниченной в 
области С < В, если существует такое положигель- 
ное число М, что |/(2)|< М для любой точки 2 
в этой области. 

Предел и непрерывность функции комплексного 
переменного определяются аналогично соответ- 
ствуюшим понятиям для функций действитель- 
ного переменного. 

Если представить / (2) в виде (2) = } (х + іу) = 


= и (х, у) + ір (х, у), то запись Іт / (2) -а, где 
А 2-? 20 

20 = Хо + о, а = а + В, эквивалентна следующей: 

іт и (х, у) ва и Па о (х, у) = В. 


(х, у) — (хо, Уо) (х, у) = (хо, Уо) 


Это позволяет определить предел / (2) через пре- 
делы действительной Ке) (г) и мнимой Іт / (2) 
частей. 


Пример 4. 
2 2 
іт 2-- іт (+) _ 
2—0 121 (х,))-(0,0) уха + у? 
2 2 
іт 7+1 = 


і Іт 2------- 
(х, у)— (00) Ух? + у? 
-0--0-0. 


(9-00) үх уз 


Функция /(2) непрерывна в точке 20, ёсли 
функции и (х, у) и р(х, у) непрерывны в этой точке 
как функции двух действительных переменных. 
Функция /(2) называется непрерывной в области, 
если она непрерывна в каждой точке этой 06- 
ласти. Как и для функций действительных пере- 
менных, для рассматриваемых функций справедли- 
вы теоремы о непрерывности суммы, произведе- 
ния, отношения непрерывных функций и сложной 
функция от непрерывных функций. Согласно 
этому, многочлен от 2 непрерывен во всей 
2-плоскости, рациональная функция от 2 непре- 
рывна в ее области определения. 


3.4.4. ВАЖНЕЙШИЕ 
ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФУНКЦИИ 


3.4.4.1. Рациональные функции. Целые рацио- 
нальные функции (многочлены т-й степени): 


и =Р, (2) = У сг 
у-0 


(с, — комплексные коэффициенты, с, # 0). Много- 
член Р,(2) можно однозначно записать как про- 
изведение: 


Ри (2) = са (2 — 21) ' (2 — 25) ...(2 — 20, 


к 

где У уужт, а 2}, ..., 

р=1 
с кратностями у,, .. 
теорема алгебры). 

Дробно-рациональные функции вводятся как от- 
О, (2) 
Ра (2) 
делены для всех 2, для которых Ру, 0. Деление 
с остатком для неправильных дробно-рацио- 
нальных функций (т < п) осуществляют так же, 
как и для функций действительного переменного. 
Разложение на простейшие дроби правильных 
дробно-рациональных функций (т > п) имеет вид 


г — нули многочлена 


., Ук соответственно (основная 


ношение двух многочленов и = . Они опре- 


коэффициенты 4,, находятся, как и в действитель- 
ном случае. Важной рациональной функцией яв- 
аг + Б 
ляется дробно-линейная функция м = ——— (см. 
с2 + 4 
3.4.11). 
3.4.4.2. Показательная и логарифмическая функ- 
цин. Натуральная показательная функция — пока- 
зательная функция с основанием е: 
22 3 п 


определена во всей плоскости 2. Имеет место 


формула Эйлера 
(3.82) 


(где сов2 и чпг определены в 3.4.4.3). Из нее 
следует представление для е: 


ез = сов 2 + 1811 2, 


7 


27 ке“ = е (сову + 19 у); 


с друг ой стороны, для любых 2, и 2; справедливы 
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Некоторые элементарные функции 









Главное значение аргу- 
мента”) аге (/(2) 











Функцил /(2) Ве (/(г)) = и(х, у) Іт (7 (2)) = 9 (х, у) Модуль | 72) | 


о, 
~ 





1 
2 -а 
(а = а + №) 


х-а 


(х — а)? + (у – В). 





(х – а)? + (у – В) 










х 


агс (Ур: +1—р), р р 





НЕ 


МЕ ДЕА татүхсту. 2 
| эг | ' Б 
ех сов у ех біп у е у + 2пт, п — целое та- 
кое, что -л<у+ 
+ 2пт< +л 
ни шин 
== 
В ши шин 
Ш нэ шин 


біп 2х зћ 2у (—сов2 2х + сћ? 2у):/2 ага зћ 2у 
сов 2х + сћ 2у сов 2х + сћ 2у | сов 2х + сћ 2у | Е іп 2у 














р 
ж) К значению агсір = в случае и < 0ир > 0 (соответственно о < 0) следует прибавлять число +л (соответственно —л). 


**) В, — числа Бернулли. 
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Таблица 3.7 
Ге)-и(х, у) + п(х у), 2= х «іу, к= 0, 41, +2,... 


Разложение в ряд функции /(2) Особенности 2; т: порядок 
- , ~ . $ . 
в окрестности 2 = 0 или 2 = ! Нули 20 т: порядок нуля особенности 


Полюс в г, = 0, т = 1 


Полюс в 2, = о, т = 2 


20 
- фа 27 |2| «|а|ж0 


Полюс в 2, = а, т = 1 
"-0 


у (уин 1) (2 1, |2-1|<1 


н“0 


Полюс в 2,- 0, т-2 


»12-і11|<1 20 = 0, т = 1 — точка ветвления по- | Точка ветвления порядка 2: 
рядка 2 2 = ф т=!; 

точка ветвления порядка 2: 

2, = 0, т= 1 | 


-1 
» СІ”, үр | 2-1|«1,-разло- 20-і, т= 1 для к = 0 2, = 0, оо — точки ветвления по- 
4 п рядка т = 00 
жение Іп 2 для К-0 


е + 0, |2]< оо 


287, 
(2п + 1)! 


п= 0 


25551, [2 | < оо 


= (- 1) г?" 


(2)! |2| < 00 = 2 = 00 


-- существенно особые точки 


"-0 


1 2п+ 1 = ; = 
У ті: „|2| < оо 20 = Кл, т = 1 
0 


(1 (229—1) 22". - 1) 2" в а - 2, = 00 — предельная точка полю- 
со о сов; 


м = (4 +) к поло; т=1 
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24-52 21 2 
е! 2? = ее? 


(теорема сложения для показательной функции); 


х 


Кее? = е сов у, Іт е? = ех чпу, |е | = е“, 


агр е? = у + 20 


(К определяется условием —п < у + 21% «< л). 


Функция е? является периодической с периодом 
2ті. Область значений И’ функции е: охватывает 
всю плоскость, кроме ее начала — точки О. Мно- 
жество Е = {2| —п < [т 2 < п} является однолист- 
ной областью функции с’; его образ есть вся 
плоскость, разрезанная вдоль отрицательной части 
действительной оси. 

Натуральный логарифм. Функция, об- 
ратная функции и = е? в ее однолистной области 
Е, называется главной ветвью натурального ло- 
гарифма. 


|п 2 = 1а |2 | + Фо, —п < фо < 1. 


Другие ветви представляют собой обратные 
к е: функции в полосах, которые получаются из 
Е при помощи параллельного переноса на 2Кті 
(К = +1, +2, ...). 

Обратное отображение натуральной показа- 
тельной функции во всей комплексной плоскости 


і Атр г 
обозначают Г.п 2: если 2 = | 2 |е 5 , то 


Гп 2 = 11 | 2 | + ГАге (2) при 250. 


Таким образом, Гл 2 состоит из множества ветвей 
функции: 


Гпг =]1|2]| + фо + СК, где К=0, +1, +2,... 
Пример 5. ш (– 1) =2 1п | –1| + ті = ті, 
Гл] = 10 | 1 | + 277 = 2Клі (К=0, +1, +2, ...), 
Ііп(-і)-іп |-і|-ті/2 = —у2. 


Для натурального логарифма справедливы все 
формулы, которые имеют силу для действитель- 
ных чисел, если только в этих формулах исполь- 
зуются правильно выбранные ветви. 

Общая показательная функция есть многознач- 
ная функция, включающая в себя отдельные 
ветви функции: 


и = а> = 2: та 


Главную ветвь получают, когда берут главную 
ветвь Гл а. 

3.4.4.3. Тригонометрические и гиперболические 
функции. Для любого 2 


23 25 12. ши 
Пр + 57:29716 -е ), 
2? г 1 а -гі 
с052 =1— 27 27 = > (е +е +), 
А 23 25 | (е -а 
- — + — ++ ... = — (е -е 3), 

5ћ 2 а а + > 
22 24 1 . 
2 =1+ 51+ ар Ро = @+е 3 


Функции з 2, соѕ 2 имеют период 2л, а функции 
5һ 2, сп: имеюг период 21:. 


Для любого 2 справедливы соотношения 


8112-1812, совіг = СП 2, 


5ћ і2 = ісіп г, СИ і2 = с08 2. 


В частности, отсюда вытекают формулы дла дей- 
ствительного у: 


біп уі = іѕһ у, соѕ уі = сһ у, 


зћу = іѕіп у, сһуі = соѕ у. 


Формулы, имеющие место для тригонометриче- 
ских и гиперболических функций действительного 
переменного (ср. 2.5.2.1), справедливы и для функ- 
ций комплексного переменного. В частности, вы- 
числение 5іп г, С052, 5ћ 2, сһ 2 при 2 = х + іу про- 
изводится согласно теоремам сложения для 
іп (а + В), соѕ (а + В) и т. д. 


Пример 6. соѕ (х + іу) = соѕ х соѕ іу — біп х сіп іу = 
= 205 х Сһ у- ісіп х зћ у; следовательно, 
Ке сов г = сов (Ке 2) сћ (т 2), 
Іт со 2 = -сіп (Ке г) зћ (т 2). 


Функции 182, сір 2, 12, сіһ 2 определяются 
формулами 














810 2 СОЅ 2 

[822 = , Ср 2 = ---- 
С08 2 8511 2 
81 2 сћ 2 

{2 = , СЕЙ 2 = . 
сћ 2 Ѕһ 2 


Отображение и = ѕіп 2 однозначно отображает 
полосу Е = (2 | -л/2 < Ее 2 < 1/2) плоскости 2 на 
комплексную плоскость и, разрезанную вдоль 
действительной оси от -00 до -| иот 1 до - оо. 

Отображение, обратное м = ѕіп г в области Е, 
дает главную ветвь Агсз 2, определенную на 


комплексной числовой плоскости, разрезанной 
указанным способом. 
Аналогично получаются обратные функции 


для других тригонометрических и гиперболических 
функций. 

Эти отображения можно выразить через Г 
при помощи следующих формул: 


Атсвіп 2 = -Пл( (2 + И 2? — 1), 
Атѕһ 2 = Іп (2 + И2? + 1), 

Агссо$ 2 = - а (2 + И:2 — 1), 
Атсћ 2 = Гл (2 + И2 — 1), 








Агсі ја 22 
= — — П , 
ГеВ 2 2 1-2 
1 1-2 
== |. • 
АгШ 2 2 П Іс; 
Ас 214 2-1 
сов 2 = 2 2-1) 
1 2-1 
Агсіһ 2 = — |, 
гсіћ 2 5 П теі 


Их главные значения выражаются теми же фор- 
мулами, только вместо Гп подставляют главную 
ветвь логарифма Іп, например: 


агсѕіп 2 = — іп (і (2 + И? - 1), 
| 1 
агіћ 2 = — ш 182 
2 1-2 
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В табл. 3.7 приведены выражения дла дей- 
ствительной и мнимой частей, модуля и аргумен- 
та, а также некоторые другие сведения об элемен- 
тарных функциях комплексного переменного. 


3.4.5. АНАЛИТИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 


3.4.5.1. Производная. Функция и = ў (2), опреде- 
ленная в окрестности точки 20. называется диф- 
ференцируемой в точке 20, если существует предел 


Т Л (со + А2) — Ј (20) 
о, 
Аг э» 0 А2 
Этот предел называется производной функции 
и = Ј (2) в точке го. Обозначение: /” (го), (47/42) (со). 
Г (2) 
42 |. 


2=20 





Если функция / (2) дифференцируема 


в каждой точке 2 области С, то она называется 
дифференцируемой в области С и ее производная 


а 
“а, ај /4: (геометриче- 
42 
ский смысл производной см. в 3.4.11.1). 
Если функции / (2) и 9(2) дифференцируемы 
в С, то функции 


Г (2) +9 (2), 7 (2) :9 (2), 


обозначается и”, / (2), 


(4 (2) # 0) 


также дифференцируемы в С. Правила дифферен- 
цирования те же, что и для функций действитель- 
ного переменного (см. 3.1.5). Правило взятия про- 
изводной (цепное правило) для сложных функций 
также остается неизменным. 


Пример 7. Пусть м = (32 + 4)3, и= #°, и = 32 + 4; 


для всех 2 на 2-плоскости. 


3.4.5.2. Условия дифференцируемости Коши — 
Римана. Функция / (2) = и (х, у) + й (х, у), опреде- 
ленная в области С. дифференцируема в точке 
2Е С, если и (Х, у) и џ (х, у) обладают в этой точке 
непрерывными частными производными по хи по 
у и удовлетворяют условиям дифференцируемости 
Коши — Римана (более точно: Даламбера — Эйле- 


а 
ра) ди др ди др 


—— = Фу -- 2х 


ах ду’ 


Производную функции и по 2 можно вычислить 
следующим образом: 


ди г ди др г др 
і---- 

дх 
Пример 8. Функция и = / (г) = | 2 |? дифференцируема 
только в точке 2=0: и= х? + 0-0, и = 2х, и, = 2у, 
0, = 0, 0, = 0. Частные производные непрерывны в точке 
(0, 0), и только там выполняются условия Коши — Римана. 


Тогда 
Л (0) ви, (0, 0) + іо, (0, 0) = 0. 


3.4.5.3. Аналитические функции. Олнозначная 
функция / (2) называется аналитической, голоморф- 


ной или регулярной в точке 2 = 20 (соответственно 
2 = 00) если она дифференцируема в некоторой 
окрестности 20 (соответственно если Е (2) = Ј (1/2) 
после доопределения в нуле по непрерывности 
аналитична в точке 2-0: тогда определяют 
Г. (оо) = -(2?Е (2)) |= о). 

Функция ] (2) аналитична в г = 20 (соответствен- 
НО 2 = оо) тогда и только тогда, когда ее можно 
представить в некотором круге с центром в точке 
20 (соответственно оо) сходящимся степенным 
рядом (соответственно рядом с неположительны- 
ми степенями 2): ' 


Г) = У, а, (2 — 20)" 
п= 0 
(соответственно / (2) = у Буг"). 
п-0 


Функция называется аналитической в области 
С, если она аналитична в каждой точке этой 
области. 

Следовательно, функция /(2)- | 2 |? (см. при- 
мер 8) нигде не аналитична (хотя дифференци- 
руема при 2 = 0); в то же время функция и = 
= Ј (2) = 22 или м = 7 (2) = е является аналити- 
ческой на всей плоскости 2. 

Точки, в которых / (2) является аналитической, 
называются регулярными (правильными). Если / (г) 
аналитична в С, за исключением некоторых точек, 
то эти точки называют особыми. Точка ге С 
называется изолированной особой точкой, если 
вокруг нее можно описать круг, не содержащий 
других особых точек. Элементарные функции (как 
алгебраические, так и трансцендентные) являются 
аналитическими на плоскости 2, за исключением 
некоторых изолированных особых точек. 

Свойства аналитических функций. 

1) Во всех правильных точках аналитические 
функции имеют производные любого порядка. 

2) Максимум значения модуля функции, анали- 
тической в замкнутой области С, достигается на 
границе области (принцип максимума). 

3) Если функция аналитична по всей плоскости 
и ограничена в ней, то эта функция постоянна 
(теорема Лиувилля). 

4) Две аналигические в области С функции 
тождественны в области б, если они совпадают 
на какой-нибудь ее подобласти или хотя бы на 
некотором бесконечном множестве, имеюшем в С 
предельную точку (теорема единственности ана- 
литических функций). 

5) В области, где функция и =и + и — анали- 
тическая, функции и и гр необходимо являются 
гармоническими функциями, т.е. удовлетворяют 
уравнению Лапласа, что следует из условий 
Коши — Римана. Зная гармоническую функцию и, 
можно с точностью до аддитивной постоянной 
определить сопряженную к ней гармоническую 
функцию р: 


0 
ис = | ду + 96) 


, ди д [ди 
Фф’ (х) = (2 + ~ | = о) 


Аналогично по и можно определить и. 


где 
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3.4.6. КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 
В КОМПЛЕКСНОИ ОБЛАСТИ 


3.4.6.1. Интеграл функции комплексного пере- 
менного. Контурным интегралом функции и = / (2) 


по дуге С = АВ (путь интегрирования) в плоскости 
2 с начальной точкой интегрирования А (а) и ко- 
нечной точкой интегрирования В(Ь) называется 
комплексное число 


|7 (2) 42 = Іт » Ў (54) (2, ни 2,-1), (3.83) 
С у=1 


тах | 2,—2,_ 1 |-+0 


если этот предел существует и не. зависит ни от 
выбора точек разбиения а = 20, 21, ..., 2,-1, 2, = 6 
кривой С, ни от выбора промежуточных точек 
ті С 3,83) 
б,62,212, 2 С (рис. 3.83). 
Для сушествования комплексного контурного 
интеграла необходима ограниченность и достаточ- 
на непрерывность / (2) на гладкой кривой С. 







№(6,) 
М2 





МЕ) -22: 
бел 122 Ме (а 


п- А) 
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Если в определении (3.83) разложить ] (2) и г 
на действительную и мнимую части, то очевидно, 
что 


ГУ (2) 4: = [| [и(х, у) + (х, у14(х +1) = 
С С 


= [и (х, у)дх-о(х, у)ду+ 1! [ (х, у)ах фи (х, у) ау. 


Тем самым свойства действительных криволиней- 
ных интегралов переносягся на комплексные кон- 
турные интегралы, как, например (см. 3.1.8): 
1) Р) ас = – | (2) 42, причем кривая в 
АВ ВА 
правом интеграле проходится от В к А. 
2) [/(2)42 = де + |700) а, где р – 
АВ Ар рв 
промежуточная точка кривой С между А (а) и В (р). 
3) Если оввС, то в этом случае |] (2) 42 
С 
можно определить как несобственный интеграл. 
4) Оценка интеграла: если на кривой С функ- 
ция / (2) ограничена и | 7 (2) | < М = сопч, то 


| [7 (2) 42 | < М5, 
С 


где 5 — длина дуги АВ кривой С. 

Вычисление интеграла, если путь ин- 
тегрирования определен гладким параметриче- 
ским заданием г = 2 (1) (и < г < В), причем 2 (о) = а 
и г (В) = Б, осуществляется по формуле 


В 
[7 (2) 82 | (2 (ђ) 2 () а = 
С а 


а —> 


В 
Ве [ (2 (0) 2 (14 + : ла [] (2 (1) 2 (91 4. 
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3.4.6.2. Независимость от пути интегрирования. 
Для того чтобы контурный интеграл от непре- 
рывной функции комплексной переменной, опре- 
деленной в некоторой односвязной области, не 
зависел от пути, соединяюшего две фиксирован- 
ные точки а и 5, необходимо и достаточно, 
чтобы функция была аналитической в этой об- 
ласти, т.е. чтобы она была дифференцируема 
в этой области. В этом случае пишут 


ь 
[У (2) 42 = |] (2) 42. 
С а 


Интегральная теорема Коши. Если 


(г) аналитична в односвязной области С, то 


интеграл | / (2) 42 зависит только от выбора точек 
С 

а и 5 кривой С, и не зависит от вида гладкой 

кривой С, соединяющей а и В внутри С. 
Интеграл по замкнутой кривой обозначают 

ф У (2) 42 и называют интегралом по замкнутому 

С 

контуру. Интегральная теорема Коши для такого 

интеграла принимает вид: если / (2) аналитична 

в односвязной области б, то для каждой замкну- 

той в С кривой имеет место соотношение 


ф Л (2) 42 = 0. 
С 


3.4.6.3. Неопределенные интегралы. Если в об- 
ласти С интеграл не зависит от пути интегриро- 
вания и начальная точка ае С фиксирована, а ко- 
нечная точка пути интегрирования ге С перемен- 
ная, то 


[7 (0) а: = Е(а), 


причем Е (2) -/(2); функция Е (2) называется пер- 
вообразной аналитической функции / (2). Первооб- 
разная функция зависит от выбора начальной 
точки а. Две любые первообразные функции от- 
личаются друг от друга на аддитивную посто- 
янную. Совокупность всех первообразных обозна- 
чают 


[7 (2) 42 = Е (2) + С 


(С — любая константа) и называют неопределен- 
ным интегралом от | (г). 

Неопределенные интегралы от элементарных 
функций комплексного переменного вычисляются 
по тем же формулам, что и интегралы от тех же 
функций действительного переменного. 

3.4.6.4. Основная формула интегрального исчис- 
ления. Интеграл от функции / (2), аналитической 
в С, равен приращению ее первообразной функции 
при переходе из начальной в конечную точку 
пути интегрирования: 


Ь 
ЇГ (2) 42 = Е (5) – Е (а). 


3.4.6.5. Интегральные формулы Коши. Если 
функция / (2) — аналитическая в некоторой одно- 
связной области, то ее значение в любой точке 2 
этой области, а также значения ее производных 
любого порядка в этой точке выражаются через 
значения этой функции на замкнутом контуре С, 
окружающем эту точку, следующими интеграль- 


ПОСЛЕДОВАТЕЛБНОСТИ И РЯДЫ 


ными формулами Коши: 





_ 1%76) 
Ј (2) = 2413 45, 
С 
пл ИД 79 
ЛХ (2) = 5 С-20 46, 
С 


„(а _ 2! ф 76) (3.84) 
- ГА (2) 2лі ф (С 2 2) 46, 
С 


где 6 — переменная интегрирования; интегралы вы- 
числяются вдоль пути С, пробегаемого в положи- 
тельном направлении (против часовой стрелки). 
Если же функция / (г) - аналитическая во всей 
части расширенной плоскости, находяшейся вне 
замкнутого контура С, то значения /(2) и ее 
производные в любой точке 2 этой области вы- 
ражаются при помоши тех же формул (3.84), од- 
нако интегралы при этом вычисляются вдоль 
пути С, пробегаемого в отрицательном направ- 
лении (по часовой стрелке). 
Иногда, чтобы подчеркнуть направление дви- 
жения вдоль контура интегрирования С, пользу- 


ются следующими обозначениями: $ _ против 


часовой стрелки, $. по часовой стрелке. 


Интегральные формулы Коши позволяют на- 
ходить значения некоторых определенных ин- 
тегралов. 


Пример 9. Положим / (2) = е? (эта функция — анали- 
тическая функция во всей плоскости) и в качестве пути 
интегрирования возьмем окружность С с центром в точке 
2 и радиусом г: б =2 + ғе®. Тогда, согласно последней 
формуле из (3.84), имеем 








2т, 
п! е п! ее и ір 
бы Јаре эг | геније 005 
С 0 
2л 
= >> | е" сох ф+ № хіп ә-іпф 4Ф, 
0 
откуда, полагая 2 = 0, получаем, что 
2л 
21" соя ә?! (У #1 - по) -- 
пр Б у " 4е- 
0 
2 2л 


= | со 9 со5 (г ап ф-пф) 4Ф% +! (е сон Ф зіп (ғ.біп Ф-пФ)4Ф. 
0 
Так как мнимая часть равна нулю, то 
21 
|677 өзе зөн 4 = 
0 


2л 
| "тез (г ѕіп Ф- пф) аф = 0. 
0 


да" 
п! 
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3.4.7. РАЗЛОЖЕНИЕ 
АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ В РЯД 


3.4.7.1. Последовательности и ряды. Последо- 
со 


вательности (а,) и ряды У а, для комплексных 
п= 1 

чисел а, = 9, + 18, (+ 1, 2, 3, ...), а также понятие 
их сходимости формально определяются так же, 
как и соответствующие понятия для действитель- 
ных чисел (см. 3.1.3, 3.1.14). 

Последовательность а; = о; + В, а, =, + 
+ В, ..., а, = 9, + фу, ... называют сходящейся, 
если сходится каждая из последовательностей дей- 
ствительных чисел 


01, 2, ..., С... 
Ва, В», .... В», ... 
Тогда 
іт а, = іт (9, + №) = 
п -> 00 п — ОО 
= Ша о, +7 На ф,-ағіф-а 
п —> 60 п —> О0 
Пример 10. 
Пт Уа = Іт Ше Фо і віп ЈЕ 
п — 00 п — 00 п " 
= іт Иа! сов Фо + ит Иа! ѕіп Фо 2141-0-1, 
п — ою По п 


если аде 0 и фо есть агр а (рис. 3.84). 


Поэтому запись Іт а, = а равнозначна тому, 


пэ оо 

что для любой задағной =-окрестности точки а 
(см. 3.4.2.6) сушествует 
такое М (е), что все 
члены последователь- 
ности а, с номерами 
п> М (в) попадают в 
эту окрестность. 

Последовательно- 


/Ммимоая ос» 





сти (а,), которые не Үй 
ЯВЛЯЮТСЯ СХОДЯШИМИ- ўс 
ся, называются расхо- ЎТ 
дящимися. Үй 

Если комплексная | Я 
числовая последова- ‚Дейслви- 


тельность (как после- 
довательность точек 
2-плоскости) такова, 
что вне любого сколь угодно большого круга 
этой плоскости находятся все точки этой после- 
довательности, за исключением конечного числа, 
то говорят, что последовательность стремится к 


бесконечности: Шт а, = 00. 
п — о 


Рис. 3.84 


Рад 
а, + а, +... +а, +... = 
= (х, + іВ,) + (а; + В) +... + (а, + В, +... 


называется сходяшимся, если сходится каждый из 
рядов действительных чисел 


а, +а, +... +а, +... 


В +В. +... + В, +... 
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Тогда 
У а, = у (о, + В,) = у а, + 1 у В.ва+ В =85. 


со 


Позтому запись » а, = 5 равнозначна (в случае 


п=1 


сходимости) тому, что последовательность час- 
п 


тичных сумм (5,| -| у ај является сходяшейся. 


Тогда 


Пример 1!. 


анан, - г шин 
2 4 в 2,27 2-1! 
пе] пез і 


еэ Хост Усети 214 
2в- Г зет тт 


=1 пя 1 


(рис. 3.85). 


Пример 12. Рад 1 +а! + а +... = У «"-1/1-а) 
в=0 


сходится для всех а таких, что |а| < | (геометрическая 
прогрессия). Сумму ряда в 
примере 11 можно очень быст- 
ро вычислить при помощи 
этой формулы для а = 1/2. 
Понятия расходимо- 
сти, а также абсолютной, 
условной и безусловной 
сходимости рядов с ком- 
плексными членами 
формулируются так же, 
как и для действитель- 
ных рядов (см. 3.1.14); 
аналогично определяют- 
ся и условия сходимости. 
3.4.7.2. Функциональные ряды. Степенные ряды. 
Для последовательности комплексных функций 
Р (2), Р (2), ..., Л, (2), ... в пересечении их областей 
со 


определения Р = () р; можно составить функцио- 
:=1 





Рис 385 


нальный ряд 


Л (2) + БС) +... = У Ј (2). (3.85) 


Все гочки ге, для которых ряд сходится, со- 
ставляют область сходимости ряда, а предельная 
функция Ғ (2) называется суммой ряда: 


Степенные ряды представляют собой функцио- 
нальные ряды вида 


со 
2 с (2 – а)"; 


(с, — комплексные постоянные). Если степенной 


ряд сходится в некоторой точке 2 ж а, то либо он 
абсолютно сходится во всей комплексной плоскости 
2, либо имеется такое число К > 0, что ряд абсо- 
лютно сходится для всех 2 таких, что |2 – а| < К, 
и расходится для |2 ~ а| > К. Круг |2-а|<К 
называется кругом сходимости ряда, а К— ра- 
диусом сходимости. Радиус сходимости может 
быть вычислен по формуле 


= Л, где 1= па е! 


п —> 00 


На окружности |2 – а | = К ряд может либо схо- 
диться, либо расходиться и обладает по меньшей 
мере одной особой точкой, т. е. такой точкой 21, 
что не существует степенного ряда с центром в 2, 
и положительным радиусом сходимости, сумма 
которого на общей части кругов сходимости 
совпадала бы с суммой данного степенного ряда. 

Если К = 0, то ряд сходится только в точке 
2-0: в случае К = + оо ряд всюду сходится. 
Степенной ряд сходится всюду, когда 


іт | Йс,|-0 


п -> ао 


Например, для У, п! 2 имеем К =0; для У 2. = её 


в=0 "-0 
ж ж 7 
имеем К = + оо; для рядов У ги У — имеем В = 1. 
н= 0 па) 

Внутри круга сходимости степенной ряд пред- 
ставляет собой аналитическую функцию. Ее диф- 
ференцирование (интегрирование) по 2 осушествля- 
ется путем почленного дифференцирования (ин- 
тегрирования) соответствуюшего степенного рада. 
Продифференцированный (проинтегрированный) 
степенной ряд имеет тот же самый радиус схо- 
димости, что и первоначальный ряд. Это свойство 
можно использовать для разложения аналитических 
функций в степенные ряды. 


Пример 13. Разложить функцию / (2) = агсіф 2 в сте- 
пенной ряд в окрестности 2 = 0. 
шини геометрическую прогрессию (см. пример 12) 





= | — шүү! „2п 
Г (2) = ТҮ = 12025) |— 22 + 2* ... + (— 0)" 2" + 
Почленно интегрируя, получаем 
22 25 2841 
До) таис:е-2---5---..4(-1у ТР 


Теорема единственности. Два степен- 
ОО ОО 


ных ряда У са” И У с,2" с равными радиусами 
п= 0 п= 0 
сходимости, отличными от нуля, совпадают 
(т.е. с, = Су), если они оба сходятся к одним 
и тем же значениям для некоторой сходящейся 
к внутренней точке круга сходимости бесконечной 
последовательности попарно различных точек. 
Сумму, разность и произведение сходящихся 
степенных рядов можно тоже представить в виде 
степенного ряда, который сходится внутри общего 
круга сходимости исходных рядов. Если ряд 
ОО 


У с,2" имеет радиус сходимости К> 0 и со # 0, 
п= 0 


ОО 
то сушествует такой степенной ряд у а,2" с ра- 
п-0 
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диусом сходимости, отличным от нуля, что в не- 
котором круге с центром в 2=0 


Преобразование степенных рядов. 
Если аналитическая функция задана в виде степен- 
ного ряда, сходящегося в круге Кр: 


со 
= У с,2 
п-0 


то она может быть представлена в виде ра- 

да по степеням 2--а в каждой точке а такой, 

что |а| < К. Тогда Л (2) = 
со 


У Ь, (2 – а)". Радиус схо- 

п= 0 
димости Ё, этого степенно- 
го ряда не меньше расстоя- 
ния от а до границы круга 
К: К, > К – |а|. В случае 
равенства точка касания Р 
обоих кругов (рис. 3.86) яв- 
ляется особой точкой для 
А (2). При К > В – |а| об- 
ласть сходимости ДА (2) выходит за пределы об- 
ласти сходимости { (г); тогда говорят, что Д (2) 
есть аналитическое продолжение Г (2) (см. 3.4.9.1). 

3.4.7.3. Ряд Тейлора. Если / (2) — аналитическая 
функция в круге К с центром в точке а (а ж о) 
радиуса К > 0, то всегда существует степенной ряд 


со 
У с„(2 — а)", сходящийся в круге К; (2-а| «Ку, 
п= 0 





Рис 3.86 


где К < К,) к функции Ј (2). Коэффициенты ряда 
являются комплексными числами, определяемыми 


_ Л" (а) 


по формулам с, = ‚ Тем самым в К, функ- 





п! 
ция 7 (2) представляется в виде ряда 
Л у=) + 09 -а) + 
+ 149 (2 — ај: +. „+ 10. а) (2 —а)' +. 


Этот ряд называется рядом Тейлора функции /(2) 
в окрестности К, точки 2 = а. 


Пример 14. Разложение 1п (1 + г) в ряд в окрестности 
ТОЧКИ 2 = 0. Имеем 


2 


2 
і(152-:2---4%---%%- 


(сходится при |2|< 1). 


Если функцию можно разложить в степенной 
рад по степеням 2 — а, то на основании теоремы 
единственности для степенных рядов он должен 
быть рядом Тейлора функции в окрестности 
точки а. 

3.4.7.4. Ряд Лорана. Если / (2) — функция, анали- 
тическая внутри некоторого кольца между двумя 
концентрическими окружностями с центром а 
(0 <г< |2 -а| < К, аж со), то эта функция един- 
ственным образом может быть представлена в 


виде степенного о ряда Лорана 


(2 – ај“ + у ђу (2 — а)““, (386) 


к=0 к=1 


коэффициенты которого вычисляются по следую- 
шим формулам: 


а, = 


1 рч 704% 
( 


2211 Ј (6 – а)“ 1? 


Яарч Сэ О 


(С — произвольно выбранный замкнутый путь ин- 
тегрирования внутри кольцевой области, по кото- 
рому обходят точку а в положительном направле- 
нии (против часовой стрелки)). 

Первый ряд в формуле (3.86) представляет собой 
обычный степенной ряд, который называется 
регулярной частью ряда Лорана, а второй ряд 
называется главной частью ряда Лорана. 

Формулу (3.86) можно записать в следующем 
виде: 


Л (2) = „2 с, (2 — а)“, (3.87) 
где 
СЕ 7945 
“оті ау 1 
С 


3.4.7.5. Классификация особых точек. Понятия 
правильной, особой и изолированной особой 
точек даны в 3.4.5.3. Если функция /(2) - аналити- 
ческая в окрестности точки а (но не обязательно 
в самой а), то характер точки а определяется 
разложением в ряд Лорана в окрестности этой 
точки. 

1) Если ряд Лорана не содержит членов с 
отрицательными степенями (т. е. с, = 0 при и < 0), 
то ряд Лорана обращается в ряд Тейлора; при 
этом или функция / (2) — аналитическая также и в 
точке а (если (а) = со), или а является устрани- 


мой особой точкой (іт /(2) = со #7 (а)). В по- 
2-за 


следнем случае, полагаа /(а) = со. достигают того, 
что функция становится аналитической в точке 
2 = а (особенность устранимая). 

2) Если разложение в ряд Лорана содержит 
только конечное число членов с отрицательными 
степенями (все с, = 0 при пст<ебди с, = 0), то 
точка а называется полюсом т-го порядка функции 
Ј (2). Обозначение /(а) = оо. 

3) Если (3.87) содержит бесконечное число 
членов с отрицательными степенями, то а назы- 
вается существенно особой точкой функции /(2).. 


Пример 15. /(2) = е!/* имеет существенно особую 
точку при 2 = 0, так как разложение в ряд Лорана в 
окрестности этой точки имеет вид 


1 1 1 


1 
уг = — ... == . 
ви + зру + г 


в=0 


Пример 16. Функция / (2) = 
3-го порядка в точке 2 жа. 


1Д2 - а)? имеет полюс 
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Пример 17. Функция 


И 2 
217347097 (п + 1)! 


имеет полюс 1-го порядка в точке г = 0. 


а= = 1 +1+ 


Важнейшее свойство аналитических функций 
выражает 

Теорема Пикара (большая). Если /(2)- 
однозначная аналитическая функция в окрестности 
точки 2 = а, являющейся для нее существенно 
особой точкой, то в каждой окрестности точки 

= а функция / (2) принимает любое конеч- 
ное значение, за исключением, быть может, од- 
ного. 

3.4.7.6. Поведенне аналитических функцни на 
бесконечности. Определение функции, аналити- 
ческой на бесконечности (2 = оо), дано в 3.4.5.3. 
Исследование поведения функции /(2) в окрест- 
ности ТОЧКИ 2 = оо в общем случае сводится 
преобразованием г = 1/6 к изучению свойств В 
окрестности точки С =0 комплексной плоскости 
функции Р (б) = 7 (1/0). Таким образом, выводы 
пп. 3.4.7.4, 3.4.7.5 могут быть перенесены на слу- 
чай 2 = оо. 

Ряд Лорана функции / (2) в окрестности точки 
2-00 формально имеет тот же вид, что и при 
разложении в окрестности точки г = 0: 


Ј (2) = (3.88) 


однако при этом точка 2 = оо: 1) существенно 
особая, 2) регулярная или устранимая особая, 
3) полюс порядка т – в зависимости от того, 
сколько имеется членов с положительными степе- 
нями 2 в разложении (3.88): 1) бесконечно много, 
2) совсем нет, 3) конечное число. 

Например, многочлен т-й степени обладает 
в точке 2 = © полюсом т-го порядка. 


3.4.8. ВЫЧЕТЫ И ИХ ПРИМЕНЕНИЕ 


3.4.8.1. Вычеты. Если аналитическая функция 

Л(г) в точке г = а имеет изолированную особую 

точку (см. 3.4.5.3), то коэффициент с_, при степени 

(2 а)! в ряде Лорана функции /(2) называют 

вычетом аналитической функции / (2) относительно 

точки а. Обозначение: Кез Ј (2) или Выч/(2). При 
а 


аз оо 


ке / (0) = фло = с.л, 
С 


а при а = оо 


1 
В = ----- а = с. , 
кез/(2- зд фго бе 
С 
причем С — любая замкнутая гладкая кривая 


Жордана, охватывающая точку 2 = а, которая об- 
ходится против часовой стрелки в первом случае 
(аж о) и в противоположном направлении во 
втором (а = оо). 

Если /(2) имеет в точке 2 = а з оо полюсы 
т-го порядка, то разложение в ряд Лорана имеет 
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С-т+1 С-1 
г-а 


+ у с (2 — а), 


к-0 





+ 
(3.89) 


и вычет можно вычислить следующим образом: 
т-1 


1 
(па Ш нет 22773 {(2—а)" /(2) 
(3.90) 


с = Ве Ј (0) = 


е: 


лэ имеет в точках 2 = На 


простые полюсы. Согласно (3.90), имеем 


Пример 18. / (2) = 





їе 5 та 
Кев /(2) ж Ит | (г - ій) ае») = ут е = е, 
іа 2 


г-ча +а гіа + а 2а 


13 
. | е ед 
Кеѕ / (г) = Пт 2 + аъ |= – шүт 

– ја 0) 1--14 | 2? +а 2а 

В случае устранимой особенности вычет при 
2 = оо всегда равен нулю. Для бесконечно удален- 
ной точки это уже не так; например, / (2) = 1/2 об- 
ладает в точке 2 = оо устранимой особенностью, 


1 
в то время как Кез — = -1. 
2 


3.4.8.2. Теорема вычетов. Если / (2) — аналити- 
ческая функция в области С, за исключением 
конечного числа точек 41, аҙ,..., а» и С — замкнутая 
кусочно гладкая кривая, охватывающая особые 
точки ац(1-1, ..., К) и лежащая целиком в 06- 
ласти 6, то 


| 
фул (© 4 = ) кела 


Для функции, аналитической всюду в расширен- 
ной комплексной плоскости, кроме конечного 
числа особых точек, сумма вычетов во всех особых 
точках (включая точку 2 = оо) равна нулю. 

Пусть / (г) - однозначная функция в области С, 
включая границу С (кусочно гладкую замкнутую 
кривую), и аналитическая, за исключением, быть 
может, конечного числа полюсов внутри б. Если, 
кроме того, / (2) # 0 при геС, а; — нули кратности 
о (#= 1, 2, ..., К), Б; – полюсы порядка ф,(/- 
= 1, 2, ..., т) внутри С, то для любой функции 
9 (2), аналитической внутри области С и на ее 
границе б, справедлива следующая формула: 


211 фев" (0 84 с- Уза (4) - 2 (5 


В частности, при 9(2) = 


1476) 
уун 


к 
(логарифмический вычет), где М = У а, — количе- 
іші 
т 


ство нулей (с учетом кратности), а Р = У В, — ко- 


11 
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личество полюсов (с учетом порядка) функции 
Ғ(г) в области С, ограниченной контуром С. 

3.4.8.3. Применение к вычислению определен- 
ных интегралов. Теорема вычетов оказывается 
особенно полезной для вычисления различных 
несобственных интег- 
ралов. 

Если / (2) — анали- 
тическая функция во 
всей верхней полупло- 
скости Іт2 > 0, за 
исключением конеч- 
ного числа особых 
точек ац, 42, ..., а» 
лежащих над действительной осью (рис. 3.87), и 
если 2 = оо — по меньшей мере двукратная нулевая 
точка / (2), то 


УУ 


ма 2 


2 


Рис 387 


Г Ј (х)4х = 284 у Кев / (г). (3.91) 


у=1 а, 


(Граница С области С, т.е. области Іт2 > 0, 


есть действительная ось.) 
+ о 
Пример 19. Вычислить интеграл 


- об 


области 





Функция / (2) = Гр - аналитическая в 


Іт 2 > 0, исключая точку 2-і, и обладает в точке : = 
двойной нулевой точкой (2 = 00 - устранимал особая точка). 
По формуле (3.90) имеем 





и, согласно (3.91), получим, что 


+ 2 


— 4 _ = лід 
ГИ 1“ 


- х 


3.4.9. АНАЛИТИЧЕСКОЕ 
ПРОДОЛЖЕНИЕ 


3.4.9.1. Принцип аналитического продолжения. 
Пусть А (2), /› (2) - функции, аналитические в Сі, С, 
соответственно, и пусть |, (г) = № (2) в С, |С, + (2 
(рис. 3.88). Тогда говорят, что }, (2) аналитически 
продолжается в об- 

ласт С, при помо- 

ши (г) и, наоборот, 

Љ (2) аналитически 

продолжается в 06- 

ласть С, при помощи 


А (2). 
Согласно теореме 
Рис. 3.88 единственности для 
аналитических функ- 
ций (см. 3.4.5.3), любая из функций /, (2) и 


У (2) определяется другой однозначно. Следова- 
тельно, обе эти функции можно воспринимать 
как элементы одной функции ЕЁ (2), которая ав- 
ляется аналитической в С, |] С2. 


Пример 20. Степенной ряд У, 2" при |2| < ! опре- 
п=0 


1 
деляет аналитическую функцию / (2) = = В то время 


как степенной ряд сходится только внутри единичного 





круга, функция определена в замкнутой области 


плоскости с и является аналитической, 
= | — полюс 1-го порядка. 


исключая точку 





Тем самым представляет собой аналитическое 


1-2 
90 

продолжение У, г" за единичный круг во всю комплексную 
п= 0 


плоскость, за исключением точки 2 = 1. 


Если аналитическое продолжение существует, то 
оно может быть истолковано следующим образом. 
Предположим, что аналитическая функция / 
представлена в некоторой точке 20 в виде степен- 
ного ряда с кругом сходимости |2 – го | < ғ. Для 
каждой точки г = г, внутри этого круга значения 
Ј (21), Р (21), ... известны и определяют разложение 
в ряд Тейлора в окрестности этой точки. Новый 
степенной ряд сходится внутри круга |2 – 2; | < "|, 
который может иметь часть, лежащую вне первого 
круга. Тем самым мы получаем аналитическое 
продолжение функции /(2). Этот процесс может 
быть продолжен; в результате образуется «це- 
почка» пересекающихся кругов сходимости. 
Объединение этих кругов дает область б, в кото- 
рой различные разложения в ряд определяют 
аналитическую функцию Ё — аналитическое про- 
должение функции ј, причем разложения в ок- 
рестности некоторых точек 2ЕС рассматриваются 
как разложения, определяющие значения функции 
Е (2) в этих точках с. Степенные ряды, представ- 
ляющие таким образом аналитическую функцию Ғ 
в своих кругах сходимости, называются элемен- 
тами функции Е. Функция Е определена однозначно, 
если задан каждый ее элемент. 

Метод сцепленных кругов используется обычно 
вдоль какой-либо подходящей кривой, т. е. центры 
кругов сходимости, начиная с начальной точки 
кривой, располагают на выбранной кривой. 

Теорема о монодромии. Пусть )- 
аналитическая функция в области Со, продолжаю- 
щаяся (вдоль любой непрерывной кривой) в об- 
ласть С (Со с 6). Если С односвязна, то в ней су- 
шествует аналитическое продолжение Р функции /о. 

Если при помоши метода сцепленных кругов, 
исхода из элемента /ю(2) функции Р, (2) и пере- 
мешаясь вдоль замкнутой непрерывной кривой, 
возврашаются вновь в круг сходимости функции 
Јо (2) и полученное новое разложение /, (2) определяет 
в этой области значения, отличные от значений 
Р (2) в тех же точках (это возможно лишь для неод- 
носвязных областей), то /,(2) представляет собой 
элемент другой функции Ғ;(2) В этом случае 
Е: (2) и Е, (2) интерпретируются как различные 
ветви некоторой функции Ё (х), определенной, 
однозначной и аналитической на соответствующей 
римановой поверхности (см. 3.4.10). 

3.4.9.2. Принцип симметрии (Шварца). 

1) Принцип непрерывности. Пусть две 
односвязные области С; и С, не имеют общих 
точек, но их границы имеют общую часть Г. 
Если функции ј (2) и }, (2), аналитические соот- 
ветственно в областях С, и С, непрерывны в 
объединении с. (ЈГ и Г(/ 6; соответственно и 
совпадают во всех точках Г, т. е. А (2) = (2) при 
ге Г, то функции Л (2) и }, (2) являются аналити- 
ческими продолжениями друг друга. 
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2) Принцип симметрии. Пусть функция 
м = 7 (2) аналитична в области С, граница которой 
содержит дугу окружности или прямолинейный 
отрезок Г, причем м непрерывна на Г; если 
точки м -/(2) для геГ также располагаются 
соответственно на некоторой дуге окружности или 
прямолинейном отрезке Г*, то функция / (2) может 
быть аналитически продолжена в область С*, 
симметричную относительно Г; при этом значения 
У (2) в точках, симметричных относительно Г, 
будут симметричны относительно Г*. 

Если функция / (2), аналитическая в области С, 
имеет на гладкой дуге нулевые значения, то она 
является тождественным нулем. Таким образом, 
две функции, различные в некоторой области б, 
не могут иметь совпадающие значения на какой- 
либо гладкой дуге. 


3.4.10. ОБРАТНЫЕ ФУНКЦИИ. 
РИМАНОВЫ ПОВЕРХНОСТИ 


Функции, обратные таким функциям, как е“, 
51п 2, которые многократно принимают одни и те же 
значения при изменении 2 в области определения 
р, служат примером многозначной зависимости 
(и = Іп 2, м = Агсвіп г). 

Взаимно однозначное соответствие между Р и 
областью значений функции И’ обеспечивается 
при напожении на подобные функциональные зави- 
симости некоторых ограничений. Часто бывает 
полезно представить многозначную функцию как 
однозначную, определенную на римановой поверх- 
ности. Такая поверхность состоит из некоторого 
числа плоскостей 2, или «листов», соответствую- 
щих ветвям функции /(2) и соединенных вдоль 
особых кривых, называемых разрезами (см. ниже). 

3.4.10.1. Однолистные функции, обратные 
функции. Однолистной областью Е называют 
область регулярности функции / (2), | в которой 
Г(21) + Ј (г) при 2; # 2,. Тогда /(2) называют 
однолистной функциец в Е. При этом в Е выпол- 
нено неравенство / (2) = 0, /(2) имеет однозначную 
обратную функцию 2=9(и), аналитическую в 





области образов В однолистной области Е 
плоскости и, и 
1 
[9 (971 = + (ғеВ, 2-0(9)) 
Ще | 


Производная и” = и2" 1 функции м = 2" равна 
нулю при г = 0 и отлична от нула при г # 0. Сле- 
довательно, 2" в окрестности точки 2 = 0 имеет 
неоднозначную обратную функцию. Именно, если 
радиус-вектор 2 = |2|е® (ф--аг г) заметает, на- 


пример, одну из углообразных областей Е: 

2 л Жк т 

----- --<0<------(іК-0, 1, .., п- 1) 
п п п п 


плоскости 2, то соответствующий радиус-вектор 
м = | 2 |" е"? заметает всю плоскость м, за исклю- 
чением отрицательной части действительной оси 
(ср. рис. 3.89, а с рис. 3.89, 6). Углы ф = 2 (20х) 
увеличиваются в и раз. Полному повороту радиуса- 
вектора в плоскости 2 соответствуют и полных 
поворотов в плоскости м. 

Каждая из областей Е, (К-0, 1, ..., п-1) 
ДЛЯ м = г" является однолистной областью и отобра- 
жается взаимно однозначно при помощи функции 


и = 2" на плоскость и, разрезанную вдоль отри- 
цательной части действительной оси; обозначим 
эту плоскость В; Она покрывается п раз значе- 
ниями функции и = 2", т. е. каждая Е отображается 





Рис. 389 


на В, точно один раз. Если представить себе 
В, (Кк = 0, 1,..., п- 1) как и экземпляров так назы- 
ваемых «листов», расположенных один над дру! им, 
то функция и = г" теперь может быть однозначно 
обращена на каждом листе В т.е. для каждой 


п 
ветви 2 = Им имеем 


г = ди (м) = аи (и) = Ин | ей% + туп 
(к= 0, 1, ..., и = 1); 


главное значение фо = агр и. Главное значение Им 
называют главной ветвью 2о (и). Областями опреде- 
лений (соответственно областями значений) 
ветвей 2 = г, (м) являются В, (соответственно Е;). 


п 
3.4.10.2. Риманова поверхность функции 2 = Им. 
Как объединяются п ветвей 2, (и) в одну функцию, 
как они связаны? Если независимое переменное м 


функции У“ в плоскости м обходит точку и = 0 
по некоторой замкнутой кривой в направлении 
против часовой стрелки, начиная с агри = -л, 
то при каждом обходе этой точки главное значение 
Џо пробегает значения от -л до +л; в силу того 
что -л <агви = фо < +п и Агри=у + 2Кл, 
показатель К при каждом переходе через отри- 
цательную часть действительной оси возрастает 


— г. 
на 1. Так как 2, (и) = УТ | е Фо + 2клу/, то такой 
переход и через отрицательную часть действи- 
тельной оси означает переход от ветви 2, (и) к 
ветви 2,.1 (м). Итак, на этой оси п ветвей связаны 


~ ~ 
циклическим переходом (202122...2,–12, = 20). 

Это дает возможность представить функцию 
и в плоскости и как бы состоящей из л листов 
В, (ср. 3.4.10.1), расположенных друг над другом 
и разрезанных вдоль отрицательной части действи- 
тельной оси (подобно тому как рассматривалась 
плоскость 2). Для того чтобы обьединить огдель- 
ные листы В, как области определения соотвег- 
ствующих ветвей 2.(и) в одну связную область 


определения функции И», соединим их друг с дру- 
гом согласно циклическому переходу ветвей 2, (и) 
вдоль лежащих друг над другом разрезов: гра- 
ница разреза, относящаяся к верхней полуплоскости 
(Па (и) > 0) листа В, (обозначается знаком плюс), 
«склеиваегся» с границей разреза, относяшейся к 
нижней полуплоскости (Па (и) < 0) (обозначается 
знаком минус) лежащего над ним листа В. 
Последняя граница «плюс» (+) листа В,_; соеди- 
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няется с границей разреза «минус» (—) листа Во. 
Построенная таким образом п-листная поверхность 
называется римановой поверхностью функции 


п 
2 = И» (рис. 3.90). 

Каждый лист В, взаимно однозначно соответ- 
ствует однолистной области Е,, и совокупность 





Риманова поверх- 
ность для Уш “и 


Рис. 3 90 


п 
значений у однозначно отображается на соот- 
ветствующую риманову поверхность. 
Точки м = 0 и и = о называются точками 


ветвления п — 1-го порядка функции И», так как 
при п-разовом обходе в одном и том же направ- 
лении вокруг этих точек мы снова возвращаемся 
к первоначальной ветви (рис. 3.90). 

3.4.10.3. Риманова поверхность функции 2 = Іп и. 
Рассмотрение функций и =е*, 2 = п м проведем 


по аналогии с функциями и = 2", =. В ка- 
честве однолистных областей функция и = е“ 
обладает бесконечным множеством полос 2Кл + 
+ аи < шега <2(К + 1)л+ а (а — любая действи- 
тельная постоянная, К=0, +1, +2, ...), которые 
расположены параллельно действительной оси и 
имеют ширину 2л. Каждая из них может быть 
однозначно обращена, в силу чего появляется 
бесконечно много ветвей функции 2 =2, = Іп | м | + 
+ (Мо + 2Кл) (Главное значение фо - агри, 
К =0, +1, +2, ...), которые в качестве области 
определения имеют при а = —п плоскость и, 
разрезанную вдоль отрицательной части действи- 
тельной оси. В связи с этим риманова поверхность 
для функции Ілу) имеет строение, аналогичное 


строению римановой поверхности функции И», 
но с бесконечным числом листов. 

При любом количестве обходов в одном направ- 
лении вокруг точки и = 0 (и = оо) невозможно 
вернуться к первоначальной ветви. Точки и = 0 
и и = оо являются поэтому точками ветвления 
бесконечного порядка, или так называемыми 
логарифмическими точками ветвления. 

Пусть для функции и = / (2) в некоторой окрест- 
ности точки и = (а) существует обратная функция 
2 = 9 (и). Тогда, если |4(м)| имеет в точке ј (а) 
нуль кратности т или полюс порядка т + 2, то 
2 = а + оо является точкой ветвления порядка т 
функции / (2). 

1 ! 

Пример 21. Для функции Жуковского м = > (: -4) 
вышеуказанным методом находим в плоскости у точки 


и 
ветвления миро = +1 1-го порядка. Функция = 2 имеет 
в точке г = 0 точку ветвления п — 1-го порядка. 


3.4.1. КОНФОРМНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ 


3.4.11.1. Понятие конформного отображения. 
Отображение и = { (2) = и (х, у) + й (х, у) с областью 
определения Ш и областью значений И’ конформно 
в точке гер, т. е. отображение и = (2) сохраняет 
углы между кривыми, проходящими через точку 2 
области О, как по величине, так и по ориентации 
(рис. 3.91), если в этой области функция / (2) аналити- 
ческая и 7 (2) #0. Таким образом, бесконечно 





а) г 5) Пл. ш 


Рис 391 


малый треугольник в окрестности точки 2 отобра- 
жается в подобный треугольник в плоскости и, 
т. е. каждая сторона растягивается (или сжимается) 
в отношении |] (2)|:1 и поворачивается на угол 
аге (/' (2)) (рис. 3.92). В частности, каждое конформ- 
ное отображение преобразует два семейства взаимно 








9 
Е У, 
! 7 о 
“ Л 
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а) Пл? 0) Плш 
Рис 3.92 


перпендикулярных координатных линий х = сопз! 
и у = сопѕї плоскости 2 в два семейства взаимно 
ортогональных кривых на плоскости м. Обратно, 
двум семействам координатных линий и = сопз 
и р = сопѕїі плоскости и соответствуют два се- 
мейства взаимно ортогональных кривых на 
плоскости 2. Таким образом, при помощи аналити- 
ческих функций можно получить множество прямо- 
угольных криволинейных систем координат (т. е. 
таких систем, в которых координатные линии раз- 
личных семейств пересекаются под прямым 
углом). Рис. 3.93 показывает конформное отобра- 
жение и = 27, причем линии х = сопѕі и у = сопві 
переводятся во взаимно ортогональные софокус- 
ные параболы. В точке 2 = 0 конформность нару- 
шается. Первый координатный квадрант переходит 
в верхнюю полуплоскость (конзУры отображения 
отмечены штриховкой). 

Описанные выше отображения называют также 
конформными отображениями 1-го рода, в то время 
как отображения, которые оставляют неизмен- 
ной величину, но не ориентацию углов между 
двумя кривыми (отображения с переворотом уг- 
лов), называются конформными отображениями 
2-го рода (например, м = 2). Отображение и = 
= (г) называется конформным в точке 2 = оо, 
если и = / (1/2) = Е(2) конформно в окрестности 
точки г = 0. 
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Задача построения отображения, которое ставит 
в соответствие односвязной области бі односваз- 
ную область С, решается на основе теоремы 
Римана об отображении. Для каждой 
(открытой) односвязной области С в плоскости 2, 
кроме всей плоскости 2, существует конформное 
отображение у = / (2), которое устанавливает вза- 
имно однозначное соответствие между всеми 
точками области С и внутренними точками еди- 
ничного круга |у | < 1; при этом аналитическая 
функция / определена единственным образом, 
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Рис. 3.93 


если задан образ точки 2о области С и угол пово- 
рота любой кривой, проходящей через эту точку, 
т.е. Ј (20) = мо и аге /' (20) = и, где мо и а- за- 
данные величины. 


2-і 
Например, функция и" = ТҮТ взаимно однозначно 
241 


отображает верхнюю полуплоскость Іт 2 > 0 на единичный 
круг |»|< 1, причем точка 2-і переходит в точку и = 0. 


Однозначное конформное отображение верхней 
полуплоскости Іт2 > 0) на п-угольник (23) 
определяется так называемым интегралом Кри- 
стоффеля — Шварца 


у = С; Ге -а) (Е — аша 1...(г- а)" 18: + С,, 
0 


где внутренние углы п-угольника, равные ал 
(0<0;<2;і-і, 2, ..., п), должны удовлетворять 


п 
дополнительному условию У а ="— 2; а; явля- 
і= 1 
ются точками действительной оси, которые соот- 
ветствуют вершинам п-угольника; С; + 0 и С, 
являются комплексными числами, выбором которых 
можно получить все многоугольники с п углами, 
подобные данному многоугольнику. Если одна 
из вершин, например а,, отображается в точку 


м = оо, то интеграл приводится к виду 
“= С; |(е — аи – 1...(1— а, 1) %-1-14 + Со, 
0 


где С, и С, — постоянные параметры, а ац, 4;,... 
., 44-1 — некоторые точки действительной оси. 
Хорошо изучены многие функции, отображаю- 
шие различные области на единичный круг или 
верхнюю полуплоскость. Поэтому, когда ишут нуж- 
ное отображение области О, на область С», 
то достаточно найти аналитические функции Д (2) 
и р, (2), которые однозначно отображают С; и С; 
на единичный круг. Тогда функция д» (2), обратная 
к /›(2), отображает единичный круг однозначно 
на С», так что функция, составленная из / (2) ид: (2), 
дает искомое отображение С, на С.. 
Конформные отображения находят примене- 
ние в электротехнике, гидро- и аэродинамике и 
других областях приложения математики. 
3.4.11.2. Некоторые простые конформные отобра- 
жения. На рисунках даются графики сеток на 
плоскости (изотермические сетки), которые пре- 
образуются в декартову прямоугольную сетку на 
плоскости и. Штриховкой на рисунках отмечены 
контуры тех областей плоскости 2, которые отобра- 
жаются на верхнюю полуплоскость и, а черным 
отмечена область, переходящая в квадрат с вер- 
шинами (0, 0) (0, 1) (1,0) (1, 1). 
а) Линейная функция № = аг + Б (а = |а| е“ #0) 
определяет конформное преобразование расширен- 
ной плоскости 2 (рис. 3.94). Преобразование может 
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Рис. 3.94 


бытьразложено на три :! = 6% — поворот плоскости 
на угол Фф; 5 = № — подобное растяжение в г = | а | 
раз; м == + Б – параллельный перенос на Ь В 
результате фигуры в плоскости 2 преобразуются 
в себе подобные, допол- 
нительно поворачиваясь 
и сдвигаясь. Точки 2; = 
– р и 2, = оо пере- 
1--а 
ходят сами в себя. 


6) Инверсия и = 1 
2 





(рис. 3.95) Точка 2- 
= |2 | е? переходит в точ- 
ку и = 41 өзі, т. е. осу- 
|2 | Рис. 3.95 


шествляется инверсия от- 

носительно единичного круга и зеркальное ото- 
бражение относительно действительной оси. 
Внутренность единичного круга | 2 | < 1 переводит- 
ся во внешнюю часть круга | и | < 1, и, наоборот, 
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|2|<1-Во внутреннюю 
часть круга |м|<1. Сама окружность |2|=1 
переходит в окружность |м|=1. Точки 2=1 
и 2 = —1 остаются на месте. Конформность на- 
рушается в точке 2 = 0. 

Это отображение имеет особое значение, так 
как оно дает возможность исследовать поведение 
функций на бесконечности (см. 3.4.7.6). 


аг + Ь 
в) Дробно-линейная функция м ------(а4- 
с2 + 


- рс = 0, с + 0) однозначно и конформно отобра- 
жает замкнутую плоскость 2 на плоскость у 
(рис. 3.96). Верно и обратное: каждая аналити- 
ческая функция, которая отображает взаимно 


внешняя часть круга 





Рис. 3.96 


однозначно и конформно замкнутую плоскость на 
себя, является дробно-линейной. 
Это преобразование можно разложить на три: 


1 
і = сг + а — линейная функция, ==- инвер- 
а Бс — аа й 
сия и и = — + ———= 5 — линейная функция. В 
с с 


результате дробно-линейная функция переводит 
окружность в окружность (если считать прямые 
частным случаем окружности). Неподвижные точки 
этого отображения удовлетворяют уравнению 
аг + Б 


с2 +а 

г) Квадратичная функция у ->22 отображает 

плоскость 2 на двойную плоскость и. Изотерми- 

ческая сетка плоскости 2 состоит из двух семейств 
бол: и= х? – у? = 2 3.97). Кон- 

гипербол: и = х^ – у“ и р = 2ху (рис. 3.97). Кон 

формность нарушается при 2 = 0, точки 0 и 1 

остаются на месте. 


д) Две ветви функции и = г — квадратного 
корня — отображают всю плоскость 2: 1) на верх- 
нюю полуплоскость м; 2) на нижнюю полу- 
плоскость \ и. Изотермическая сетка плоскости 2 





Рис. 3.97 


состоит из двух семейств софокусных парабол с 
фокусом в начале координат и с осями, направлен- 
ными по положительному и отрицательному 
направлениям действительной оси (рис. 3.98). 





Рис 3.99 


Рис. 3.98 


Конформность нарушается при 2 = 0, точки 2 = 0 
И 2 = 1 остаются на месте. 

е) Логарифм бесконечно многозначен. Для 
главной ветви функции м = 1п2(и =ш|2| и 
0 = Фо + 2Кп) вся плоскость 2 переходит в полосу 
-п<0 < +л плоскости м. Изотермическая сетка 
состоит из окружностей 1п |2 | = сопѕї и лучей 
Ф = соп$ё (рис. 3.99), т.е. является полярной 
сеткой. 


4. ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ГЛАВЫ 


4.1. МНОЖЕСТВА, ОТНОШЕНИЯ, ОТОБРАЖЕНИЯ 


4.1.1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ 


4.1.1.1. Алгебра логики (алгебра высказываний, 
логика высказываний). Под высказыванием пони- 
мается имеюшее смысл языковое выражение, огно- 
сительно которого можно утверждать, что оно 
либо истинно, либо ложно. Таким образом, каж- 
дому высказыванию можно приписать истинност- 
ное значение И (истина) или Л (ложь). Вместо 
этих символов часто употребляются числа 1 и 0 
соответственно. 


Пример 1. «5 есть простое число», «3 есть дели- 
тель 7», «3 + 5 = 9». Здесь первое высказывание имеет истин- 
ностное значение И, а два других — истинностные значения Л. 
Уравнение «2 + х = 4» не является высказыванием. Однако 
всякий раз, придавая переменной х определенные числовые 
значения, будем получать высказывание. 

Используя “частицу «не», а также союзы «и», 
«или», «если..., то...», «тогда и только тогда, когда» 
и Т.П. можно из одних высказываний строить 
другие, новые высказывания. Истинностные значе- 
ния новых высказываний определяются при этом 
только истинностными значениями входяших в них 
высказываний. Построение из данных высказываний 
(или из данного высказывания) нового высказыва- 
ния называется логической операцией. Знаки логи- 
ческих операций называются логическими связками 
(или просто свазками). Логические связки могут 
быть одноместные (унарные), двухместные (бинар- 
ные), трехместные (тернарные) и т.д. В алгебре 
логики логические операции чаше всего описы- 
ваются при помоши таблиц истинности. Дла одно- 
местной операции «отрицание» (или «инверсия»), 
отвечаюшей свазке «не», таблица истинности вы- 
глядит так (табл. 4.1): 


Таблица 4.1 


Отрицание высказывания А (т. е. не А) обозна- 


чается ЯА, или А, или ~А и часто читается: 
«отрицание А» или «не А». 

В табл. 4.2 приведены основные двухместные 
логические операции (и логические связки). В пер- 


вом столбце дается, как правило, наиболее употре- 
бительное обозначение логической операции, во 
втором -- некоторые другие широко распростра- 
ненные обозначения той же операции, в третьем - 
линейно упорядоченный набор истинностных зна- 
чений, отвечаюший этой операции (линейное упо- 
рядочение выполнено так: если А; ж А, - результат 
применения логической связки ж к высказываниям 
А, и А;, то первый элемент набора есть истин- 
ностное значение выражения 0*0, второй эле- 
мент — истинностное значение для О» 1, третий — 
для іж0 и четвертый - для 11) В четвертом 
столбце таблице помешены различные названия 
рассматриваемой операции (и связки), в последнем 
указано, как обычно читается выражение вида 
Ај ж«А;, где Ај и А, — высказывания, а ж — (услов- 
ное) обозначение рассматриваемой связки. 

Переменная, значениями которой являются вы- 
сказывания, называется пропозициональной пере- 
менной. 

Основными символами алгебры высказываний 
ЯВЛЯЮТСЯ: 

а) пропозициональные переменные ру, ро, рз. ...; 

6) одноместная связка | и двухместные связки 
А, м, >, <; 

в) скобки ( ). 

Пропозициональные переменные могут обозна- 
чаться и другими буквами, например а, 6, с, ... 

Понятие формулы алгебры высказываний, или 
пропозициональной формулы, вводится по индук- 
ции: 

1) выражение, состоящее только из пропози- 
циональной переменной, является пропозициональ- 
ной формулой; 

2) если Н, и Н,- пропозициональные форму- 
лы, то каждое из выражений |Н,, (Н, л Н,), 
(Н, у Н,), (Н, > Н,)и(Н, <> Н,) - пропозициональ- 
нал формула; 

3) последовательность основных символов 
только тогда является пропозициональной фор- 
мулой, когда она построена в соответствии с 1) 
и 2). 


Пример 2. Выражения 


Н, = (р1->р2) ^ Трз), 
Н, = (ру ^ рз) у (р. ^р?)) 
являются пропозициональными формулами. 


Пропозициональная формула, начинающаяся со 
знака |, называется отрицанием. Пропозициональ- 
ные формулы (Н, л Н)), (Н, у Н;), (Н, - Н;) и 
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Набор истинностных 

значений, отвечаю- 

ший данной логиче- 
ской операции 


Другие обозна- 
чения логиче- 
ской операции 


Обозначение 
логической 
операции 


Название логической операции 


Таблица 4.2 


Как читается выражение, 
приведенное в первом 


И СВЯЗКИ т 
столоце 


А, & А, 

А, А, 

4,4, 
тіп (А), 4.) 


А, + А, 
тах (А), 4.) 


коньюнкция, логическое умноже- 
ние, логическос «и» 


дизьюнкция, логическое сложе- 
ние, логическое «или» 


импликация, логическое следо- 
вание 


сумма по модулю 2, раздели- 
тельная дизьюнкция, раздели- 
тельное «или» 


эквиваленция, эквивалентность, 
равнозначность, тождественность 


штрих Шеффера, антиконьюнк- 
ция 


стрелка Пирса, антидизьюнкция, 
функция Вебба, функция Даггера 


если Ај, то А,, А, имплици- 
рует А», А, влечет А, 


плюс А; либо А, либо 


А, тогда и только тоғда, когда 
А,: А, эквивалентно А, 


неверно, что 4, и 4;, А, штрих 
Шеффера А, 


ни А, стрелка 


Пирса А, 


(Н, ~ Н,) называются соответственно конъюнкцией, 
дизьюнкцией, импликацией и эквиваленцией. 

Как ив арифметических выражениях, устанавли- 
ваются определенные правила сокращения записей 
пропозициональных формул: 

а) вместо | Н пишут Й; 

б) вместо Н, л Н, пишут Н,Н,; 

в) считается, что приоритет применения связок 
возрастает в следующем порядке: 


<>, —, м, л, |; 
г) внешние скобки опускаются. 
Пример 3. 
(ра > рг) ^ Тр») = (р; > Ра) рз, 
(р, А Тру) у Л А р2)) эртэ У Рарг: 


Сокращенная запись многократной 
конъюнкции и дизъюнкции. Пусть Ну, 


Н,, Нз, ... – пропозициональные формулы. Тогда 
1 п+1 
А Н, -Н , л н-( нана) 
іш ісі іш 
п+ 1 п 
~ Н, ын Н,, к і -(2 Н, У н...) 
Пример 4. 


4 
(2, Н, = (Н, л Нуул Нз) ^ Н./ёН,Н,Н-Н,, 
4 
У Н, = (((Н, у Ну у Ну) у Н) + Ну Н, у Н у На. 


В алгебре логики широко используются алгеб- 
раический и функциональный языки. При алгебраи- 








ческом подходе логические операции интерпрети- 
руются как алгебраические, действующие на мно- 
жестве из двух элементов, например на множестве 
(0, 1}. При функциональном подходе каждой из 
основных логических операций сопоставляется 
определенная двузначная функция. 

Функция (ха, Хо, ..., х,), У которой аргументы 
пробегают множество (0, 1) и которая на любом 
наборе значений аргументов принимает значение 
из того же множества {0, 1}, называется функцией 
алгебры логики или булевой функцией. Булеву 
функцию /(хі, Ху, ..., х,) можно задавать таблицей 
(табл. 4.3). Здесь наборы значений аргументов 


Таблица 4.3 


[Ој х), 4» Хр -- 1, Ха) 


расположень в порядке возрастания их номеров: 
сначала идет набор, представляющий собой двоич- 
ное разложение числа 0 (зтот набор имеет номер 0); 
затем идет набор, являющийся двоичным разложе- 
нием числа 1 (набор, номер которого есть 1); 
за ним следует набор, соответствуюший числу 2, 
и т.д. Последний набор в табл. 4.3 состоит из п 
единиц и является двоичным разложением числа 


378 


МНОЖЕСТВА, ОТНОШЕНИЯ, ОТОБРАЖЕНИЯ 





2" — 1. Имея в виду такое стандартное расположе- 
ние наборов, булеву функцию /(х1, Хо, ..., х„) иногда 
задают набором 2001...4,, |» В котором о; пред- 
ставляет собой значение функции /(х;, Хо, ..., х,) на 
наборе с номером і (і = 0, 1, ..., 2" — 1). 

Среди булевых функций особо выделяются так 
называемые элементарные булевы функции, кото- 
рые тесно связаны с основными логическими опе- 
рациями (и связками) — отрицанием, коньюнкцией 
и др. 

Двухместными элементарными булевыми функ- 
`циями являются коньюнкция, дизъюнкция, имплика- 
ция, сумма по модулю 2, эквиваленция, штрих 
Шеффера и стрелка Пирса. Каждая из перечислен- 
ных функций обозначается и определяется так же, 
как логическая операция с соответствующим назва- 
нием, приведенная в табл. 4.2. Отличие состоит 
только в том, что символы А; и А», рассматри- 
ваемые в табл. 4.2, следует толковать теперь как 
булевы переменные (т. е. переменные, принимающие 
значения из множества (0, 1)). 

Имеются две одноместные булевы функции, 
зависящие от переменного х: тождественная функ- 
ция Ф, (х) и отрицание х — функция ф, (х) (табл. 4.4). 


Таблица 4.4 





Тождественная функция Ф, (х) обычно обозначается 
через х, а отрицание х — через |х или х (ср. 
с логической операцией «отрицание»). Обе одно- 
местные булевы функции считаются элементар- 
ными. 

Имеются две нуль-местные элементарные буле- 
вы функции: это константы 0 и 1. 

Каждой пропозициональной формуле можно 
сопоставить по определенному правилу булеву 
функцию: 

1) пропозициональному переменному р; сопо- 
ставляется тождественная булева функция х; (і = 
= 1, 2, ...); 

2) пусть пропозициональным формулам Н, и Н, 
уже сопоставлены булевы функции Фин, и Фин, 


соответственно; тогда пропозициональной форму- 
ле 1 Н; сопоставляется булева функция фу, про- 


позициональной формуле Н, л Н, (соответственно 
Н, Н, Н, э Н, и Н, «> Н,) сопоставляется буле- 


ва функция Фи, Фин, (соответственно Фу, У Фн,, 


Фн, > Фн, И Фн, < Фн,)- 

Булева функция Фу, сопоставляемая по описан- 
ному правилу пропозициональной формуле Н, на- 
зъвается функцией истинности формули Н. 

Пусть Фн, — функция истинности формулы Н; 
(+ 1, 2); пусть (Ху, Ху, ... Ха) — множество тех 
переменных, которые встречаются хотя бы в одной 
из функций Фн, и Фн, Пропозициональные фор- 
мулы Н, и Н, называются эквивалентными (или 
равносильными), если на всяком наборе (01, Оо, ... 

.. Фа) значений переменных ху, Хо, ... х, значения 
функций Фн, и Фин, совпадают. Тот факт, что 
пропозициональные формулы Н, и Н; зквивалент- 
ны, обозначается так: Н, = Н, (или Н, = Н,). 


Приводимые ниже основные эквивалентности 
часто оказываются полезными при оперировании 
с пропозициональными формулами и булевыми 
функциями. 

Основные эквивалентности: 


Н = Н (правило снятия двойного отрицания); 

Н ^ Н = Н (идемпотентность конъюнкции); 

Ну Н = Н (идемпотентность дизъюнкции); 

Н,*Н, = Н,* Н, (коммутативность связки ж, 
где символ ж является общим обозначением для 
связок л, у, ө); 

(Н, *Н,)* Н; = Н, * (Н, * На) (ассоциативность 
связки ж, где ж — общее обозначение для связок 
л, у, ө); 

Н, ^ (Н. у Нз) = (Н, л Н) У (Н, л Нз) (дист- 
рибутивность конъюнкции относительно дизъюнк- 
ции); 

Н, у (Н; ^ Нз) = (Н, у Н;) ^ (Н, У Нз) (дист- 
рибутивность дизъюнкции относительно конъюнк- 
ции); 

Н, ^ Н, = Н, У Н, и Н, У Н, = Н, ^ Н, (пра- 
вила де Моргана); 

Н, Уу (Н, МНу = Н, и 
(правила поглощения); 

Н, У (Н, ^ Н, = Н, у Н, и Н, л (Н, Н,) = 

= Н, ^ Н;; 


Н, ^ (Н, | Н,)-Н, 


Н,-Н, = Н, м Н,; 
На В» = НН У Н,Н,; 
НН = Л (закон противоречия); 


Ну Н = И (закон исключенного третьего); 
Н.И = Н; 


НИ = И; 
Н.Л = Л; · 
Ну Л + Н. 


Замечание. Употребляемая в нескольких 
приведенных эквивалентностях буква И (соответ- 
ственно буква Л) обозначает такую пропозицио- 
нальную формулу, функция истинности которой 
равна тождественно 1 (соответственно 0). 


ғ с 
Пропозициональная формула А ри (соответ- 
к= 1 


ҰҒЫ 0-2 1 — 
ственно У Ра где сре (0, 1), ра Р Р = Рр 


це (у, 2, ..., ја) ДЛЯ всех К 1, 2, ..„ ғи рі, ЕР, 
при т = К, называется элементарной коньюнкцией 
(соответственно элементарной дизьюнкцией) над 
множеством пропозициональных переменных (Ру, 
ру» с: р, | Число ғ (число букв в формуле) 
называется рангом элементарной коньюнкции (со- 
ответственно элементарной дизьюнкции). Две эле- 
ментарные конъюнкции (соответственно дизъюнк- 
ции) считаются различными, если Хотя бы в одной 
из них найдется выражение р;, не входяшее 
в другую. 

Пример 5. Конъюнкции рі)э, рг, Ра Рг, Ра, Ргрз 


являются попарно различными элементарными конъюнк- 
циями над множествами пропозициональных переменных 


ір» рз, Ра» рв}, Ірі. Рә, рз, ра}, ЇР» рэ, ра) И Т.Д. 


5 
Пропозициональная формула РА Н; (соответ- 


5 

ственно л Ну, в которой Н,, Но, ..., Н,— 
ј=1 

попарно различные элементарные конъюнкции 


(соответственно дизъюнкции) над множеством пе- 
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ременных Т ЛЕ Ре с.» Р „} и, кроме того, ранг 
каждой конъюнкции Н, (соответственно ДИЗЬЮНК- 
ции Ну) равен и, называется совершенной дизъюнк- 
тивной (соответственно коньюнктивной) нормаль- 
ной формой над множеством {р;, Ри» ~ Рі ). 
Две совершенные дизьюнктивные (Соответственћо 
коньюнктивные) нормальные формы считаются 
одинаковыми, если совпадают множества элемен- 
тарных коньюнкций (соответственно дизъюнкций), 
входящих в эти формы. 

Справедлива теорема. Любая пропозицио- 
нальная формула Н (рі, рі» с: р в которую 
входят только пропозициональные переменные 
Рг у» Рі,» · Рі ь принадлежащие множеству (Ру ру,» ·-. 

., ру}, либо эквивалентна Л (соответственно И), 
либо эквивалентна в точности одной совершенной 
дизъюнктивной (соответственно коньюнктивной) 
нормальной форме над множеством переменных 
(Ру Руу +.» Ру}. 

Пример 6. Пропозициональная формула Н = рур; ў 
у р,рз эквивалентна совершенной дизьюнктивной нормаль- 
ной форме р›рз у р;р» а также совершенной конъюнктив- 
ной нормальной форме (р; У рз) (Ро У рз). Над множеством 
переменных (ро, рз, р5} формула Н эквивалентна совершен- 
ной дизъюнктивной нормальной форме 

РэРзр5 У ргрзрѕ У ргрзрѕ У РаРзф 
и совершенной конъюнктивной нормальной форме 
(рз У рз У рз) (ра У рз У Р5) (ра У рз У рѕ) (рг У рз У рз). 


Если в определении элементарной конъюнкции 
(дизъюнкции) заменить пропозициональные форму- 
лы рі на булевы функции ха „ То получится опре- 
деление элементарной конъюнкции (дизъюнкции) 
в классе булевых функций. Аналогичным образом 
можно получить для булевых функций определения 
совершенных дизъюнктивной и конъюнктивной 
нормальных форм. 

Пусть (Хъ Хо, ... х,) — булева функция, отлич- 
ная от тождественного 0. Тогда ее можно пред- 
ставить в совершенной дизьюнктивной нормальной 
форме, которая имеет вид 


с в с 
м Х11 Х22... Хи". 
б = (бі, б, э о,) 
Ло) = 


Здесь дизьюнкция беретса по всем таким наборам 
б = (с1, б,..., С,) значений переменных х}, Хо, ... 
‚ Хә на которых функция /(хі, Хо, ... Ха) равна 1. 
Если булева функция 4(х1, Хо, ... х,) не равна 
тождественно 1, то ее можно представить в совер- 
шенной коньюнктивной нормальной форме, при- 
менив, например, следуюший метод: сначала стро- 
ится совершенная дизьюнктивная нормальная фор- 
ма для функции 4(х1і, Хо, ... Ху, а затем отри- 
цание полученной дизьюнктивной формы преоб- 
разуется с использованием правил де Моргана. 
Пример 7. Импликация х, > х; равна 1 на наборах 
(0, 0), (0, 1) и (1, 1). Позтому совершеннал дизьюнктивная 
нормальная форма для нее имеет вид х9х9 у хох! у х!х! = 
ж ХХ. У ХХ. У хіх. Совершенная дизъюнктивная нормаль- 
ная форма для отрицания импликации такова: х1Х;. Значит, 
хх. = Хх, >Х; ХХ = Ху У х, — совершенная коньюнк- 
тивная нормальная форма функции х; —>х.. 


4.1.1.2. Предикаты. Применяемые в математике 
высказывания обычно представляют собой описа- 
ние свойств каких-либо математических объектов 
или описание отношений (взаимосвязей), существу- 


ющих между этими объектами. Для анализа зако- 
номерностей, присущих таким высказываниям, 
средств алгебры высказываний уже недостаточно. 
Возникает необходимость ввести понятие «выска- 
зывательной функции», или предиката. 

Множество рассматриваемых объектов Г будем 
называть предметной областью (или множеством 
индивидов), а элементы, принадлежащие множеству 
1, — индивидами. 


Пример 8. Т— множество всех действительных чисел 
и всех однозначных, всюду определенных действительных 
функций действительного переменного. 


Знаки (символы) и последовательности знаков, 
которыми обозначают индивиды, называются ин- 
дивидными (или предметными) константами. 

Замечание. Очень часто индивидные кон- 
станты отождествляются с теми индивидами, кото- 
рые ими обозначаются. 


Пример 9. «Числовые» константы: 3; п; — И2; «функ- 
циональные» константы: Іп, сіп, ір. 


Индивидная (или предметная) переменная пред- 
ставляет собой знак, обозначаюший произвольный 
индивид из некоторого непустого подмножества 
множества индивидов; это подмножество называ- 
ется областью изменения данной переменной. 

Пусть а), а›,... а, — индивиды из предметной 
области Г. Рассмотрим какое-либо высказывание 
об этих индивидах и обозначим его через Р (а1, а,,... 
.. @,). Если п=1, то Р(а,) выражает свойство 
индивида а,. Если п > 2, то данное высказывание 
описывает некоторое отношение между индивида- 
МИ ац, аҙ, ... а, (порядок следования индивидов 
существен!). Возьмем предметные переменные х;, 
Ху, ... Х, (с областями изменения 1), 1;, ..., 1, 
соответственно; здесь 1, — подмножество множе- 
ства І, К = 1, 2, ..., п). Выражение Р (хи, хо, ..., х,) 
представляет собой логическую функцию, или пре- 
дикат; при каждом замещении предметных пере- 
менных хі, Хо, ... х, индивидами (из соответ- 
ствующих множеств 1,) оно становится высказы- 
ванием. Символ Р был использован здесь для 
обозначения конкретного, индивидуального преди- 
ката, т. е. в данном случае символ Р является 
предикатной константой (постоянным предикат- 
ным символом). Переменный предикатный символ 
представляет собой знак (или последовательность 
знаков), обозначающий произвольную предикат- 
ную константу из некоторого (подходящего) мно- 
жества предикатных констант. Если Р — перемен- 
ный предикатный символ, то Р(Х,, Хо, ..., Хр) 
называется переменным предикатом (или просто 
предикатом). Предикат, зависящий в точности от п 
различных предметных переменных, называется 
п-местным (или п-арным). Высказывание можно 
толковать как нуль-местный предикат, т. е. как 
предикат, не зависящий от предметных перемен- 
ных. В случае бинарных предикатов вместо записи 
Р (хі, х») часто применяют запись х,Рх›. 


Пример 10. «х есть четное число» — одноместный 
(унарный) предикат; «х есть делитель у» — двуместный (би- 
нарный) предикат. Оба предиката — индивидуальные. 


Пусть Р(х), х›,..., Ха) — предикат, а у; — инди- 
видная константа, или предметная переменная, 
іі, 2, ..., п; тогда выражение Р (у, у», ..., ул) 
называется элементарной формулой. 
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Пример 11. Рассмотрим бинарные индивидуальные 
предикаты хі > Хо, хі | Х; И х; = х;. Символы >, | и = озна- 
чают, как обычно, «больше», «есть делитель» и «равно». 
Выражения х; >3,7|5 и ха = Х,) являются элементарными 
формулами. 


С элементарными формулами можно опериро- 
вать так же, как с пропозициональными перемен- 
ными: к ним применимы все операции алгебры 
высказываний. При помоши логических свазок из 
элементарных формул строятся новые, предикатные 
формулы. Сами элементарные формулы тоже счи- 
таются предикатными. 

Пример 12. 11(715лх»3) и 71(3|9У Т(х=у)— 
предикатные формулы. Их можно «прочитать» следуюшим 
образом: первую — «неверно, что 7 — делитель 5 и х больше 
3», вторую — «3 не делит 9 или х не равно у». 


Использование только элементарных формул 
и операций алгебры высказываний не дает возмож- 
ности преодолеть трудности, возникаюшие, напри- 
мер, при попытке сформулировать на формальном 
логико-математическом языке следуюшую теоре- 
му: «уравнение х + 3 = 8 имеет целочисленное 
решение». В связи с этим в рассмотрение вводятся 
кванторы. Чаще всего ограничиваются только 
квантором общности (обозначение: У; читается: 
«для всех...») и квантором существования (обозна- 
чение: 3; читается: «существует...»). 

Расширим понятие предикатной формулы. Бу- 
дем считать, что предикатные формулы строятся 
из элементарных формул при помощи логических 
связок и кванторов всеобщности и существования. 

Применение кванторов для построения формул 
осуществляется по следующей схеме. 

Пусть Н — предикатная формула и х - предмет- 
ная переменная, которая может и не входить 
в формулу Н. Тогда выражения (УхН) и (ЗхН) 
считаются предикатными формулами (в этом слу- 
чае говорят, что Н. есть область действия соот- 
ветствующего квантора - Ух или Зх). 

Приписывание спереди к предикатной формуле 
какого-либо квантора называется операцией наве- 
шивания квантора (или связывания квантором). 

Конкретное вхождение переменной х в форму- 
лу Н называется связанным, если оно либо непо- 
средственно следует за каким-нибудь квантором, 
либо содержится в области действия некоторого 
квантора Ух или Зх. Если вхождение переменной 
в формулу не является связанным, то оно назы- 
вается свободным. Переменная, входящая в форму- 
лу Н, называется связанной (свободной), если в Н 
имеется связанное (свобрдное) вхождение этой 
переменной. Таким образом, переменная может 
быть одновременно и свободной, и связанной 
(в данной формуле). 

Пример 13. Пусть 2 — множество целых чисел. В пре- 
дикатной формуле (Ух(хе 2 -+2|2х)) л (х > 5) переменная х 
является и связанной (три се вхождения в первый член 
конъюнкции — связанные), и свободной (вхождение х в фор- 
мулу х» 5 — свободное). Областью действия квантора Ух 
является формула хе 2 — 2 |2х. В формуле Зх(хейлх + 3 = 


= 8), представляющей собой истинное высказывание, все три 
вхождения переменной х — связанные. 


Предметные переменные, входящие в предикат- 
ные формулы, можно переименовывать в соот- 
ветствии со следующими правилами. 

Связанное переименование. Пусть х — связанная 
переменная в формуле Н. Произвольное вхождение 


переменной х, непосредственно следующее за 
каким-либо квантором, и все вхождения х, при- 
надлежащие области действия рассматриваемого 
квантора, можно одновременно заменить на любую 
переменную у, не входящую в формулу Н. 

Свободное переименование. Пусть х — свободная 
переменная в формуле Н. Все свободные вхожде- 
ния этой переменной в формуле Н можно одно- 
временно заменить на любую переменную у, не 
входящую в формулу Н. 

Посредством связанного переименования лю- 
бую исходную предикатную формулу можно пре- 
образовать к такой предикатной формуле, которая 
не содержит ни одной предметной переменной, 
являющейся одновременно и связанной, и сво- 
бодной. 


Пример 14. Формулу 3х (х > 1» Ух (х > ул Зх (х! 10))) 
можно преобразовать к следующим формулам: 
Зх, (х > 1— Ух, (ху > ул 3х, (х, | 10))), 
Эх, (х, > 1+ Ух, (х > ул 3х;(х; | 10))), , 
Зх, (ху > 1 Ух (ха > ул Зхз (хз | 10))). 


Ограниченные кванторы. Часто при 
оперировании с кванторами удобно бывает рас- 
сматривать только элементы некоторого заданного 
непустого множества М, т.е. использовагь кон- 
струкции вида: «для всех хє М...» и «существует 
хє М...» (символически их можно записать так: 
«УхЕМ...» и «хе М...»). Эти ограниченные кванторы 
следует интерпретировать только как сокращение 
при записи формул, содержащих обычные средства 
выражения: 

УхеМ (Н (х)) — сокращение для формулы Ух (хЕ 
ЄМ > Н(х), 

Зхе М (Н (х)) - сокращение для формулы Зх(хе 
ЄМ л Н(х)). 


4.1.2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ 


4.1.2.1. Множества, элементы. Под множеством 
понимают объединение в единое целое опреде- 
ленных вполне различаемых предметов (объектов), 
которые при этом называются элементами обра- 
зуемого ими множества. Если а — элемент множе- 
ства М, то это обозначают так: ає М (читают: 
«а принадлежит М» или «а — элемент М»). Для 
обозначения того, что а не является элементом 
множества М, применяют запись: аєМ (или ае М). 
Два множества Аи В равны (обозначение: А = В), 
если они содержат одни и те же элементы, т. е. 


А = В «э Ух (хе Ағ> хе В). 


Множество можно описать, указав свойство, 
присущее только элементам этого множества. 
Множество всех объектов, обладающих свойством 
Н (х), обозначают через {х |Н (х)} или (х: Н(х)}. 

Если в качестве свойства в Н (х) выбрать какое- 
нибудь свойство, которым не обладает ни один 
объект, например свойство х » х, то ни для какого 
объекта а не может выполняться соотношение 
ає{х|Н (х)}, и, следовательно, Уа (ав {х| Н (х))). 
Множество, не содержащее элементов, называется 
пустым, и его обозначают символом 2. 

4.1.2.2. Подмножества. Если все элементы мнд- 
жества А являются также элементами множесгва 
В, то говорят, что А содержится (или включается) 
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в В или чго В содержит (или вклочает) А, 
и обозначают это так: А < В (или В> А). Если 
А < В, то множество А называется подмножеством 
множества В; если к тому же А В, то А назы- 
вают собственным подмножеством множества В 
и применяют запись А с В. Отношения с и с 
между множествами называются соответственно 
включением и собственным включением. Довольно 
часто, когда нет необходимости различать эти 
два вида включений, применяют только обозначе- 
ние <. Запись 4% В (соответственно А $ В) означает, 
что множество А не является подмножеством 
(соответственно собственным подмножеством) 
множества В. 

Для множеств А, В и С справедливы следующие 
соотношения: 

Ас А, АСА, 


А-СВлЛВеС-А<С, АсВлВсе С» Ас С. 


Между включением и равенством множеств 
существует связь, отраженная в следующем соот- 
ношении: 

А-ВеАСВАВСА. 


Из этого выражения вытекает часто используемый 
метод доказательства равенства двух множеств: 
чтобы доказать равенство множеств А и В, доста- 
точно обосновать оба включения А < В и Вс А. 


4.1.3. ОПЕРАЦИИ 
НАД МНОЖЕСТВАМИ 

4.1.3.1. Объединение и пересечение множеств. 
Объединение А|) В множеств А и В представляет 
собой множество, состоящее из злементов, при- 
надлежащих хотя бы одному из множеств А и В. 
Пересечение А () В множеств А и В есть множество, 
которое состоит из элементов, принадлежаших 
каждому из множеств А и В. Множества А и В, 
имеющие пустое пересечение, т. е. А В В = (2), на- 
зываются непересекающимися (или дизьюнктными). 

Для множеств А, В и С справедливы следую- 
щие соотношения: 

А|ЈА = АЙА + А, А()В-В()А, 
А()УВ=В()А, (А(ВЦІС-А()(В()О), 
(4(1В9(1С -4(1(В8(10), 

А()(В(ЦО) -(4()В)(1(4()О0), 
А(|(В|()С) = (АВ) (АО), 
АХАД В) = А, А((44)В)-А, 

А = А (19 = 2, 
АГВсА«“А()В, _ АСВОА|ЈВ=8В, 
АтВ-А(18-4, А<В->4А()|СеВ()С, 
АсВ-А(1СсВ(1С, 
АССАВЕС—А|ЈВЕС, 
АСВААСС—АСВ()С. 


, 


4.1.3.2. Разность, симметрическая разность, до- 
полнение множеств. Разность А\В множеств А и В 
(порядок множеств сушествен!) есть множество, 
состоящее из таких элементов множества А, кото- 
рые не принадлежат множеству В. Симметрическая 
разность ААВ множеств А и В представляет 
собой множество, состоящее из элементов, при- 
надлежаших в точности одному из множеств А 
и В, т.е. АЛВ = (А\В) | |(В)4). 


Если АС Е, то дополнение СЕА множества А 
относительно Е определяется так: 


СЕА = КА. 


Для множеств А, В и С справедливы следующие 
соотношения: 
АВ СА, 44-02, А(АВ)-А(ДВ, 
АЛВ-ВАА, ААВ-(А |) вха (1 В), 
А(В () С) = (ААВ) (А О), 
А(В (С) = (4\8) (4\0), 
(А(ЈВУС = (А\С) (вс) 
(АП ВАС = (4с) (810) 
А\(В\С) = (А\В) |] (А (с), (АВС = А(В(Ј С), 
(ААВАС-АА(ВАС), 
А) (ВАС) = (А()В)А(А | С, 
А= В+ АВ = (7, АПВ = 2 6 А\В = А. 
Если А и В — подмножества множества Е, то 
А|)СЕА = Е, АЦСЕА + 0, СЕЕ = 0, 
СЕ) = Е, СЕСЕА = А, 
СЕ(А| | В) = СЕА (| СЕВ, 
СЕ(А()В) = Сва |} СЕВ, Ас Ве» СЕВ = СЕА. 
4.1.3.3. Диаграммы Эйлера — Венна. Для поясне- 
ния некоторых свойств операций над множествами 
и различных соотношений между множествами 
можно использовать диаграммы Эйлера — Венна, 
на которых множества, подлежащие рассмотрению, 


изображаются в виде совокупностей точек на 
плоскости (рис. 4.1-- 4.7). Рис. 4.1 иллюстрирует 
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соотношение Вс А, на рис. 4.2—4.6 заштрихован- 
ные области изображают соответственно обљеди- 
нение А|)В, пересечение А (в, разность АВ, 
симметрическую разность А А В и дополнение СЕА. 
Заштрихованная на рис. 4.7 область соответствует 
множеству А (\(В( | С). Этот рисунок может слу- 
жить иллюстрацией к обоснованию равенства 
А(\(В(] С) = (А()В) | (а С. 

4.1.3.4. Декартово произведение множеств. Упо- 
рядоченной парой (а, 5) двух элементов а, В назы- 
вается множество (7а), (а, БУ). Для любых элемен- 
тов а, Б, с, 4 справедливо соотношение 


(а, Б) = (с, 4) >»а=<слђ=а. 


Если а = 6, то (а, а) (а), {а}}. В случае, когда 
элементы а и Б разные, (а, Б) # (Б, а). Упорядочен- 
ный набор п элементов (41, ..., аһ) определяется 
по индукции: 
при п =2 (а, ..., ад) есть (а), 45); 
прип > 2 (а1,..., а,-1, а,) есть ((а1,..., а,-1), а,). 
Справедливо соотношение 
., а) = (Би, .. 


Декартово произведение А х В двух множеств А 
и В есть множество всех упорядоченных пар (а, Б), 
где ав А и БЕВ, т. е. 


Ах В = а, Б) |аєА лђев). 


Для множеств А, В, С, р выполняются следу- 
ющие соотношения: 


(АЈ В) хС = (Ах С) |) (Вх О), 

(48) хс = (Ах С) (В х С), 

А х (ВЈ С) = (А х В) ( Ј(А х С), 

Ах (ВПС) = (4 х В) [\ (Ах С), 
ах ВС х рус(А()С)х(81) 2), 
(Ах ВРС х в) = («По х (в 0), 

АхВ- (26А = (2 у В = 0, 

АЕ С^ В<=р- АхВє С хр. 


(ат, . ЯГ Ь,) 6а = Б, ^.. 


Декартово произведение множеств некоммута- 
тивно. 


Декартово произведение А; х... х А, и мно- 


п 
жеств (сокращенно записывается в виде х А) есть 


:=1 


множество 
(а, .. 


Если А, =... = А, = А, То вместо х А; употребла- 


:=1 


„ 2) |а, ЕА Л... лаје Ла). 


ют запись А" и получаюшееся декартово произве- 
дение называют п-й декартовой степенью множе- 
ства А. 

4.1.3.5. Обобщенные объединение и пересечение. 
Пусть К — некоторое множество, которое назовем 
множеством индексов, и пусть для всякого КЕК 
А, есть подмножество множества А. Тогда мно- 
жество (А,|КеК) называется семейством под- 
множеств множества А. Объединение семейства 
подмножеств { А4, | кє К) есть множество {х | ЗК (Ке 
ЕК лхєА,)}; его обозначают так: |) А, (или 

Кек 

|) Ах). Пересечение семейства подмножеств вводят 
К 
только для непустых семейств. Если К ~ (2, то 
пересечение семейства подмножеств (А | кє К) есть 
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множество {х | УК (КЕК > хе АҚ), такое пересечение 
обозначается через 8 А, (или (| 44. Если семей- 
кек К 

ство подмножеств обозначают одной буквом, на- 
пример М, то обьединение (пересечение) всех под- 
множеств этого семейства записывают в виде |) М 
(соответственно ( М). 

Для семейств подмножеств М, №, которые при 
рассмотрении пересечения предполагаются непус- 
тыми, справедливы следующие соотношения: 


(ХАМ(/м)-() М)(/() М), 
(МОЈА) = (м) (0), 


мем-()мМме()мул(Г М)< (м. 


Выпишем еше несколько соотношений, исполь- 
зуя первоначальные обозначения для обьединения 
и пересечения семейств подмножеств. Пусть 
14,1|кКєК), (В,|јеЈ) — семейства подмножеств и 
С - множество. Тогда справедливы равенства: 


СП (| 4-1) (СПА), 


Кек Кек 
С) Па (1 (СА, 
кек Кек 
9 А) ©) В; = |) (А; (В), 
Кек јеј (к, ЄК х / 
В 4) 8 В) = (1 (А.()В); 
Кек јеј (Ккђек х Ј 


эти равенства останутся верными, если всюду в них 
заменить знаки (\ и |) на х. Далее, справедливы 


соотношения: 

С) Аг = (1 (Сү, СОП 4» |) (СХА, 
Кек Кек Кек Кек 
(| АДС = (/ (4АДО), П 44С- (7 (440) 
кек кек кек Кек 


в частности, так как А, < А для всех КЕК, то 
СА( |) А,) = 8 (Сал), 


Кек Кек 
СА(() Ад» |) (СДА). 
Кек Кек 


4.1.4. ОТНОШЕНИЯ И ОТОБРАЖЕНИЯ 


4.1.4.1. Отношения. п-местным (п-мерным) от- 
ношением К на непустом множестве А называется 
подмножество множества А", т.е. Кс А". Если К 
есть п-местное отношение на Аи (44, ..., а,) ЄК, 
то говорят, что отношение К выполняется для 
элементов а}, ..., а, и пишут: Кај...а,; если же 
(а, ... 4.) В, то говорят, что отношение К не 
выполняется для элементов а;, ... а, В случае 
двухместного (бинарного) отношения К вместо 
Каја, употребляют запись а Ка». 

Для каждого непустого множества А легко 
указать два тривиальных п-местных отношения: 

а) полное, или универсальное, отношение у, 
которое выполняется для любых п элементов 
множества А; 

6) пустое, или нулевое, отношение л, которое 
не выполняется ни для каких п элементов мно- 
жества А. 

Очевидно, что у = 4А" и у = (2. 

Если К есть п-местное отношение на Аи В- 
непустое подмножество множества А, то ограниче- 
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ние К на В (обозначается К|В) есть множество 
К () В" и, следовательно, является п-местным отно- 
шением на В. 

Для отношений естественным образом можно 
ввести все те операции, которые были определены 
для множеств. Например, если К и 5 — п-местные 
отношения на А, то обљединение К | ) 8 и пересече- 
ние К А 5 этих отношений также являются п-мест- 
ными отношениями (иногда обьединение отноше- 
ний называют суммой, а пересечение -- абсолютным 
произведением). Если К есть п-местное отношение 
на А, то его дополнение, рассматриваемое на 
множестве А", часто называют отрицанием отно- 
шения К и обозначают через Ё. 

Для бинарных отношений, играюших 
важную роль в математике, введен целый ряд 
специальных понятий. Остановимся на некоторых 
ИЗ НИХ. : 

Произведением К-5 (относительным произведе- 
нием) двух бинарных отношений К и 5, заданных 
на множестве А, называется множество ((х, у) |22(2є 
е Аул (х, 2) Е Кл (2, е). 

Обратным (инверсным, дуальным) отношением 
к отношению К, заданному на множестве А, назы- 
вается отношение К”!, определяемое следующим 
образом: 

К! = {(х, У) |(у, ӘеК). 


Если К, 5 и Т— бинарные отношения на А, то 
выполняются следующие равенства: 


(К-5)-Т-К-(5-Т), (К()5-Т-(К.Т)|)(5-Т), 
(Е(15)-Т- (К-1)()(5-1), (8-5)/:1-45:1-К71, 
(К|)5):1-К7! ()5:1, (к (59): = К: (187% 
Пусть К — бинарное отношение на А. Тогда 
множество {х | Зу ((х, ује К)) называется прообразом 
отношения К, а множество {у|3Эх((х, )еК)| – 
образом отношения К. 
Ниже дается перечень важных свойств бинарных 


отношений (здесь всюду К — бинарное отношение 
на множестве А). 


Свойство 


Характеризующее условие 


Рефлексивность Уа (аКа) 


Ма "1 (аКа) 






Антирефлексивность 
~ (или иррефлексивность) 


Маубус (аКЬ л ЬКс -» аКс) 
УаЧЬ (аКЬ — Ка) 

УаУЬ (акђ л БКа->а = Б) 
Мач (акђ — 71 БКа) 

УаУЬ (акђ у БКа) 
мамђ(акђ у ЬКауа = Б) 
УаүБУс (аКс л ЬКс > аКЬ) 


ЧауЬ(акЬ у ЬКауа = Б) ^ 
л 1 акъл ЬКа) у (акђ л 
ла = Б) ~ (БКа ла = Ь)) 


`Транзитивность 
Симметричность 
Антисимметричность 
Асимметричность 
Линейность 
Связность 
Равенство третьему 


Трихотомия 


4.1.4.2. Отношенне эквивалентностн. Бинарное 
отношение называется отношением эквивалент- 
ности, если оно рефлексивно, симметрично и 
транзитивно. Если К — отношение эквивалентности, 
то вместо аКЬ пишут а~р В (читается: а эквива- 
лентно Б относительно К). Если на А задано отноше- 


ние эквивалентности К, то элементы множества А 
можно разбить на попарно не пересекающиеся 
классы эквивалентных друг другу относительно К 
элементов. Эти классы называются классами экви- 
валентности, а произвольный элемент класса 
называется его представителем. Если а — какой- 
либо представитель некоторого класса эквивалент- 
ности, то этот класс обозначают (а |р. Множество 
всех классов эквивалентности множества А отно- 
сительно К называется фактор-множеством мно- 
жества А относительно К и обозначается А/К. 

Пересечение отношений эквивалентности, задан- 
ных на множестве А, также является отношением 
эквивалентности на А. 

4.1.4.3. Отношение порядка. Бинарное отноше- 
ние называется отношением нестрогого (строгого) 
квазипорядка, если оно рефлексивно (соответственно 
антирефлексивно) и транзитивно. Вместо термина 
квазипорядок часто используют другие термины: 
предпорядок, квазиупорядоченность, предупорядоче- 
ние. Квазипорадок К на множестве А называется 
направленным (или правонаправленным), если для 
любых двух элементов а, Бє А найдется элемент 
се А, удовлетворяюший условию аКс л БКс; квази- 
порядок К на А называется обратно направлен- 
ным (или левонаправленным), если для всяких двух 
элементов а, Бє А существует элемент се А, для 
которого справедлива коньюнкция сКа л сКЬ. 

Каждый нестрогий квазипорядок К на мно- 
жестве А индуцирует отношение эквивалентности 
5 на А: 


афЬ «+ аЬ л БКа 


(здесь а, Бе А). 

Нестрогий (строгий) квазипорядок называется 
нестрогим (соответственно строгим) частичным 
порадком, если он является антисимметричным 
(соответственно асимметричным) отношением. 
Вместо термина частичный порядок используют 
также термины полуупорядоченность, частичная 
упорядоченность, частичное упорядочение (а 
иногда просто порядок, упорядочение). 

Если К — нестрогий квазипорядок на Аи 5 — 
отношение эквивалентности на А, индуцирован- 
ное этим квазипорадком, то бинарное отношение 
К“ на фактор-множестве 4/5, определяемое соот- 
ношением 

Га 5 К* [Ь]5 => аКЬ, 


является нестрогим частичным порядком на А/5. 

Если К — нестрогий (строгий) частичный 
порядок, то вместо аКЬ пишут а<р Ь или а<Ь 
(соответственно а <р В или а < Б) и говорят: «5 
больше (соответственно строго больше) а» или «а 
меньше (соответственно строго меньше) Б». Если 
К — нестрогий частичный порядок на А, то соот- 
ношение 


а<Бе-а<рьлажь (4.1) 


(а, Бє А) задает на А строгий частичный порядок. 
С другой стороны, если К — строгий частичный 
порядок на А, то формула \ 


(4.2) 


(а, Бе А) определяет на А нестрогий частичный 
порядок. 

Частичный порядок на конечном множестве 
иногда удобно бывает изображать в виде специаль- 


асђеа<срђуа=ђ 


384 


МНОЖЕСТВА, ОТНОШЕНИЯ, ОТОБРАЖЕНИЯ 





ных диаграмм, которые называются диаграм- 
мами Хассе. Если К — частичный порядок на А, то 
построение диаграммы Хассе для отношения К осу- 
ществляется следующим образом: элементы мно- 
жества А изображаются точками плоскости, и затем 
две произвольные различные точки а и ђ соединяют- 
ся отрезком прямой или дугой, если акђ и 
713х(хужалхжБл аКхл хВЬ). Для того чтобы 
различать случаи аКЬ и БКа друг от друга, при 
выполнении соотношения аКЬ на отрезке прямой 
или дуге, соединяющей точки а и В, рисуют 
стрелку, направленную от а к Ё (или просто изо- 
бражают точку 5 выше точки а или справа от нее). 


Пример 15. Пусть А = {а1, аҙ, аз, ад, аз} и К = 
= (а, а), (аз, аз), (аз, аз), (а, аа), (а, аз), (41, чз), (а), аз), (8), аа), 
(а1. аз), (аҙ. аз), (аз, аз}. Тогда В — нестрогий частичный по- 
рядок на А. Диаграмма 
Хассе для Е изображена 
на рис. 4.8 («большие» 
элементы нарисованы 


“0; справа от «меньших»). 


Если на множестве 
А задан частичный 
порядок К, то оно 
называется частично 
упорядоченным. Эле- 
мент ае А называется 
непосредственно предшествующим элементу БЕЛА 
(и элемент Ы называется непосредственно следую- 
щим за элементом а), если аКЬ л 713х(хжалхж 
Еђ лаКхл хКЬ). Два элемента а и Ь множества 
А, частично упорядоченного отношением К, на- 
зываются сравнимими, если аКЬ у БКа; в против- 
ном случае они называются несравнимыми. 

Пусть множество А частично упорядочено от- 
ношением К. Элемент ає А называется мини- 
мальным (максимальным) элементом множества А, 
если в А не существует элемента х, отличного от а 
и удовлетворяющего условию хКа (соответственно 
аКх). 

Пусть В — подмножество множества А, частич- 
но упорядоченного отношением К. Верхней гранью 
или мажорантой (соответственно нижней гранью 
или минорантой) подмножества В в множестве А 
называется всякий элемент хє А, удовлетворяю- 
щий условию Уу(уЕВ — (уКх у у = х)) (соответст- 
венно Уу(уе В > (хКу у у = х))). Если у множества В 
сушествует хотя бы одна мажоранта (миноранта) 
в А, то В называется ограниченным сверху (снизу) 
в А. Если само множество А обладает мажорантой 
(минорантой), то она единственна и называется 
наибольшим (наименьшим) элементом множества А. 
Наименьшая верхняя грань подмножества В, если 
она существует, называется точной верхней 
гранью подмножества В и обозначается вир В (чита- 
ется: супремум В). Аналогично наибольшая ниж- 
няя грань подмножества В, если она существует, 
называется точной нижней гранью подмножества 
В и обозначается ШЁВ (читается: инфимум В). 

Элемент частично упорядоченного множества, 
не имеющий непосредственно предшествующих 
элементов, называется предельным. 

Множество А, частично упорядоченное отноше- 
нием К, называется линейно (совершенно, просто) 
упорядоченным (или цепью), если в нем сравнимы два 
любых различных элемента. Отношение К называ- 
ется тогда линейным (совершенным) порядком. 


Рис. 4.8 


Линейно упорядоченное множество А назы- 
вается вполне упорядоченным, если каждое непу- 
стое его подмножество имеет минимальный эле- 
мент. Упорядочение множества А называется при 
этом полным. 

Частичный порядок К на множестве А называет- 
ся индуктивным или правоиндуктивным (соответ- 
ственно левоиндуктивным), если относительно К 
всякая цепь множества А обладает точной верхней 
(соответственно нижней) гранью. 


Пример 16. 1) Всякое отношение эквивалентности 
является нестрогим квазипорядком. 2) Пусть М - се- 
мейство подмножеств (некоторого множества) и Кс - от- 
ношение включения на М, т. е. 


Вс = (А), А) | АЈ ЕМА А ЕМЛА, С А3). 


Отношение Кс является нестрогим частичным порядком. 
3) Собственное включение К па семействе подмножеств 
М есть строгий частичный порядок. 4) Обычное отношение 
< является линейным (нестрогим) порядком в множестве 2. 
целых чисел и полным упорядочением в множестве М нату- 
ральных чисел. 


Слабый принцип максимальности Цорна. Если 
К — индуктивное упорядочение на множестве А, 
то в А существует максимальный относительно К 
элемент. 

Сильный принцип максимальности Цорна. Если 
К — частичный порядок на множестве А и любая 
вполне упорядоченная (относительно К) цепь в А 
имеет верхнюю грань, то в А существует макси- 
мальный (относительно К) элемент. 

Оба эти принципа эквивалентны друг другу, а 
также следующим двум принципам. 

Принципы максимальных. цепей (Хаусдорф — 
Биркгоф). 

1) В каждом частично упорядоченном множестве 
существует цепь, максимальная относительно гео- 
ретико-множественного включения с. 

2) Всякая цепь частично упорядоченного мно- 
жества содержится в некоторой максимальной (от- 
носительно включения <) цепи этого множества. 

4.1.4.4. Отображения. Отображением множества 
А во множество В (функцией на А со значениями 
в В) называется правило, по которому каждому 
элементу множества А Фопоставляется один или 
несколько элементов множества В. Для обозначения 
отображения ф множества А в множество В исполь- 
зуют запись Фф: А - В. Если хЄА, то множество 
всех элементов из В, сопоставляемых при отображе- 
нии Ф элементу х, обозначается через ф(х) и 
называется образом элемента х. Образом под- 
множества Ај множества А при отображении ф 
(обозначение: ф(А,)) называется объединение об- 
разов всех элементов х из А,. Образ всего мно- 
жества А, т. е. Ф(4), называется областью значе- 
ний отображения ф. Если уеВ, то его полным 
прообразом при отображении Фф (обозначение: 
Ф 1 (у)) называется множество всех элементов 
из А, которым при отображении ф сопоставляется 
элемент у. Всякий элемент из ф !(у) называется 
прообразом элемента у при отображении ф. Если 
при отображении Фф: А — В каждому элементу из А 
сопоставляется в точности один элемент из В, то 
отображение (функция) ф называется однозначным. 
Отображение, не являющееся однозначным, на- 
зывается многозначным. Если Фф: А э В — одно- 
значное отображение, то отображение ф !: В- А, 
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сопоставляюшее каждому элементу уеВ его про- 

образ ф“ ! (у), называется обратным (для отображе-_ 
ния Фф). Отображение Ф”! является, вообще говора, 

частичным, Т.е. не для всякого элемента из В 

его образ при ф“ ! есть непустое множество. Кроме 

того, отображение Ф”! может быть и многознач- 

НЫМ. 

Отображение ф: А-В можно толковать как 
отношение между множествами А и В, т.е. 
отождествлять его с некоторым подмножеством М 
декартова произведения Ах В, называемым 
графиком отображения ф и определяемым сле- 
дующим образом: 


М = (х, у)іхеАлуеВл ф(х) = у}. 


Однозначное отображение Фф: А > В называет- 
ся: 

сюрьективным 
(отображение «на»); 

иньективным (инъекцией), если образы различных 
элементов различны (отображение «в»). 

биективным (биекцией, взаимно однозначным), 
если оно сюръективно и инъективно. 

Пусть Фу: А—В и %;: В э С — два однознач- 
ных отображения. Тогда (однозначное) отображе- 
ние Фф: А э С, сопоставляющее произвольному 
элементу хе А элемент Ф; (Ф; (х))Е С, называется 
суперпозицией (произведением, композицией) отобра- 
жений ф, и ф, и обозначается Ф;2фі. 

Через 144 обозначается тождественное отобра- 
жение множества А на него же, т.е. такое (одно- 
значное) отображение, которое каждому элементу 
из А сопоставляет этот же элемент. 

Однозначное отображение ф: А-» В является 
биекцией тогда и только тогда, когда существует 
(однозначное) отображение: В -> А, удовлетворяю- 
щее условиям оф = іад и Фоу = р. 

Однозначное отображение Фф: А э В является 
инъекцией тогда и только тогда, когда существует 
(однозначное) отображение у: ф (А) — А, удовлетво- 
ряюшее условию фоф = 144. 

Однозначное отображение Ф: А-В является 
сюръекцией тогда и только тогда, когда существует 
(однозначное) отображение у: В— А, удовлетво- 
ряющее условию фоу = ір. 

4.1.4.5. Последовательности и семейства мно- 
жеств. Конечные и бесконечные последователь- 
ности можно толковать как функции (отображения): 
конечная последовательность, состоящая из т 
элементов, — последовательность ац, ао, ..., а — 
есть функция Ф: (1, 2, ..., т} — (а), аҙ, ..., а,) та- 
кая, что Ф(І)-а, (1-1, 2, ..., т); бесконечная 
последовательность ац, йл, ..., а, ... есть функция 
ф: Ма, аҙ, ..., а, ...} такая, что Ф(!) = а; при 
всяком іє М (здесь М — множество натуральных 
чисел). 

Семейство множеств можно ввести с помощью 
понятия функции. Пусть Ј — множество индексов. 
Тогда функция Ф: Ј— М, значениями которой 
являются множества, есть семейство множеств. 
Если Ф — семейство множеств и для каждого 
јєЈ имеем Ф (/) = А, то это семейство множеств 
обозначают часто так: (А); /. 

Пусть (4);єј — семейство множеств. Функция 
Фф: Ј — (ЈА; такая, что Уј (ЕЛ (Йе4)), назы- 

Ј 
вается функцией выбора для семейства (А дує у. 


(сюръекцией), если 


Ф(4) = В 
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Множество всех функций выбора для семейства 
множеств (4))е ј есть декартово произведение се- 
мейства (А) ел: 


7 А; = (ф | ф - функция выбора для (А))с/). 
је 


Ясно, что если А; = 2 при некотором јеј, то 
Х А, =. Обращением этого высказывания яв- 
јеј 
ляется следуюший 

Принцип выбора. Для каждого непустого се- 
мейства непустых множеств сушествует функция 
выбора. 

Этот принцип эквивалентен принципу макси- 
мальности Цорна. 

4.1.4.6. Операцин и алгебры. п-местная (п-арная) 
операция о на множестве М (при и > 1) есть одно- 
значная функция из М" в М; при этом, вообше 
говора, не предполагается, что функция о опре- 
делена для всякого элемента множества М". 
Если операция о не всюду определена на М", то 
она называется п-местной частичной операцией. 
Под нуль-местной операцией на М понимают 
выделение элемента из М. Если а,, ..., а, — эле- 
менты из М, то результат применения операции о 
к этим элементам, т. е. о (а, ..., ад), часто запи- 
сывают в следующем виде: фа!...а,„; при п=>2 
применяют также запись аа». 


Пример !7. 1) Сложение действительных чисел есть двух- 
местная операция в множестве В действительных чисел. 
2) Деление действительных чисел — двухместная частичная 
операция в В. 3) Выделение какого-либо элемента из Ё (на- 
пример, 1) есть нуль-местная операция в В. 

Универсальной алгеброй (или, короче, алгеброй) 
называется пара «М; Оу, где М — некоторое не- 
пустое множество элементов и 0) - некоторое 
непустое множество операций, определенных на 
множестве М. Множество М называется носителем 
или основным множеством алгебры. Если некото- 
рые из операций, входящих в множество ©, яв- 
ляются частичными, то алгебра называется 
частичной. Очень часто вместо «алгебра «М; О» 
говорят просто «алгебра М». 

Полугруппой называется алгебра «М; Т> с 
одной бинарной операцией Т, удовлетворяющей 
ассоциативному закону: каковы бы ни были элемен- 
ты а, 5, с из М, 


(ТБ) Те = ат (То) 


Операция |, удовлетворяющая ассоциативному 
закону, называется ассоциативной. Группой называ- 
етси полугруппа, удовлетворяюшая следуюшим 
условиям: 

а) в М есть такой элемент е (левая единица), 
что для каждого элемента ае М выполняется ра- 
венство еТа = а; 

0) для каждого элемента ає М существует 
такой элемент 5 (называемый левым обратным 
для а), что БТа = е. 

Группа < М; Т> называется абелевой, если опе- 
рация | коммутативна, т. е. для любых а и Б из 
М выполняется равенство а ТЬ = БТа. 

Кольцом называется алгебра < М; Т, | > с двумя 
бинарными операциями Т и |, удовлетворяющими 
следующим условиям: 

а) относительно операции Т множество М об- 
разует абелеву группу; 
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6) справедливы дистрибутивные законы: 
а! (бТс) =(а 1 Б)Т(а | с), 
(Тот а-(51а)Т(с4 а) 


для любых элементов а, В, с из М. 

Операцию Т часто называют сложением, а | — 
умножением. Нулевым элементом (нулем) кольца 
называется такой элемент а, что а| 6 = Би Та = Б 
для всякого Бе М. Нулевой элемент в кольце 
единствен. 

Кольцо называется ассоциативным, если опера- 
ция | ассоциативна. Если операция 1 коммутатив- 
на, то кольцо называется коммутативным. 

Если в кольце все отличные от нуля элементы 
образуют группу относительно операции |, то 
кольцо называется телом. Если операция | к 
тому же коммутативна, то тело называется полем. 


4.1.5. МОЩНОСТЬ МНОЖЕСТВ 


4.1.5.1. Равномощность. Два множества А и В 
называются равномощными (обозначение: А ~ В), 
если существует биекция Ф: А-В. Отношение 
равномощности, рассматриваемое на любой 
заданной совокупности множеств, рефлексивно, 
симметрично и транзитивно, т. е. является отно- 
шением эквивалентности. 

Множество А называется конечным, если су- 
ществует такое натуральное число п, что 
А ~ (К|кеМм им К Сп), где М- множество нату- 
ральных чисел; при этом говорят, что множество 
А имеет п элементов. 

Множество, не являющееся конечным, называ- 
ется бесконечным. 


4.2. ВЕКТОРНОЕ 


4.2.1. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 


4.2.1.1. Основные понятия. Величины, значения 
которых могут быть выражены действительными 
числами, называются скалярами (например, масса, 
заряд, температура, работа и т. п.). Величины же, 
значения которых определяются как числовым зна- 
чением, так и направлением в пространстве, назы- 
ваются векторами (например, скорость, ускорение, 
сила, напряженность электрического и магнитного 
полей и т. д.). 

Геометрический вектор — это направленный 
отрезок в пространстве (обозначается: Р,Рљ; а, В, 
с,...; а, Б, с, ... ; здесь Р, — начальная точка, Р, — 
конечная точка, рис. 4.9). Длина вектора а называет- 
ся его модулем и обозначается |а|. Единичные 
векторы — это векторы, длина которых равна еди- 
нице. Единичный вектор, имеющий то же направ- 
ление, что и вектор а, обозначают ао. Нулевой 
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Рис. 49 Рис 4.10 


Каждое непустое подмножество конечного мно- 
жества конечно. Множество всех подмножеств 
конечного множества конечно. 

Каждое множество, содержашее бесконечное 
подмножество, бесконечно. Множество всех под- 
множеств бесконечного множества бесконечно. 


Множество М натуральных чисел бесконечно; следова- 
тельно, бесконечны множества 27. (множество целых чисел), 
0 (множество рациональных чисел), К (множество действи- 
тельных чисел), С (множество комплексных чисел). 


Каждое бесконечное множество имеет собст- 
венное подмножество, которому оно равномошно, 
и наоборот, если множество равномошио свое- 
му собственному подмножеству, то оно беско- 
нечно. 

Никакое множество не является равномощным 
множеству всех своих подмножеств. 

4.1.5.2. Счетные и несчетные множества. Мно- 
жество А называется не более чем счетным, если оно 
конечно или равномошно множеству М. Множест- 
во А называется счетным, если А ~ М. Иногда 
счетные множества называют счетно бесконеч- 
ными. 

Бесконечное множество, не являюшееся счет- 
ным, называют несчетным. 

Каждое несчетное множество бесконечно; каждое 
бесконечное множество содержит счетное подмно- 
жество. Каждое бесконечное подмножество счет- 
ного множества счетно. Обьединение и непустое 
пересечение счетной совокупности счетных мно- 
жеств -- счетные множества. 


Множества 7 и О- счетные. 
Множества В и С- несчетные. 


ИСЧИСЛЕНИЕ 


вектор 0 — это вектор, начало и конец которого 
совпадают; его модуль равен нулю, направление 
неопределенное. Два вектора считаются равными, 
если равны их модули и совпадают их направле- 
ния (см. рис. 4.9). Векторы, которые получаются 
из данного вектора а путем параллельного пере- 
носа (все такие векторы равны а), называют свобод- 
ными векторами, порождаемыми вектором а. Век- 
торы, которые получаются из а путем парал- 
лельного переноса вдоль а (и лежат на одной 
прямой), называются скользяшими векторами, 
порождаемыми вектором а (рис. 4.10). Если вектор 
нельзя переносить по физическим причинам 
(постоянная точка приложения), то говорят о свя- 
занном векторе. 

4.2.1.2. Умножение на скаляр и сложение. Если 
а — действительное число и а — вектор, то про- 
изведение 4-а также есть вектор с длиной |а|ја| 
и направлением, совпадающим с направлением 
вектора а при а > 0, и с направлением, противопо- 
ложным направлению вектора а при а < 0. В 
частности, -а имеет длину, равную а, но противо- 
положное направление (рис. 4.11). Векторы ао и а 
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Рис. 4.11 
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Рис. 4.12 
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коллинеарны, причем а = | а | ао. При с = 0 считается, 
что 0-а-0. 

Сумма а +0 двух векторов а, ћ определяется 
следуюшим образом: а и ћ складываются при 
помоши параллельного переноса, как показано 
на рис. 4.12; вектора + В есть вектор, который имеет 
начало, совпадаюшее с началом а, и конец, совпа- 
дающий с концом б (правило треугольника). Вообще 
сумма а +0 +... + е нескольких векторов а, В, ... 
..., е определяется как вектор Г, который замыкает 
ломаную, составленную из а, В, ..., е (рис. 4.13). 


С 
В 0 


А Е 


Рис. 4.13 





Разность а —ђ векторов а, ћ рассматривается 
как сумма векторов а и —ћ (рис. 4.14). 
Правила действий с векторами. 


а+ђ=ђ+а а + (6 + с) = а + Б) + с, 
о (Ва) = (аВ)а, (а + В)а = са + Ва, 
«(а +) = са + о, | са| = | о |: |а|, 
Па|- ВИ сја+ђ| < Ца| + | |. 


Под линейной комбинацией векторов а, В,..., 4 
с действительными коэффициентами а, В, ..., 6 по- 
нимают вектор, имеющий вид 


е = оа + № +... + 69. (4.3) 


Два вектора а, һ называются коллинеарными, если 
имеются такие действительные числа о, В, что 
са + В = 0, причем о, В не равны одновременно 
нулю (геометрический смысл: прямые, прохода- 
шие в направлениях а и В, параллельны). Три 
вектора а, №, с называются компланарными, если 
существуют такие действительные числа а, В, у, что 
ха + ВВ + с =0 и а, В, у не являются одновре- 
менно нулями (геометрический смысл: а, В, с 
параллельны одной плоскости). Если а, Ь не кол- 
линеарны или а, В, с не компланарны, то их назы- 
вают линейно независимыми на плоскости или в 
пространстве. Два ненулевых вектора а, В орто- 
гональны (обозначение: а 1 Б), если они взаимно 
перпендикулярны. Такие векторы всегда линейно 
независимы. Три попарно ортогональных ненуле- 
вых вектора а, б, с также образуют тройку линейно 
независимых векторов. 

Координаты вектора. Если заданы три 
линейно независимых вектора е;, еҙ, ез, ТО каж- 
дый вектор а можно однозначно представить в 
виде (рис. 4.15) 


а = а!е, + ае, + а?ез. (4.4) 


Величины а“) называются аффинными (или 
контравариантными) координатами а относительно 
еі,е;,еҙ. Это кратко записывается так: а = (а!, а?, аз). 
Равные векторы, 7. е. векторы, совпадаюшие при 
параллельном переносе, обладают одинаковыми 


5) Поставленные вверху индексы не надо путать с показа- 
телем степени 


13% 


аффинными координатами. Если а = (а!, 42, азуђ = 
= (Ь!, 52, 57), то справедливы следующие соот- 
ношения: 


оа = (ча!, са“, ва?), 
а + ђ = (а! + Б:, а? + 52, а? + ЬЗ). 


Векторы е;, е;, еҙ на рис. 4.15 образуют пра- 
вую систему координат, потому что они имеют 
такую же ориентацию, как соответственно большой, 





Рис. 4.15 


указательный и средний пальцы правой руки; в 
противном случае говорят о левой системе коор- 
динат. 

Если, в частности, в качестве е), ез, еҙ выби- 
рают правую систему из трех единичных век- 
торов і, |, К, попарно перпендикулярных друг 
другу (рис. 4.16), то 


а= аі + а) +а,К; (4.5) 
а» а, а. называются прямоугольными декарто- 
выми координатами вектора а. 

Если заданы два линейно независимых век- 


тора е;, еэ, лежащие в одной плоскости, то каждый 


я 7 


вектор а, лежащий в 
зтой плоскости, можно 





Рис. 4.16 Рис. 4.17 


однозначно представить в виде а =а!е, + аге, 
(рис. 4.17). 

Координаты точки. 
связь между координатами 
натами точки. Если пере- 
нести, как на рис. 4.18, в по- 
стоянную точку О (начало ко- 
ординат) три единичных век- 
тора і, ј, К, попарно пер- 
пендикулярных друг другу, 
то получится прямоугольная 
декартова система коорди- 
нат. Каждой точке М од- 
нозначно соответствует век- 
тор г = ОМ, который назы- 
вается радиус-вектором точки М. Декартовы ко- 
ординаты вектора ОМ, отнесенные к і, |, К, назы- 
ваются декартовыми координатами точки М. Опре- 
деленные таким образом координаты соответст- 
вуют декартовым координатам, введенным в 2.6.5. 


Поясним теперь 
вектора и коорди- 


М(2,0,2) 





Рис. 4.18 
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Выбирая вместо і, |, К три любых линейно 
независимых векторае,,е>, ез, получим косоугольную 
систему координат. Аффинные координаты вектора 
ОМ называются координатами точки М. 

4.2.1.3. Умножение векторов. Скалярное произ- 
ведение векторов а, Б, обозначаемое аһ, (а, Б), (а, Б), 
а-ђ или (а:Б) есть число аб = |а|. |0 | соѕ ф, где 
ф — угол между векторами а и. 

Под векторным произведением векторов а, 5, 
обозначаемым а х Б, [а -ђ], [а, 0], [аЬ] или [а х], 
понимают вектор с, имеющий длину | с | = |а х | = 
=|а||[ | Яп ф (пло- 
щадь параллелограм- 
ма, построенного на 
аи Ь как на сторонах) 
и направленный пер- 
пендикуларно ка и В, 
причем так, что векто- 
ры а, Ь, с=ахћ 06- 
разуют правую трой- 
ку векторов (рис. 4.19). 

Свойства произведений. 

1) аһ-һа (коммутативность), но 
= — $ х а) (антикоммутативность); 

2) (ха) Ь = о (аһ) и (ха) хђ = а(а х Б) (ассоциа- 
тивность) при умножении на действительное 
число; 

3) а(Ь + с) = ар + ас иах (6 + с) -ахЬ + ахс 
(дистрибутивность); 

4) аһ = 0, если а иф взаимно перпендикулярны; 
а хЬ = 0, если а и Б коллинеарны; 

5) аа = а? = |а|2, а ха = 0; 

6) в общем случае а (Бс) ж (аһ)с; 

7) линейные комбинации векторов можно пере- 
множать, как скалярные многочлены, однако для 
векторного произведения важна последователь- 
ность сомножителей. 





Рис 4.19 


ахћ= 


(4.6) 


Пример 1. (За – №) (2а + ђ) = ба: — 4а + За — №? = 
= ба? —ађ— №2, но (3а – №)х (2а +5) = 6(а ха) – 4( х 
ха) + З(ахђ)— 2( х0) = 4(а х) + З(а хь) = Т(а х Ы). 

Двойное векторное произведение ах(ћхс)— 
вектор, компланарный векторам В и с, вычисляемый 
по формуле 


ах (ђ х с) = (ас) — с (ађ). 


В общем случае ах (Ь х с) я (ах) х с. 

Смешанное произведение (а х Б) с есть скаляр, 
абсолютная величина которого равна обљему 
параллелепипеда, построенного на векторах 
а, Б, с как на ребрах. Смешанное произведение 
положительно, если а,ђ, с образуют правую систему; 
в противном случае оно отрицательно. Вместо 
(а х Б) с пишут также (ађс) или абс. Перестановка 
двух сомножителей в смешанном произведении 
арс меняет знак: абс = — ась = - Бас = — са; 
циклическая перестановка не меняет знака: аћс = 
= рса = саб. Три вектора тогда и только тогда 
линейно независимы, когда ас» 0. Кроме того, 
имеют место формулы 


(а х Б) (сх 4) = (ас) (ба) — (Бс) (ад) 


(4.7) 


(тождество Лагранжа), (4.8) 
ае аҒ ар 

(арс) (ер) = | ђе ЊЕ Ър (4.9) 
се сҒ ср 


Выражение произведений в прамо- 
угольных декартовых координатах. 
Если векторы а, В, с заданы в прямоугольных 
декартовых координатах: 


а-ад2-а,) + ак, ђ=ђа + ђј + БК, 
ст с + сј + С.К, 


то произведения вычисляются следующим образом. 
Скалярное произведение: 


ар = а,Ь, + а,б, + а... (4.10) 
Векторное произведение: 
ахь (а, — а,Ь) + (4,0, — а,Ь.) + 
1) К 
+ (а,Ь, — ађок = | а, а, а, 
р. 5, Б, 


Смешанное произведение: 


а, а, а, 
Б. 5, 5. 


с, су С. 


ађс = 


Выражение произведений в аффин- 
ных координатах. Если известны аффинные 
координаты двух векторов а, относительно ли- 
нейно независимых векторов е;, ёс, еҙ, т. е. 


а = аје, + ае, + азез, Ь = Ме, + е, + БЗез, 
то для скалярного произведения 
ар = а еще: -а?252е;ҙе, + аЗђЗеје + 
+ (4152 + а?!) ее, + (а253 + а?Ь?)е,ез + 
+ (азђ! а!) езе:, 
для векторного произведения 
ахь = (а2ђ3 -аЗЬ2е, хез + (аЬ! 


+ (4152 — а?р!)е, х ёо. 


— а Зе, хе, + 


Следует заметить, что е; хе, =е, хе, = 
т еҙ х еҙ = 0. Чтобы упростить эти формулы, вво- 
дат так называемые метрические коэффициенты 


ди = ее; (, ј = 1, 2, 3), ди = др 
и взаимные векторы е!, е?, е? по отношению к 
векторам е;, ёл, ез: 


е! = И! (е, хез), е? = И! (ез хе)), 


е = И! (е, хе;), 


где У = ејеђез. Если а, һ разложить по взаимным 
векторам, то получим 


а = ауе! + азе? + азе?, = Ве! + Б,е? + Бзе?. 


Коэффициенты разложения а, Ё; называются 
ковариантными координатами векторов а, Ь в 
противоположность контравариантным коорди- 
натам 4, Ь. Оба типа координат можно вычислить 
следующим образом: 

контравариантные координаты 


а = аје, + аге, + аез, а! = ае!, а? = ае?, а? = ае?; 
ковариантные координаты 
= ауе! + азе? + азе?, 


ај = ае;, а; = ае», аз = аез. 


Таким образом, получаем: 
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ДЛЯ скалярного произведения 


ар = а,ђ! + а;52 + азЬ? та + а?Ь, + а? = 


3 
= У ауа; (4.11) 


іј=1 
для векторного произведения 


а хф = (ејеђеј) "Па? — а?Ь?)е! + 


+ (а?! — а' 63) е? + (а1Ь2 — а?Ь!)е?] = 


е! е2 ез 

-1 
= (е,е,ез) а! а? а? |; 
5 
для смешанного произведения 

а! а? а? 
(арс) = (е;е,ез) | Б! Б? Б? 
ей «2 23 


В случае прямоугольных декартовых коорди- 
нат, т. е. когда е, -і, е гі, ез = К, имеем е! -і, 
е2 =} е? = к (взаимная система векторов и исход- 
ная совпадают). Следовательно, ковариантные 
координаты идентичны контравариантным, 7. е. 
а = а,, а? -а;, а? «аҙ, и метрические коэффи- 
циенты имеют простой вид ду = б), Где 6;)- так 
называемый символ Кронекера: 


5 Тэн 
ын О для тя] 


Формула (4.11) переходит тогда в (4.10). Для трех 
единичных векторов е;, е;, еҙ (правой системы), 
попарно перпендикулярных, верны следуюшие 


(57 1,2,3). (412) 


таблицы произведений (например, ее, = 0,е, хе, = 
= ез): 





Скалярное произведение Векторное произведение 


4.2.1.4. Геометрические приложения векторной 
алгебры. Векторная алгебра позволяет по-новому 
представить формулы аналитической геометрии 
(см. табл.) 


Название 


Длина вектора а 


Плошадь параллелограмма, построенного 
на векторах а и һ как на сторонах 


Обљем параллелепипеда, построенного на 
векторах а, В, с как на ребрах (с учетом 
знака) 


Угол между векторами а иђ 





Векторная формула 





Пусть 0- начало координат и г = ОМ – ра- 
диус-вектор точки М (см. рис. 4.18). 
В декартовых координатах 


г= хі + уј + Ж. 


Ниже приводятся формулы в векторной записи и в 
записи в декартовых координатах. 





Рис 4.20 


Рис. 4.21 


Уравнение прямой, проходящей через 
Мо (хо, Уо» 20) параллельно а (рис. 4.20): 


точку 


г= го + ѓа, - 00 << +оо, 


= Хо + ѓа, у= уо + 1, 2 = 20 + їа,. 


Уравнение прямой, проходящей через две точки 
Мо (хо, уо, 20) и М, (Ху, ул, 21), (рис. 4.20): 

г го + (кг, — го), -- 00 <Е< +оо, 

х = хо + (х — хо), 

у = уо + (у; — уо), 2 = 20 + (2; – 20). 


Уравнение плоскости, проходящей через точку 
Мо (хо, уо, 20) и перпендикулярной вектору п 
(рис. 4.21): 


(г — го)п = 0, 


(Х- хо) и, + (у — уо) п + (2 — 20) п. = 0. (4.13) 


Уравнение плоскости, проходящей через три 
точки Мо (хо, уо, 20), М. (ха, Уі, 21) и М» (Хо, ул, 22): 


г = го + (г — го) + 1 (Го — Го), — 00 < 11, 1 < + 00, 
х = хо + 11 (х — хо) #1» (х — хо), 

у = уо + аи — Уо) + #5 (у; — Уо), 

2 = 20 + 1, (21 — 20) + 1, (2; — 20). 


Если использовать (4.13), положить 


п = (г, — го) х (го - го). 


то надо 


Координатная формула в прямоугольных 
декартовых координатах 


|а| = Иа? + а2 + а? 


а,Ь, + ауђ, + а,Ь, 
Иа? + а2 + а? ИБ? + 52 


соѕ ф = 
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Расстояние между точками Мо (Хо, Уо, 20) И 
М(х, Ун 21): 


|, — го | = Иж - хо)? + (у: – Уо)? + (2: — го). 


Если рассматривать только точки М плоскости 
х, у, то радиус-вектор имеет вид г-хі-уі и 
получаются следующие урав- 
нения плоской геометрии. 
Уравнение прямой, прохо- 
дяшей через точку Мо (Хо, уо) 
перпендикулярноп = п,і + п,] 
г (рис. 4.22): 






- (г — гојп + 0, 


Рис. 4.22 (х — хо) п, + (у – уо) = 0. 
Расстояние между точками Мо(хо, уо) и 
М! (ха, у): 


[га — го | = Ис, - хо)? + (у — уо)“. 


4.2.2. ВЕКТОРНЫЙ АНАЛИЗ 


Векторный анализ используется при исследо- 
вании векторных функций методами дифференци- 
ального и интегрального исчисления. Он находит 
широкое применение в дифференциальной геомет- 
рии и физике. 

4.2.2.1. Векторные функции скалярного аргу- 
мента. Если каждому значению скалярного аргу- 
мента ! поставить в соответствие вектор ғ(4), то 
г (1) называется векторной функцией (вектор- 

функцией) скалярного ар- 
М, гумента і. Если начало 
вектора г (г) (радиус-векто- 
ра) поместить в постоян- 
ную точку О, то конец ра- 
диус-вектора г (г) опишет 
пространственную кри- 
вую, которую называют 
годографом векторной 
функции (рис. 4.23). 

Если г означает время, то ғ(І) описывает 
траекторию движения материальной точки. Если 
г (г) разложить по базисным векторам і, |, К пря- 
моугольной декартовой системы координат, то 


г (Е) = х(01 + У(1)] +2( К, 


причем компоненты х (1), у (г), 2(1) являются функ- 
циями от г. Параметрическое представление 
пространственной кривой (годографа) или траекто- 
рии движения имеет вид 


х=х(1), у-у(), 2 = 2 (1). 
Предел и непрерывность Если 
а” = аде, + абе, -а?еҙ(еегез — базис) — после- 
довательность векторов, то вектора = ае: + де» + 






< 


г() 


Рис. 4.23 


+ азе называется предельным вектором этой 

последовательности (обозначается Пт а” = а), 
пл» о0о 

если а = Шт ај; = 1, 2, 3). 


пэ ОО 
Вектор а = ае, + азе; + азез называется преде- 
лом векторной функции г(!) =", (ге, + ғ (е + 


+ га (ез при 1-10 (обозначается Шт г(!)) если 
ге їр 


Пт |г()-а| = 0. Это равнозначно тому, что 
[— 10 


іт (4) = а; (+ 1, 2, 3). В частности, г(г) назы- 
ге 10 
вается непрерывной в точке їо, если іт ғ(І) = г (ғо), 


1-» [0 
что эквивалентно непрерывности компонент "(!) 
в точке іо. 
Дифференцирование 
функции. Если существует предел 
4 
аг „ г( А — (0) 


= | 
аі ло Аг 


векторной 


. Ағ 
Іт --, 
Мод А: 


то —_ называется производной от г(!) в точке | 


(рис. 4.24). В другой записи: 
г (1) или Ғ(). В декартовой 
системе координат: 


г (Е) = х (01 у (1+2 (0) К. 


Вектор г (1) имеет направле- 
ние касательной к годогра- 0 
фу в точке Е и направлен в 
сторону, отвечающую возра- 
станию параметра 1. Длина 
г (|) зависит от выбора параметра ї. Если 1 есть 


длина дуги, то аг = 1. 
аг 


Если Е означает время, а г(!) — траекторию 
движения материальной точки, то г’ (4) — вектор 
скорости, |ғ (1) | — величина скорости. 

Правила дифференцирования. 


та: 


т+ Дт 


Рис. 4.24 





4 (а те ӨЗ 

асса а’ 

4 аф дт (Ф (г) — скалярная 

2 (97) = 715 + Ф РТТ функция от 1), 

а аг; г аг 

(гат) = 2 га? 

4 дг дг 

2 х го) = = ХР + г. Хх 3 (множители 
нельзя менять местами), 

а аг 4р 


Если г(:)— единичный вектор, то годограф 
лежит на единичной сфере и касательная всегда 


перпендикулярна радиус-вектору, т. е. 


Производные высших порядков. Рас- 
сматривая г (1) при переменном г как векторную 


функцию, производную от г (;) обозначают через 
2 


г " > 
узо ИЛИ г (Е), или #(1). В декартовых координатах: 
г" (0) = х" (0) + у" (1+7 к. 


Если ғ(І) описывает движение материальной 
точки, то г" (г) — вектор ускорения, |г” (1) | — вели- 
чина ускорения. Аналогично определяются третья, 
четвертая, п-а производные. 

Разложение по формуле Тейлора имеет вид 


"(с =г + пе + 


ћ ћ" 
" вп) 
+ 21" (+... + яг" () + К,. 1. 
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Это не что иное, как векторная сумма разложений 
по формуле Тейлора для функций х (г + А), у(! + В), 
2(г + А) 

Остаточный член имеет вид 


р"! 
„ке + д.й)1 + 


+ е + 0.1) + 


п+1 = 


2710 (Е + Өзл) к], 


причем 0 < Ө, < 1. 
Дифференциал функции т (г) определяется фор- 
мулой 


4 


аг = ШТ 
а 

Векторные функции скалярного аргумента на- 
ходат приложение в теории кривых и в механике 
точки. 

4.2.2.2. Поля (скалярные и векторные). Если 
каждой точке пространства М ставится в соответ- 
ствие скалярная величина И, то возникает ска- 
лярное поле 0 (М) (например, поле температуры, 
плотности в неоднородной среде, электрического 
направления, потенциал силового поля). Если М 
имеет декартовы координаты (х, у, 2), то пишут 
также О = И (х, у, 2) или И = И (г) с векторным аргу- 
ментом (радиус-вектором г = ОМ = хі + уј + 2%). 

Некоторые скалярные поля. а) Плоское 
поле 


И = 0 (х, у) *) 


(О не зависит от г). 
6) Центральное поле (сферическое поле) 


О= 0 (үх + у? + 22) 


(И зависит только от расстояния точки от начала 
координат). 
в) Осевое поле (цилиндрическое поле) 


И = и(ух2 + у?) 


(И зависит только от расстояния от точки до оси 2). 
Свойства скалярных полей можно наглядно изу- 
чить при помоши поверхностей уровня. Это поверх- 
ности в пространстве, на которых ЏИ обладает 
постоянным значением. Они описываются уравне- 
нием ЏО (х, у, г) = сопѕі. В центральном поле все 
поверхности сфер с центром в начале координат 
являются поверхностями уровня. В осевом (ци- 
30 линдрическом) поле все по- 
верхности круговых цилинд- 

25 ров с общей осью образуют 
поверхности уровня. В пло- 
ском скалярном поле линия- 
ми уровня называют кривые, 
на которых И остается по- 
стоянным. Они описываются 
уравнениями И (х, у) = сопз!. 
На рисунках принято нано- 
сить только линии уровня, которые соответствуют 
определенным значениям И, следующим друг за 





*) Иногда плоским полем называют поле, определен- 
ное для гочек пространства и обладающее тем свойством, 
что для всех точек любой прямой, параллельной некоторому 
постоянному направлению, функция И имеег одно и то же 
значение. Такое поле правильнее называть плоскопара 1- 
лельным; его изучение сводится к изучению поля в плоскости, 
перпендикулярной этому направлепию 





другом через равные интервалы (например, О = 10, 
15, 20, 25, 30; рис. 4.25). Чем ближе друг к другу 
начерчены линии уровня, тем быстрее растет О. 
Вспомним о горизонталях на географических кар- 
тах. 

В отдельных случаях линии уровня могут вы- 
рождаться в точки, а поверхности уровня — в точки 
и линии. 


Пример 2. На рис. 4.26 соответственно: а) И =ху; 
б) О = у/х?; в) И=р?; г) И = Ир, р= Ух? + уз. 


/ 234 у 49 / 


Рис 4.26 


Векторные поля. Если каждой точке М 
пространства ставится в соответствие вектор У, то 
говорят о векторном поле У(М) (например, поле 
скоростей частиц движушейся жидкости, силовое 
поле Солнца, поле электрической напряженности, 
поле магнитной напряженности; рис. 4.27). 


сш 


3 
Рис. 4.27 


Как и при скалярных полях, в декартовых 
координатах записывают: У =\У(х, у, 2) или 
У = У (г) (ғ – радиус-вектор). Векторное поле мож- 
но записать в декартовых координатах в следующем 
виде: У(х, у, 2) =И,(х, у, 2)і+ Р(х, у, 2)]+ 
+ И. (х, у, 2)К. Компоненты Г,, И, И. образуют 
три скалярных поля и однозначно определяют 
У (г) — векторную функцию векторного аргумента. 

Некоторые векторные поля. а) Пло- 
ское векторное поле 


У=У(х, у), И+0 
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(У не зависит от 2; векторы У (х, у) лежат в (х, у)- 
плоскости или в плоскости, параллельной этой 
плоскости, рис. 4.28). 





Рис 4.28 


6) Сферическое векторное поле 


У = Ф(рјг, р-үх + у? + 27, 


(если ввести в рассмотрение сферу радиуса р с 
центром в начале координат, то У (г) в каждой 
точке сферы имеет одну и ту же длину и парал- 
лелен нормали к сфере в этой точке; рис. 4.29). 


г = хі + уј + 2, 


ЗЕ _ 
Қ 


Рис. 429 





в) Цилиндрическое векторное поле 
ү-Ф(уғ, ө-үх ни, те хі + 


(если ввести в рассмотрение круговой цилиндр с 
осью 2 и радиусом р, то в каждой точке поверх- 
ности цилиндра вектор У имеет одну и ту же длину 
и параллелен нормали к поверхности цилиндра в 
этой точке; рис. 4.30). 

Важным частным случаем центрального поля 
является силовое поле Солнца 


тз тс 


У--ү 3 


ғ 


(у - гравитационная постоянная, та - масса Земли, 
тс - масса Солнца). 

Для наглядного представления векторных полей 
используют линии тока. Это кривые, в каждой 
точке которых вектор поля У (М) есть касательный 
вектор (рис. 4.27). 

Через каждую точку М поля проходит одна 
линия тока. За исключением точек, в которых 
поле У(М) не определено либо У (М) = 0, линии 
тока никогда не пересекаются. В сферическом 
векторном поле все прямые, проходяшие через 
начало координат, являются линиями тока; в 
цилиндрическом векторном поле все прямые, 
которые пересекают ось 2 перпендикулярно, яв- 
ляются линиями тока. В декартовых координатах 
дифференциальное уравнение линий тока имеет 


ВИД 


ГА 2 
аі 


где Г- параметр линий тока. 
Для плоского поля третье равенство отпадает. 
Если линии тока записать в виде у = у(х), то 


ду _ Г, (х, У) 
ах И, (х, у) 


- Цилиндрические координаты. Для 
решения многих задач часто рекомендуется ис- 
пользование цилиндрических координат р, Ф. г 
(2.6.5.2), которые связаны с прямоугольными декар- 
товыми координатами следующим образом: 


х = рсозф, уж рипФ, 2 = г. 


Координатные линци: 


Ф = сопз,, 2 = соп$ р- переменное (прямые, 
проходяшие через ось 2, параллельны (х, уј-пло- 
скости); 

2 = с0оп$ р -сопві, ф- переменное (окруж- 
ности с центром на оси = и параллельные (х, у)- 
плоскости); 

р = сопѕі, Фф = соп$ 2 - переменное (прямые, 


параллельные оси 2). 


Каждой точке М ставятся в соответствие 


три единичных вектора е, ёр е, = К, которые 
являются векторами, каса- 7 
тельными к координатным \ 


линиям, и указывают на- 
правление возрастания соот- 
ветствуюшей координаты как 
параметра. Эти единичные 
векторы ер, ёр, е, = К изме- 
няются при переходе от 
точки к точке в противопо- 
ложность базисным векто- 
рам і, } К прямоугольной 
декартовой системы коорди- 
нат. Но они в любой точке 
М перпендикулярны друг 
другу и образуют правую 
систему (рис. 4.31). 

Если разложить вектор У(М) по единичным 
векторам ер, ёр, е., проведенным в точке М, то 
получим 


У(М) = У,(М)е, + И, (М)е, + У;(М)е.. 


ф? 





Рис. 431 


где И, И, Г. называются цилиндрическими коорди- 
натами У(М) в точке М в противоположность 
декартовым координатам И, Г, |, которые ис- 
пользуются в разложении 


У (М) = и. (М)! + И, (М) + И (МЈК. 


а) Выражение декартовых координат 
цилиндрические координаты: 


через 


У, = И, созф — И 5іп 0, 
И = Изшф + КЊсозф, И. = И. 
6) Выражение цилиндрических координат через 
декартовы координаты: 
У, = Г, сов ф + |, іп Ф, 
У, = — Изшф + 1, соѕ Ф, И = И. 
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Цилиндрическое векторное поле имеет в ци- 
линдрических координатах вид 


У = Ф (р)е. 


В случае плоского пола У (х, у) надо в приве- 


денных выше формулах положить И =0. В 
частности (рис. 4.32), 
У = (р, ф)е + У, (р, 0). 
Сферические координаты. Иногда 


полезно использовать сферические координаты 





Рис. 4.33 


Рис. 4.32 
0, Ф, р (см. 2.6.5.2), которые связаны с декартовы- 
ми координатами формулами: 
х = рсоѕ ф 51п Ө, у=рзшф 5іп0, 2 = р соѕ Ө. 


Координатные линии: 


Ф = соп$ р = сопѕі, 0- переменное (мери- 
дианы); 
р = сопѕі, Ө = сопз, Ф- переменное (парал- 


лели — широты); 

Ө = сопѕї, ф = сопѕї, р — переменное (прямые, 
проходящие через начало координат). 

Как и в случае цилиндрических координат, 
каждой точке М ставятся в соответствие единич- 
ные векторы ер, ер, е, которые являются векто- 
рами, касательными к координатным линиям и 
идущими в направлении возрастающих значе- 
ний параметра (рис. 4.33). Если У (М) разложить по 
единичным векторам ев, е,, е, то получим 


У(М) = и(М)е + И, (М)е, + И (М)е,; 


И, ЊУ — сферические координаты У (М). 
а) Выражение декартовых координат через сфе- 
рические координаты: 


У, = У, іп бсов ф — И зт ф + И, сов ф сов Ө, 
Г, = И, іп Ө іп ф + И, сов ф + Ур іп Фф со Ө, 
Г = 


р С050- Из Ө. 


6) Выражение сферических координат через де- 
картовы координаты: 


Рр = У, сов Ө сов ф + Р,сов Өсіп ф — |, ѕіп Ө, 


< 
| 


- У,віп ф + Г, сов р, 
у; = И, ап Ө сов ф + Г, віп Өсіп ф + Г. сов 0. 


Единичные векторы еҙ, е„ е, перпендикулярны 
друг другу и образуют правую тройку векторов. 
Сферическое векторное поле задается уравнением 


У = Ф (р)е. 


4.2.2.3. Градиент скалярного поля. Производ- 
ная по направлению и градиент. Пусть 
п — единичный вектор и О (г) — скалярное поле. 


Проведем через конец вектора г прямую в направ- 
лении п (рис. 4.34). Все точки прямой имеют радиус- 
векторы вида г + т, м п 

где  1ї- действительное 
число. Если рассматри- 
вать И (г) только на этой 
прямой, то получаем 
функцию ДЕ) = О (г + т). 0 
Производная / (0) называ- 
ется тогда производной 

О (г) в точке ғ в направле- 


Гёр 


Рис. 4 34 


ВО (ғ) 

да. 
Таким образом, из определения производной как 
предела следует 


ОП (г) 


—- = 1 





нии п, короче, производной по направлению: 


И (г + Ат) — О (г) 
дп Аг 0 ЛІ 
Запишем векторы г, п в декартовых координатах: 

г= хі +уј + 2%, п= пі + пј + п.к. 
Тогда для дифференцируемого поля (О 
ДИ (ғ ОП (ғ ДИ (ғ 
эн ав» ти да” 





Градиентом пола О (г) называется вектор 
(обозначение: ргаа И), определяемый в каждой 
точке поля соотношением 

ди ди, 00 
ггад О = у | + 2у! + ЗГЕ 
тогда 
20 (г) 


т = п гай О. 


Часто вектор ргад И обозначают также “эр ИЛИ 
г 


УЦ. Полный дифференциал функции И (г) с исполь- 
зованием обозначения ггад С можно записать сле- 
дующим образом: 

40- 9 ах + 00 1, + 20 аг = (ргад (7) аг. 

дх ду д2 

Интерпретация градиента. Рассмот- 
рим в качестве примера И (г) температурное поле 
Т(г). Поверхности уровня яв- п 
ляются поверхностями посто- 
янной температуры; пусть | М 
п — единичный вектор, кото- 
рый построен перпендикуляр- 4 
но поверхности уровня в точ- У 
ке М в направлении возра- 
стаюших значений Т (век- 0 
тор нормали) (рис. 4.35). 


Тогда градиент ргад Т в точ- Рис. 4.35 
ке М имеет направление 
нормали п, и его длина равна производной в 


ОТ | 
направлении нормали А ) Тем самым опреде- 
п 





ление ргад Т не зависит от вида координатной 
системы (инвариантное определение). Чем быстрее 
растет Т, тем больше | ггад Т|. В точках, в которых 
Т имеет максимум или минимум, ргад Т = 0. 

Градиент можно определить инвариантно при 
помоши пространственной производной скаляр- 
ного поля (см. 4.2.2.5). Градиенты играют важную 
роль в теории потенциалов (см. 4.2.2.4). 
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Координатное представление: 
40 д0 4 00 Эл 00 

= —— —— — 

вга дх ду! д2 


(декартовы координаты), 





ди 1 ди ди 
стад И = Фр? + ГІ 56 + 22 е: 
(цилиндрические координаты), 
ағай О = 1 20 ы + 20 ы + 20 ы 
р 00 рвіп0 дф ".. др 


(сферические координаты). 


Свойства градиента. Если с — постоян- 
ная, то 


рга с = 0, рга с) = с вгаа И, 
отада (И, + 0) = вгаа О, + гаа /;, 
2гад (“,О,) = О, вгад О, + О, вгаа И,, 


сгад Ф(И) = 29. вгаа И, 
вга4а (У, У;) = (У, ргай) У, + (У; ргаа) У, + 
+ У, х гой У, + У, х го! У), 
агай (сг) - с (с — посгоянный вектор). 


Выражения го У и (У 2гаа) У объясняются в 
4.2.2.7 и 4.2.2.8. Если О зависит только от г = |г |, 


г 
то ёгай (О (ғ) = О" (к) — (сферическое поле); в част- 
г 


г 
ности, эга4г = — (поле единичных векторов). 
ғ 


Согласно формуле Тейлора, в первом прибли- 
жении имеем 


О(г +а) = О (г) + а (егаа И (г)) +... 


4.2.2.4. Криволинейный интеграл и потенциал в 
векторном поле. Пусть заданы векторное поле 
У (г) и кривая АВ (А — начальная точка, В — конеч- 
ная точка). Криволинейный интеграл | У ағ есть 

АВ 
скаляр, получаемый следуюшим образом (рис. 4.36): 





Рис. 4.36 


1) Разбиваем АВ точками А = Ао, Ај, А, ... 
.... А,-» 4А, = В на п отрезков, приближенно 
изображаемых векторами г; — г;_; = Аг;; это раз- 
биение обозначаем через 2,. 

2) Векторы Аг; образуют ломаную, которая ап- 
проксимирует кривую АВ. Наибольшую из длин 


~ М 
кривых ЯА,-14, К = 1, ..., п, назовем мелкостью 
разбиения А (2,). 


3) На транице или внутри каждой элементарной 
дуги А,-14, выбирается произвольная точка М, 
имеющая радиус-вектор г, и составляегся сумма 


57, = у У (ғ;) Ағ;. 


іі 


4) Если имеется такое число 1, что для любого 
заданного в > 0 существует такое 6(5) > 0, что 


|57, – 1| < 


для всевозможных сумм 57 с А(2,) < $ (5), то гово- 
п 
рат, что криволинейный интеграл сушествует и 
равен [= | У ағ. Криволинейный интеграл можно, 
м 


АВ 
таким образом, аппроксимировать как угодно точно 
при помощи сумм 57, если только разбиение 
кривой достаточно мелко. Если рассМОтреть неко- 
торую последовательность разбиений 4, 2, 43,... с 


іт А (2,) = 0 и если криволинейный интеграл 
п -э 00 


существует, то 


по 1" пә 00 і=1 
Если выбрать декартову систему координат 
г= хі + уј + гК, С 
аг = ам + ду + аж, 


у(х у а= иі + иј + ИК, 8 
то можно записать также А 
| Удг = | И, 4х + Иду + Уул, Рис 4.37 
АВ АВ 


Если кривая АВ имеет параметрическое задание 
хе х( 1), у = у(0), 2 = 2(1), причем параметр г про- 
бегает значения 14 1 < гв (14, ір соответствуют 
А, В), то криволинейный интеграл можно свести к 
определенному интегралу 


| У дг = 
АВ 
ГВ 
4х ау 42 
и ПЕ у(0), 2(0)) УИ а УИ 44 
ГА 


Криволинейный интеграл существует, в частности, 
если производные х' (7), у (г), 2 (г) непрерывны (не- 
прерывны касательные к кривой) и непрерывны 
функции И, (х (0), у(2) 2(0), У, (х (1), у(г), 2(0), У, (х (1), 
у(г), 2(1)) (непрерывность векторного поля У (г) 
вдоль кривой АВ). 

Свойства (рис. 4.37): 


| У(гјаг = [Уфа + ГУ гг. 


~ 


АВС АВ ВС 

ГУ = — | У(г)аг, 

АВ ВА 

| (У, (г) + У; (г)аг = Гу, (+ ГУ, (г) 4, 
АВ АВ АВ 

| су) =< | У(г)аг (с = сопч!). 
АВ АВ 


ПОВЕРХНОСТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ В ВЕКТОРНЫХ ПОЛАХ 


Криволинейный интеграл по замкнутой кривой 
обозначается символом % У а. 

Механический смысл. Если У (г) — силовое поле, 

то Р = | Уй означает работу, которую совершает 
АВ 

сила У при переносе материальной точки из А в В 

вдоль кривой АВ. 

Независимость от пути интегрирования. Если 
рассматривают две различные кривые С), Со, ко- 
торые соединяют точки А и В (рис. 4.38), то соот- 
ветствующие криволинейные интегралы в общем 





Рис. 4.38 


случае будут иметь различные значения. Вектор- 
ное поле У (г) называется консервативным (потен- 
уиальным) в области б, если криволинейные ин- 
тегралы в С зависят только от начальной точки А 
и конечной точки В (это эквивалентно тому, что 
криволинейные интегралы вдоль замкнутых кри- 
вых в области С всегда равны нулю). Если, в 
частности, У (г) — силовое поле, то это означает, 
что совершенная работа не зависит от пути, а 
зависит только от положения начальной и конеч- 
ной точек кривой. Если компоненты Р, И, И, имеют 
непрерывные частные производные 1-го порядка 
в односвязной области С, то У (г) тогда и только 
тогда консервативно в С, когда 


го! У = 0, 
или, в координатной записи, 
ди, ди ди ди ди ду, 





= — —_ === ---- — 





ду дх’ дг ду’ дх д2 | 


Эти условия называются условилми интегрируе- 
мости. 

Потенциал. Если дла векторного пола У (г) 
существует функция И (г) такая, что У = ргад О, т. е. 
в декартовых координатах 


до „ до 


00 
7 0х’? ду? 7 


у. = т» 
и дг 


то И (г) называется потенциалом векторного поля 
И (г) *). В этом случае У дг = (рга О) дг = 40; сле- 
довательно, 

Уй» | 40 = О(В) – О (А). 

АВ АВ 


Если А = А (го), В = В (го), то это можно запи- 
сатђ и так: 


О (г) — О (го) = г У Аг. 


Го 


Если поле У (г) имеет потенциал, то оно кон- 
сервативно. И наоборот, каждое консервативное 


*) В физике потенциалом Ф (г) в точке г называют 
иногда величину, противоположную по знаку. 


векторное поле обладает по- 
тенциалом: 


И (г) = И (го) + Ї У аг. 


Го 


При этом А (го) - постоян- 
ная точка и интеграл мож- 
но вычислять вдоль любой 
кривой, которая связывает А 
с В (г). Значение И (го) можно произвольно задавать. 
В декартовых координатах часто выбирают ло- 
маную, звенья которой параллельны координат- 
ным осям (рис. 4.39). Тогда 





Рис. 4.39 


х 


О (х, у, 2) = О (хо, Уо 20) + | Г, (х, Уо» 20) 4х + 


Хо 
у 2 
+ ГИ (>, У, го)4у + [И (% У, 2)42. 
Уо 20 


Потенциал (/(ғ) в области С определен всегда с 
точностью до аддитивной постоянной. 


Пример 3. а) Поле притяжения Земли: 
У = – К, О = -дг. 
б) Силовое поле Солнца, находящегося в точке г = 0: 
у Ст” гү, ҮНС". 
г г г 


в) Напряженность поля злектрического заряда 0, на- 
ходящегося в г = 0: 


0 г 0 


СО Атфог! г 4лео”” 








Здесь у -- гравитационная постоянная, 4 — ускорение силы 
тяжести, тс - масса Солнца, тз – масса Земли, %- 
диэлектрическая постоянная. В электрическом поле () 
означает напряжение. 


4.2.2.5. Поверхностные интегралы в векторных 
полях. Пусть задана плоская площадка У, ограни- 
ченная замкнутой ориентированной кривой С 
(рис. 4.40). Вектор нормали п является единичным 





Рис. 4 40 


вектором, который направлен перпендикулярно к 
У и выбран так, что из конца вектора п обход 
контура С кажется происходяшим против часовой 
стрелки. Сторона плошадки, обрашенная к вектору 
п, называется положительной стороной. Каждой 
ориентированной плоской площадке Ў можно 
поставить в соответствие вектор 5, имеющий 
направление п и модуль, равный ее площади 5. 
Выберем декартову систему координат и обозначим 
через Х,, У,. и Х., проекции 2 на плоскость х, у, 
плоскость у, 2 и плоскость 2, х соответственно. 
Пусть площади этих проекций равны 85,у, 5), И 
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5,» Тогда 
$ = 50 = 54 + З,хј + ЗхуК. 


Если дана изогнутал плошадқка (рис. 4.41), то ее 
можно ориентировать, выделяя одну сторону как 
положительную. Под вектором нормали в точке М 
понимается единичный вектор, который перпенди- 
кулярен к в точке М и конец которого расположен 
с положительной стороны 5. Граница области У 
ориентируется таким образом, что обход Ғраницы 
из конца вектора нормали выглядит обходом 
против часовой стрелки. 


П, 
П 
Г 
! М 


Рис. 4.41 





Рис. 4.42 


Поверхностные интегралы. Три раз- 
личных вида поверхностных интегралов в вектор- 
ном анализе образуются следуюшим образом: 

1) Поверхность Х, на которой выбрана поло- 
жительная сторона, разбивается на п злементар- 
ных площадок Ў; (рис. 4.42) с площадями 48, Это 
разбиение обозначается 2, Под мелкостью раз- 
биения А(27,) понимается наибольшее из чисел 
4,,...,4,, где 4, — диаметр площади У, т. е. верх- 
няя грань расстояний между точками площадки Ў;. 

2) Внутри или на границе каждой элементарной 
площадки выбирается точка М; и в этой точке 
проводятся нормальный к поверхности вектор п 
(соответствующий выбранной стороне) и вектор 
45, = АЗ (направление которого п, а модуль А8)). 

3) При заданной функции (/ (М) или заданном 
векторном поле У(М) составляем следующие 
интегральные суммы: 


50) = у О(М) А5, 50 =У (М) 45, 


:=1 і= 1 


59) = у У (М) х АЗ, 


=1 


Тогда мы определяем: 
а) поток скалярного поля: 


Го = [04$ = їйл У о(М) 4$;; 


| 
Ү 4(2,)— 0:=1 


6) скалярный поток векторного пола: 


12 = ([У45 = Їл У У (М) А5:: 
! Там» (М) А5; 


в) векторный поток векторного поля: 


п ~ 
19 = |У х 45 = іт У (М) х А5, 
И А (2,) — 0 2, 
Например, поток скалярного поля определяется 
следуюшим образом: для любого заданного 
в > 0 существует 6 (с) > 0 такое, что 


[16 — 80 | <= 


для всех возможных интегральных сумм 89), ко- 
п 


торые удовлетворяют неравенству 4(2,) < 6 (5) 
(аналогично для 1%), 19)), Следовательно, интегралы 
можно с требуемой точностью аппроксимировать 
суммами, если только разбиение поверхности доста- 
точно мелко. В частноети, для последователь- 
ности разбиений #1, 15, 2», такой, что 


Пт А(2,) = 0, всегда 
п -> 0 


19 = ша 859 = іт У 0(М) 45, 


п — ОО Пэ 00 :=1 


если только интеграл сушествует (аналогично для 
18), үз) | 

Интегралы по замкнутой поверхности обозна- 
чаются символами 6045, фУ45, ФУ х 45. 
При этом подразумевается, что векторы нормали 
п должны быть направлены наружу. 

Декартовы координаты. Если поверх- 
ность задана в виде 2 - 2(х, у) (рис. 4.43), то поверх- 
ностные интегралы можно вычислить, полагая 

д2(х, у), 02(х, у). 
К. 

дх ду 

Этот вектор имеет направление вектора нормали п 
в точке М (х, у, 2 (х, у)). Его модуль приблизительно 


45 = 





Рис. 4.43 


равен величине площади элементарной площадки, 
проекция которой на плоскость х, у соответствует 
прямоугольнику, который строится на Мо(х; у), 


М, (х + ах; у), М, (х; у+4у) (1481-46 = 
д2 \2 02 \2 
= (Е) +(#) ах) 
а) |ев-1|- О (х, у, 2(х, у)) 260; - 


2 
оу + ок | са 
ду 


6) Џуг- |||- Г, (х, » 2(х, у) шэн 


2 
- бу + и Дахау 


в) е: Ценка) - 
ду 


У 


02 У 02 02 
- - || И —— – И — |К | ахду. 
(изка (и Сүн ху 
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Двойные интегралы при этом должны браться 
по всей проекции У, поверхности Х на плоскость 
х, у; переменная 2 заменяется в подынтеграль- 
ных выражениях на 2 (х, у). В частности, поверхност- 
д2 (х, у) 
шингэн 


ные интегралы существуют, если 2(х, у), 2 
х 


02 (х, у) 
ду 
нормали, или, как говорат в зтом случае, непре- 
рывно меняется касательная плоскость) и функции 
И(х у, 2(х, у)), К(х у, 2(% У), ИХ, у, 2(х, у)), 
У, (х, у, 2(х, у)) непрерывны (непрерывность И (М), 

У (М) на поверхности). 

Параметрическое представление обшего вида. 
Если поверхность Х имеет параметрическое пред- 
ставление 


непрерывны (непрерывно меняется вектор 


= х(и, 0), у = у(и, 0), 2 = 2 (и, 0), 


то поверхностные интегралы можно вычислить, 


учитывая, что 
дг дг 
45 =| —х — |а 
5 (> х 2) идо, 


и беря получаюшиеся двойные интегралы по 06- 
ласти плоскости и, р, в которой изменяются пара- 
метры и, р. При этом 


дт дх + ду 92 
др др др др 


Отсюда следует: 


Ч н-Ї 41-22) 


др до ди 


ду д2 ду дг 
9 |јув- Ш (15-85). 


„аи ки), 


ди до дь ди 
Ох ду ду дх 
(52. ЗІ 


Аналогичная формула получается для в) вы- 
числением У х 48. В подынтеғральных выражениях 
интеграла а) следует положить И = О(х(и, о), 
у (и, ә), 2 (и, р)) (аналогично для И, И, Ив б) и в)). 

Производная по объему. Под производ- 
ной по объему скалярного поля (/(М) или век- 
торного поля У (М) в точке М понимают величины 
трех типов, которые получают следующим образом. 
1) Точка М окружается замкнутой поверхностью 2, 
которая охватывает область с объемом И 2) Вы- 
числяется интеграл по поверхности ХУ 


( 0 45, ЊУ 45 или ЯУ х 45). 
У У У 


3) Определяется предел отношения этого интеграла 
к объему И когда Х стягивается в точку М, так 


что И стремится к нулю. В частности, 
8/46 


огай И = Іт 
У — о 4 

(см. 4.2.2.3). Производные по обљему векторного 
пола приводат к понятиям дивергенции (см. 4.2.2.6) 

и ротора (см. 4.2.2.7). 
4.2.2.6. Дивергенция векторного поля. Диверген- 
цией Фу У векторного поля У(М) называют сле- 
дующую производную по объему поля в точке М: 


8У46 


> 


фу У(М) = іт 


р—0 
Если М изменяется, то фу У образует скалярное 


ду 
поле. В другой записи: Эр или УУ. Величина 
г 


$ У 45 есть скалярный поток 
У 


векторного поля через замк- 
нутую поверхность Ў, кото- 
рая окружает точку М и охва- 
тывает область С с обьемом 
Ирис. 4.44). Векторы нормали 
п направлены наружу. 

Для того чтобы пояснить 
эти понятия, рассмотрим 
текущую жидкость. В этом 
случае каждой точке из области потока в момент 
времени Е ставятся в соответствие плотность 
р(М, г) и вектор скорости у(М, г). Скалярный 
поток векторного поля и = ру (плотность потока) 


равен тогда 
Ат 
ү 49 = Іт — 
ђ, 410 А 


> 


ү 






ү 


Рис 4.44 


При зтом величина Лт равна массс. которая про- 
текает через 2 за отрезок времени от г до Ё + ДЕ; 
Ат положительна, если из области, ограниченной 
3, вытекает больше массы, чем втекает (источники 
находятся в области 0). Это течение массы вызы- 
вается изменением плотности жидкости, текушей 
в С. Понятие дивергенции позволяет описать по- 
ведение этой плотности в отдельной точке. В нашем 
примере 


др (М, 1 
фу р(М, ду(М, г) = — СР.) 


Это уравнение описътвает закон сохранения массы и 
называется уравнением непрерывности. 

Вообще «іУУ есть мера источников пола 
У (М). Если в области С «іу У = 0, то векторное 
поле У(М) в этой области называется свободным 
от источников. Если, например, в вакууме имеются 
электрические заряды с плотностью заряда р, то 
напряженность электрического поля Е, создавае- 
мого этими зарядами, удовлетворяет уравнению 


ёо ФУ Е (М) = р(М) 


(ғо — диэлектрическая постоянная); Фу Е = 0 в об- 
ласти С означает, следовательно, что в С нет 
никаких зарядов (заряды являются источника- 
ми Е). 


398 ВЕКТОРНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 





Формулы для вычисления дивергенции: 
ду, ОГ, ДИ, 











Фу У = — + -т- 
> 5х ду 2: 
(в декартовых координатах), 
ду, 
ауу 1 (20), 19, : 
р др р дф д2 
(в цилиндрических координатах), 
2 
|А 
анус Г, 126. 


др + рвіп0 дф 





+ ат 5 _ (в сферических координатах). 


Правила вычисления дивергенции: 
Фус = 0, ФіУСУ = с ЧУ, 
фу (У, + У.) = фу У, + йу У, 
Фу (ОУ) = И ду У + У ргад Џ 


. гс 
в частности, іу ге = — |, 
Р 


фу (У, х У;) = У; тоу, — У, го У. 
При этом с = сопѕі, с = сопѕї. В центральном поле 
Фу Ф (г = 3Ф (г) + ГФ' (г), Фуг = 3. 


Правила вычисления см. также в 4.2.2.9. 

4.2.2.7. Ротор векторного поля. Ротором (вихрем) 
го У векторного поля У(М) называют производ- 
ную по объему Г пола У в точке М: 


ЊУ х 45 


го У (М) = іт 2 
Үү-/0 0 


Если М изменяется, то го У образует векторное 
д 
поле. Другал запись: Эр х У или У х У (или иног- 


да сий У). 

Понятие ротора го У можно ввести наглядно 
при помощи понятия циркуляции векторного поля 
Г = ФУ дг вдоль замкнутой кривой С. В консерва- 

С 
тивном векторном поле (см. 4.2.2.4) всегда Г - 0. 
Если С — замкнутая линия тока (рис. 4.45), то 
Г ж 0. Следовательно, в консервативном векторном 
поле не могут появляться замкнутые линии тока. 


У У 


У У с 


Рис. 4.45 Рис. 4.46 


Циркуляция Г есть мера завихренности пола; го! У 
позволяет локализовать эти вихри следующим об- 
разом (рис. 4.46): 1) в точке М задается единичный 
вектор нормали п; 2) через М проводят неболь- 
шую площадку > площади 5, для которой п является 
нормалью, контур С ограничивает эту площадку 
и обходит п против часовой стрелки; 3) вычисляют 
предел отношения циркуляции Г к $, когда диаметр 
4(5) площадки У стремится к нулю (С и Х стя- 


гиваются в точку М): 


Этот предел пго МУ есть проекция го У(М) на 
направление п. В частности, если У — поле скоростей 
вида 


У (г) = о(п х г) 


(вращение всех точек пространства с постоянной 
угловой скоростью в вокруг оси п 

с направлением единичного век- 

тора п (рис. 4.47)), то 


гої У (г) = 200, (г) 


Т. е. го У имеет в каждой точке г 
направление оси вращения, а | 
длина вектора го! У равна удво- 
енной угловой скорости. В про- 
извольном поле скоростей равен- 
ство го У (М) = 0 означает, что в точке М нет 
(локального) вращательного движения. Если 
вообще го! У =0 в области б, то векторное поле 
в С называется безвихревым. Вихревыми линиями 
называются линии тока векторного поля го!У. 
Координатное представление: 


и ОГ, ду. 1. 
шу-(2--254( 5+ 


Рис. 4.47 











ду 02)" \ 02 дх 
1) К 

(иа) ооа 

дх ду Ох ду 02 
иии 


(декартовы координаты), 


у= (0: 9% (2% 0816, 
У 55 Фе 22) (а бр) 


р фр р 9 
(цилиндрические координаты), 


1 ди 1 д(ру,) 
(У = Ср СР 
19 Р 5610 дф р др је + 


1 д(рђ 1 ду, 
“(1 дей 106) 











р др р 90 
1 д(віп0 5) 0905 
р ѕіп Ө 00 дф % 


(сферические координаты). 
Правила вычисления ротора: 


то с = 0, гобсУ = сго У, 
гої (У, + У) = гоу, + го У), 
го (ОУ) = Уто(У + (ргад О) х У, 
го (У, х У,) = (У; егаа) У, - (У, ргад) У; + 
+ У, ду У, – У, фу У,. 


При этом с = сопч, с = сопѕі. Вывод этих фор- 
мул см. в 4.2.2.9. (Определение (Увга4)У см. 
в 4.2.2.8.) 


ОПЕРАТОР ЛАПЛАСА И ГРАДИЕНТ ВЕКТОРНОГО ПОЛА 


4.2.2.8. Оператор Лапласа и градиент векторного 
поля. Пусть / (М) — скалярное поле; тогда оператор 
Лапласа АИ определяется следующим образом: 


АО (М) = діу ртад И (М). 


Координатное представление имеет вид: 





АО = го + 20 + 20 (декартовы координаты) 
7 027 фу ар оног Р 
1 0 ди 120 070 
АО = — — р —— += 
4 р др (» 5) р? оф? 22 
(цилиндрические координаты), 
207200 1 020 
АЙ - д — —— 


= + 
др? + р др + р2 5020 до? 


1 20 1 аве 29. 
2 202 1 р2 8° 06 


(сферические координаты). 


Дифференциальное уравнение ЛИ = 0 называется 
дифференциальным уравнением Лапласа и играет 
большую роль во многих задачах математи- 
ческой физики. 

Оператор Лапласа векторного по- 
ля. Пусть У(М) — векторное поле; тогда АУ оп- 
ределяют как 


АУ (М) = ргай фу У (М) — го гог У (М). (4.14) 


В декартовых координатах: 


АУ = (ЛУЈ! + (АИ); + (АУЈК = 


_ 927, + д2ү, + 0204. 
СД дх2 дуг д | + 


42525251, 
дх2 ду? 022 )! 


+ ФУ, + ФУ, + г И. к 

дх? ду? д2? ) | 

В других системах координат АУ имеет очень слож- 

ное выражение. В этом случае следует пользо- 

ваться формулой (4.14) и соответствуюшими выра- 

жениями для ргад 0, Фу У, гоё У (см. 4.2.2.3, 4.2.2.6, 
4.2.2.7). 

Градиент векторного поля. Пусть 

У (М) – векторное поле и а — вектор. Определяют 


У (г + Ааа) — У (г) 
А: | 

















аргад) У = Іт 
(а ёгад) Ат, 


Выражение (а агай) У называют градиентом век- 
торного поля У по вектору а. Если п — единичный 
вектор, то выражение (п ргад) У равно производной 
ОУ (г) 
дп 
В декартовых координатах: 





по направлению векторного поля (см. 4.2.2.3). 


(а ёгай)У = (а ргад И.) 1 + (а ггад У) | + (авгай И.) К 
(ср. 4.2.2.1). Вообше имеем формулу 
2(а ггад) У = го (У ха) + эгад (аУ) + а фу У – 
— Уфуа— ах гоју — У х гога. 


Разложение векторного пола в первом приближе- 
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нии записывается так: 
У (г) = У (го) + (ғ - го) агай) У (го) + .. 


Под градиентом векторного поля понимают диаду 
Ф = ртад · У (см. 4.2.2.12). 

4.2.2.9. Вычисление сложных выражений (опера- 
тор Гамильтона. В декартовых координатах 
можно при помоши формального оператора 


д о. 0 
УК, 
дх ду 02 
который называют оператором Гамильтона или 
набла-оператором, записать все приведенные выше 
выражения значительно проше: 
ди. ди 


д0 
= ———і + —— —К = УИ 
гай О 5х і + ду)" 22 , 





И, 2 
фу У = ДЕРАЛА = ҮҮ, 
дх ду 02 
і ЈК 
0.0 0 
(У + | — — — | = 
то дх ду 22 У х У, 
иуи 
20 Фи ду 
АО = = + —+— = 
22 + ЕТЕ + 222 У (УИ), 
АУ = (Луја + (АХ) + (АЙ))к = (УУ) У, 


(а ргаа) У = 
= (а ёгай И, ) 1 + (а вгад И,) | + (аргаа И,) К = (а у) У. 


Свойства оператора Гамильтона. 
Для того чтобы вычислить сложные выражения 
вида вга4(0,0,), Фу(ПУ), го (У, х У,) и т.д, 
можно использовать следующие формальные пра- 
вила: 

1) Выражение записывается как формальное 
произведение с У. 

2) Если У стоит перед линейной комбинацией 
(аХ + соу), где Х, Ү- функции точки (скалярные 
или векторные), то 


У (с. Х + сҮ) = с, УХ + У У (с; = сопзі). 


3) Если У стоит перед произведением функций 
точки Х, У (скалярных или векторных), то опера- 
тор У применяется поочередно к каждой из этих 
функций (над нею в этом случае ставят знак |) и 
результаты складываются: 


1 
У(ХУ) = У(ХУ) + “029; (4.15) 


аналогично 


У(ХҮ2) = У(ХУ2) + У ва + У(Х "а. 


Постоянные величины или постоянные векторы 
не снабжаются знаком |. 


4) Выражения У (Х У), У (ХУ) ит. д. преобразуют- 
ся по правилам векторной алгебры таким образом, 
чтобы за оператором У стояла только величина, 
снабженная знаком |. При этом оператор У рас- 
сматривается как вектор. 

5) Наконец, формальное произведение с У запи- 
сывается снова как выражение векторного анализа, 
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например 


О, (У02)- О, (ргад /;), 


У х (У х У,) = 


и Т. д. При этом после вычисления знак | не пишут. 

Эти формальные правила учитывают, что, с 
одной стороны, У — вектор, а с другой -- диффе- 
ренциальный оператор. В (4.15) неявно содержится 
правило дифференцирования произведения. Знак | 
указывает на сомножитель, который дифференци- 
руется. 

Пример 4. Оператор У действует на линейную ком- 
бинацию (с; = соп84): 

1) вгай (с И: + с202) = Ӯ (с, О, + с202) = 


У, х го У, 


= с УП, + су И; = с, агай О, + со агай (/; 
2) ду (с, У, + с; У) = У (с, У, + са У;) = 
= С УУ, + СУУ; = С, ЯМУ, + с фу У;; 
3) го (с, У, + с Уз) = У х (а У, + с У;) = 
=< (У х У) + с (У х У;) = с го У, + с; го! У;. 


Пример 5. Оператор У дећствуст на произведение 
двух функций: 


1) атаа (0, 0;) = У (И, И;) = ни) + 96 = 
= (2 (УЦ!) + И, (ХЦ) = И; гай О, + Ц, агаа 0;; 
2) ау (ОУ) = У (ЈУ) = у + ғау = 
= У(УИ) + О(УУ) = У тад И + О 4уҮ, 
3)аіу (У, х У,) = У(У, х у), х Уу) -У(У, х у.) = 
= У (Ух у — У, (Ух 2 = Уго У, — У, го(У;; 
4) ак хи 
= (Ут У)У, + У; х (У х У) +(У,9)У + У, х (У х У;) = 
= (У, агай) У, + У; х го: У, + (У, бгаа) У; + У, х го У. 


При вычислении надо принимать во внимание тож- 
дество Лагранжа Ы (ас) = (аб) с + ах (5 х с). 

Пример 6. Двукратное применение оператора: 

1) Фугои: У = У (У х У) = 0 для любого векториого поля 
У (формально вследствие а (а х и) ш 0); 

2) го гад И = У х (УЦ) = 0 для любого скалярного 
поля ЏИ (формально вследствие а х аи ш 0); 

3) го го У = У х (У х У) = У(УУ) – (УУ) У = 
= гад фу У - АУ. 

Здесь снова использовано тождество Лагранжа. Иногда 


2, 
ЭГ” 
О вычислении интегралов см. 4.2.2.10. 


вместо У используется символ 


4.2.2.10. Интегральные формулы. Преобразо- 

вание обьемного интеграла в поверх- 

ностный интеграл. Пусть С — пространствен- 

ная область, ограниченная замкнутой поверхно- 

стью 5; пусть вектор нормали п направлен наружу 
П (рис. 4.48). Тогда 


4 дх 
ес 


= ф О соѕ (п, х)45 (4.16) 


Рис. 4.48 : 






(аналогично для у, 2). При этом соѕ (п, х) = іп (коси- 
нус угла между вектором нормали и осью х). Фор- 
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мула (4.16) верна при очень общих предположе- 
ниях: функция Ц должна быть непрерывна в 
окрестности С() 5 и иметь в окрестности С| )5 
непрерывные ограниченные первые частные про- 
изводные; поверхность 5 должна иметь, за исклю- 
чением конечного числа угловых точек и ребер, 
непрерывно меняющиеся (ср. 4.2.2.5) касательные 
плоскости, при этом телесные углы в угловых 
точках и внутренние углы в точках ребер должны 
быть больше нуля. Из соотношения (4.16) полу- 
чаются следующие формулы (Фо = ах ду 42): 
а) Интегрирование по частям: 


20) О, до = 
дх 2200 
С 
д0 
оо соја зв- о, 2 До 
дх 
5 С 


(аналогично для у и 2). 
6) Формула Гаусса — Остроградского: 


Рена 


= (И, соз (п, х) + И, соѕ (п, 
5 











У) + И сов (п, г)) 48; 


в векторной записи: 
||| Фу У 40 = 8 У 45. 
а 5 


в) Первая формула Грина (однократное ин- 
тегрирование по частям): 


20, | 00; 220, 
Еа “дуг + 222. О, др = 
5 














(п НИ 


г 
20. 20 + 20, 99 |290, 96; \ +. 
ду ду 02 02 
В векторной записи: 


ШУ, 9, до = 
С 




















= & О, (вгай 01) 4$ — ||| агай О, вгай О, ао; 
5 с 


в частном случае при (Ц, = 1 имеем 


Ші, = наа сдав = || 5: 45 
С 5 5 


00 








и 
(величина = (рта О) п = “эд 605 (п, х) + 


20 20 
+ -— 08 (п, у) + “уу 598 (п, 2) называется производ- 
у 2 


ной по нормали), 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕКТОРНОГО ПОЛА ПО ИСТОЧНИКАМ И ВИХРАМ 


г) Вторал формула Грина (двукратное интегри- 
рование по частям): 


НИЛУ, 0, – 7,140,140 = 
а 


П оо, 00; 
= /,- 48. 
( да? 91 дп 

с 


Используя символ оператора Гамильтона, все 
эти формулы можно записать операторно, для 


(4.16) имеем 
2 д 
у К} = 
+ 02 ) 


ПЕС 


= $ 45 (соѕ (п, х)і + соѕ (п 
5 








‚ У)} + сов(п, г) Қ), 


или, кратко, 
ШАоУ = 46. (4.17) 
а 5 
Пример 7. ||| 40 вгад / = | Феуй = 648 И. 
с с 5 
Пример 8. |І додуУ ш || е УУ = 6 457. 
с с 5 


Пример 9. | дого У = | 40(У х У) = 48 х У. 
с С 5 


Пример 10. [јарди = ||(аоу (УЏИ) = #48 У = 
С С 5 
= $ 45 вгад О. 
5 
Пример 11. 


(јао у (0, УП) = ||| до (02) (УЦ, + 
с с 


+ ОАО, ] «445 П, УП, = $ 4$ (ргад И,) И, (первая формула 
5 5 


Грина). 
Пример 12. [{{409(0,90, – (,УЦ)) = [|| (АДИ); - 
с с 


– /,А0;))Ф = 4 48 (У, – О,90,) (вторая формула 
5 

Грина). 

Преобразование двойного инте- 


грала в криволинейный. Пусть 5 — огра- 
ниченная плоская область с граничной кривой 
С, которая ориентирована так, что 5 лежит слева; 
тогда наряду с формулой (4.16) справедлива фор- 


мула 
00 
1| 2555) аха фи сөзін х) 45 (4.18) 
Б ) 
5 


С 


(аналогично для у). При этом сов (п, х) есть косинус 
П угла между внешней нормалью 

(1,1) п и осью х (рис. 4.49); 45 – 

і дифференциал длины дуги. Тео- 
рема верна при очень общих 
предположениях: функция ЦИ 
должна быть непрерывна в ок- 
рестности 8( |С и иметь в ней 
непрерывные ограниченные пер- 
вые частные производные; граничная кривая С 
должна обладать непрерывно изменяющимися 
касательными, за исключением конечного числа 
точек излома, причем внутренние углы в точках 
излома должны быть больше нула. Из (4.18) 


Рис 449 
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следует формула Грина 


ПС Уа фрак + 04 (4.19) 
С 


(ср. 3.1.13). 

Преобразование поверхностного 
интегралавкриволинейный интеграл. 
Пусть Х — площадка с кусочно гладкой границей Г, 
которая ориентирована, как на рис. 4.41. Пусть 
О непрерывно дифференцируема в окрестности Х. 
Тогда 


(Еее (п, у) — 2 соз (п, 9) 45 = фи ах 
У А Г. 


(4.20) 
(аналогичные формулы получаются циклическими 
перестановками х, у, 2). При этом соѕ(п, у) = п}, 
соѕ (п, 2) = пк (косинус угла между вектором нор- 
мали п и осью у, соответственно осью 2). 
Из (4.20) следует, что || го У 45 = ф У дг (теорема 

У Г, 

Стокса). Используя символ оператора Гамильтона, 
из (4.20) формально получим 


И 45 х У = фаг. (4.21) 
1, 
Пример 13. реу азе ху) = вх у = 


-< фдг У 
1. 


Пример 14. | 4$ х тад И = |[ 48 х У -%ағ/ 
У 2 Ї. 


4.2.2.11. Определение векторного пола по его 
источникам и вихрям. Пусть С — пространствен- 
ная область, которая вместе с любой замкнутой 
кусочно гладкой кривой содержит некоторую дву- 
стороннюю кусочно гладкую поверхность, опираю- 
щуюся на этот контур. Гладкое векторное поле Е 
тогда и только тогда является безвихревым в 06- 
ласти С, т. е. гої Е = 0, когда в С существует функция 
О такая, что Е = рга4 7 (И — потенциал поля, 
см. 4.2.2.4). 

Пола без источников (соленои- 
дальные). Пусть С — пространственная область, 
которая вместе с любой замкнутой поверхностью 
содержит и ограниченное ею тело. Гладкое вектор- 
ное поле Н тогда и только тогда является 
соленоидальным в области С, т. е. ЧуН = 0, когда 
в С существует векторное поле А такое, что 
Н = го А (А — векторный потенциал поля). 

Источники и вихри. Надо найти векторное поле 
У (г) в ограниченной области 6 с заданными источ- 
никами р (г) и вихрами м (г), т. е. в области С ре- 
шить систему уравнений 


Фу У =р(г), го У = м (г). 


Эта задача решается однозначно, если вдоль 


границы заданы значения Уп (п — вектор нормали), 
т. е. на границе ОС области С 


Уп =] (г); 


при этом должны выполняться следующие до- 
полнительные условия: 


фу м = 0, Пра = 6 745. 
до 
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В предположении, что функции р, Уг, му, м. об- 
ладают в С непрерывными и ограниченными 
первыми частными производными, а граница 0С 
является достаточно гладкой, решение ищется 
следующим образом: 

1) Найти поле У,, для которого в области С 


фу у, = р, ГОУ, = 0. 


Условие У, -ргай/ приводит к 
АЙ = р с частным решением 


1 „|| уа 


Е мии, г = х1 + у] +2, 
|г—г|= Их -х) + (у – у)? + (2 – 2)?. Если под 
р понимают плотность массы, то И (ғ) представ- 
ляет собой потенциал размешения этой массы, 
а У, = ргай О — соответствующую силу. Если под 
р понимают плотность зарядов, размешенных в 
вакууме, то Џј/еб (ғо — диэлектрическая постоян- 
ная) — электрический потенциал, создаваемый р, и 


уравнению 


при этом 


и У, 
Е = гад — = —— — соответствующая 
50 бо 
ность электрического поля. 
2) Найти поле У,, для которого в области С 


Фу У, = 0, 


Условие У, = го А приводит к уравнению ДА = ч, 
причем іу А = 0. Частное решение: 


А92 «ае ду аг 


Если под ж понимают вектор плотности тока 
зарядов, то У, = го А является полем напряжен- 
ности магнитного поля. Равенство (4.22) дает тре- 
буемое решение в предположении, что ж равно 
нулю вне данной области б. Если это не имеет 
места, то ж нужно продолжить на область Су, 
охватывающую С, так, чтобы: а) жп было непре- 
рывно на 06; б) тв = 0 на 0С,; в) фу" = 0 в слое 
Са | С. Тогда в равенстве (4.22) нужно интегри- 
ровать по области С,. 

3) Найти поле Уз, для которого в области С 


Фу У; -0, го! У; = (), 
а на границе ОС выполняется соотношение 
У за = ј"(М) -/- Уп — Ул 


Замена Уз = ргад 4+ приводит ко второй краевой 
задаче теории потенциалов: 


АЧ - 0 в области С; 


напряжен- 


то М; = "У 


(4.22) 


= = врта 4 = /* 

Искомое поле У получается тогда как сумма 
У = У, + У; + Уз. 

4.2.2.12. Диады (тензоры П ранга). Диады находат 
применение, например, в теории упругости. Их 
часто обозначают так же, как тензоры (тензор 
деформаций, тензор напряжений). 

Линейные векторные функции. Под 
линейной векторной функцией ФУ понимают 
отображение, которое каждому вектору У ставит 
в соответствие некоторый вектор У’ = ФУ; при 


на границе 06. 


этом 
Ф (СУ) =сФУ, Ф(У, +У,) = ФУ, + ФУ, 


Если рассматривать вращение всего прост- 
ранства вокруг оси, которая имеет направление еди- 
ничного вектора п, на угол ф (рис. 4.50), то в первом 


приближении (ф или |г| мало) 
п 


г =г+ фхг +... 
При этом Фг = фа х г — линейная г. 
векторная функция (бесконечно ма- 
лый поворот). Каждую линейную 
векториую функцию можно пред- г 
ставить в виде 0 


Фу = У а (У) (42) Рис 45 
і= 1 


с постоянными векторами а, 5, Если е), ёл, ез - 
три линейно независимых вектора, то под коор- 
динатами линейной векторной функции ФУ от- 
носительно этого базиса понимают числа 


а = е/Фе, (і, і = 1, 2, 3) 
2 


(е!, е, е? — взаимные для е), ёс, ез векторы; 
ср. 4.2.1.3). С использованием координат ФУ 
представляется в виде 


3 3 / 3 
ФУ = (5 уч) = У (2 и). (4.24) 
ігі 141 м=а1 
Для построения конкретных линейных векторных 

функций имеется три возможности: 

а) Инвариантное (независимое от координат- 
ной системы) построение при помоши геометри- 
ческих или физических величин (например, беско- 
нечно малый поворот (4.23), тензор деформаций, 
тензор напряжений). 

6) В фиксированной системе координат с базис- 
ными векторами е;, еҙ, ез задаются числа ај и ФУ 
определяется формулой (4.24); при переходе к дру- 
гой системе координат величины а) преобразуются, 
как простой ковариантный или контравариантный 
тензор 2-го порадка. 

в) В каждой системе координат задаются числа 
ај, которые преобразуются так же, как и в 6), 
и ФУ определяется по формуле (4.24). 

Диады. Для того чтобы удобнее было вычис- 
лять линейные векторные функции, вводят фор- 
мально диадное произведение а: двух векторов 
а и ђ с обоими дистрибутивными свойствами: 


(са: + 9222). = о, (8::5) + а; (а :Б), 
а. (В.Б, + 86) = В, (а-Ъ,) + В, (а -ђ)); 


множители в произведении а-6 нельзя менять 
местами. Далее формально определяются правила: 


(а-Мс-а(м)”, с(а.һ)--(са)»ф (4.25) 

(а.б) * = (Б: а), (4.26) 

(ађхс=а (хс), сх (а:Б) = (сх а):Ь, (4.27) 
(а.б) (с-9) = (с) (а -д). (4.28) 


~ 


Под диадой понимают конечную сумму диадных 


9) (Бс) — скалярное произведение (см. 4.2.1.3). Умножение 
формального диадного произведения а:Ь на вектор дает 
некоторый вектор. 
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произведений 


Каждой диаде Ф можно приписать линейную век- 
торную функцию: 


п 


ФУ = » а; (У) 


ісі 


(ср. (4.25). Две диады Ф, Ф считаются равными 
тогда и только тогда, когда ФУ = ФУ для любых 
векторов У. Под УФ мы понимаем линейную 
векторную функцию 


УФ = > (Уадђ; 


1 


Если посредством равенства 


Ф* = у (а ђ)“ = 2 (га) 


ісі 


определить диаду Ф *, сопряженную с Ф, то можно 
записать УФ = ФҰУ. Всегда Ф** = Ф. Диаде 


схФ- Ус х (а; -ђ) = у (е х а;)-ђ; 


:=1 ізі 


(ср. (4.27)) ставится в соответствие линейная век- 
торная функция 


(сх Ф)У = у (с х а;) (;У). 


Если 


Р- > 6,4, 


-- другая диада, то произведению 


п 


ФУ = У (а Ь)(с;-4)- У, (е) (а, 9) 


ізі 1, ј = 1 


(ср. (4.28)) соответствует линейная векторная функ- 
ЦИЯ 


(ФУЈУ = | У а, (с) (4 У). 
Всегда (ФФ) У = Ф (ФУ). | 


Координатное представление диад. 


Если векторы а; һ,, входящие в Ф = У а, ·0,, 
ісі 


заданы в некоторой декартовой системе координат: 
а, = (ак), 1 + (ах), | + (ак). К, 
5, = (50, і + (6), + (Б), К, 


то, согласно формальному перемножению и обь- 
единению подобных членов, имеем 
Флай Вай наск + а) 1 + 4 + 
+а Как Рак | + ак К. (4.29) 


Новые числа ах, (ху ..., а, называются декарто- 
выми координатами диады Ф. Если в более обшем 
случае 


3 3 
а, = У (ак) е, р, = 2 (бр); е, 


121 ісі 


то после формального перемножения и обљедине- 
нил соответствуюших членов получаем 
3 
Ф= У аере. 


і, /+1 


Линейная векторная функция, 
зтой диаде, имеет вид 


3 з из 
ФУ = У ае (еу) = У (2 а) е; 


і, ј=1 је Меа 


соответствующая 


Числа а! называются координатами Ф относитель- 
но базисных векторов еј, е», ез. Они совпадают 
с координатами линейной векторной функции ФУ. 
В частном случае декартовых координат (е, =е! =і, 
е, =е? = ј, ез =е? = К) справедливы равенства а! = 
=а,„, а} = ау, аз = а,, и т. д. Под следом Ф пони- 
мают число 


брФ = а! + а? +а3 = а, + ду + а, 


которое не зависит от выбора декартовой системы 
координат (инвариант). 

Симметрические и антисимметри- 
ческие диады. Диада Ф называется симметри- 
ческой, если Ф = Ф%; Ф называется антисимметри- 
ческой, если Ф = — Ф“. В декартовых координатах 
(см. (4.29)) симметричность диады означает, что 
ау. = ду; антисимметричность 
диады означает, что а,, = фу=а,. = 0, Су = - а)», 
ах; = — даљ а, = - а.. Каждую диаду Ф можно 
представить в виде 


Ф =Ф, + Ф,; 


аху = Дух, а, = а: 5, 


1 
при этом Ф, = т (Ф + Ф*) - симметрическая диада 


1 
и Ф,- > (Ф — Ф*) — антисимметрическая диада. 


Чтобы геометрически осмыслить симметрическую 
диаду, поставим в соответствие каждой симметри- 
ческой диаде уравнение 2Ғ = гФг = 1, или, в декар- 
товых координатах, уравнение 


ах? + аууу? + а,22--2а,уху + 2а,.х2 + 2аууг = 1, 


которое является уравнением поверхности 2-го по- 
рядка (эллипсоид, гиперболоид, цилиндрическая 
поверхность) с центром в точке (0, 0, 0). Эта 
поверхность называется тензорной поверхностью. 
Ее уравнение принимает особенно простой вид 
(нормальная форма симметрической диады): 


Ах? + Му? + Ааг? = 1, 


если совместить оси системы координат с глав- 
ными осями тензорной поверхности. В декартовой 
системе координат Ф имеет вид 


Ф = ліі Ај: + АЗК К. 


Линейная векторная функция, соответствующая 
этой диаде, имеет вид 


Фг = А, хі + А уј + Аз2К. 


Если А> 0, А> 0, А > 0 (тензорная поверх- 
ность - эллипсоид), то вектор Фг получается из 
г= хі + уј + 2К путем растяжения в направлении 
трех координатных осей, или, что то же самое, 
в направлении главных осей поверхности. Собствен- 
ные значения А; определяются в результате реше- 
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ния уравнения третьей степени относительно А: 


а; — А Яху ах: 
аху ау- А а, -0 
ах, а: а, — А 


Главные оси В, удовлетворяют уравнению ФИ; = 
= Ад, 

Чтобы дать геометрическое пояснение антисим- 
метрической диады, запишем произвольную анти- 
симметрическую диаду в декартовых координатах 
в виде 


Ф=0т1—а4ј+ајК-+а,ј-1+ 0] — ај К— 
– ак ак“) + ОК: К. 


Соответствующая ей линейная векторная функция 
имеет вид 
і рК 
Фг=ахг= | а, а, а, 


ху 2 


Если положить а = фп и считать, что Фф мало, 
то Фг будет представлять собой бесконечно малый 
поворот. 

Векторный градиент. В 4.2.2.8 был рас- 
смотрен градиент векторного поля (а ргаа) У. Век- 
торным градиентом Ф векторного поля У называ- 
ется диада, для которөй при постоянном векторе а 
справедливо соотношение 


Фа = (а огад) У. 


Пишут: Ф = ггад-У; 
(У = Га + И] + У) 


В декартовых координатах 




















пад. у ЕТОЙ, 
5 = 9х дх дх 
ди, ди. ди, д, _ ду, 
ду ду БЕТ 792 д2 д2 
ди, (М) 


Так как координаты этой диады за- 


Эх" 
висят от точки М, то в каждой точке М находится 
своя диада (поле диад). Для (а етай) У получается 


(а ггад) У = а (ргад · У) = 


а ды а 42: +а 2-р» 
* дх У ду 5 02 





+ ду, + ду, 0 | ду, Ял 
х А 4: --- 
8 0х 1 0 у аа 1 
ду, ОИ. ОИ. 
т = + а, — | К. (4.30 
Ч Эх + а, ду 7 23 (4.30) 
Диады Ф, Ф, (Ф = Ф, + Ф,), соответствующие 


Ф = рга. У, имеют вид 


ЖЕНЕ ду, ОГ, ра 
57 дх 21 дх ду ! 


1 (ӘР, ОГ, . ду, да, . 
+5 к —+ рі- 





























дх 02 21 дх ду 
ду, 1 (ӘУ, та 
;. Биг 20-04 „К + 
+ ду ЗЕ 02 ! 
1 (67 дү 1 (ОИ. =>) . 
— 2 х К.1+—|— + — К. + 
+ (32-28 +5 (5. да “1 
и. 
+ ок: 
02 


ВЕКТОРНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 











1 У, ду. 
Ф = — — = _ х.к 
472 2 Ний "> ДЕ д2 ) к 
у, 
ЕНЕ ди д К 
2 ду. С 02 
1 (ӘУ, ДР, Гид ду 
- к. | |К. 
21 6х 02 2 \ ду 02 
При помощи этих диад можно записать разложе- 


ние векторного поля в первом приближении в виде 


У (г) = У (го) + (г — го) ггад) У (го) = 











= У (го) + (г — го) Фе + (г — го) Фа; (4.31) 
Ф,, Ф, вычисляются в точке го. Далее, 
1 
(г — го) Ф, = > го! У (го) х (ғ- го). (4.32) 


Механический смысл. Пусть при дефор- 
мации упругой среды точка М (г) перемещается 
вг =г-+ У (г) (У (г) — вектор сдвига). Если исследо- 
вать У (г) в малой окрестности г, то соотношение 
(4.31) показывает, что деформация состоит из пере- 
носа (У (го)), растяжения ((г — го) Ф.) и бесконечно 
малого поворота ((г — го) Ф,), причем ось поворота 
имеет направление го У (го), а угол поворота — 


1 
величину > 1194 У (го) | Величина Ф, называется 


тензором деформациц. Нараду с ним важную роль 
играет тензор напряже- 
ний Ф. Пусть задана упру- 
гая среда, находяшаяся 
под воздействием сил 
напряжения. Для поддер- 
жания равновесия выде- 
ленного элемента с обь- 
емом р (рис. 4.51) в каж- 
дом малом элементе нуж- 
но к каждому элементарному кусочку его границы 
с нормалью п, направленной во внешнюю сторо- 
ну, приложить силу, имеюшую величину 


Рис. 4.51 


= (Ч п) А5 = У А8. (4.33) 


Диада Ч (тензор напряжений) симметрична и зави- 
сит от поверхностной точки М. Поверхностные 
силы, действующие на р, равны, таким образом, 


Е = 445. 


Диада Ч (тензор напряжений) симметрична и за- 
висит от поверхностной точки М. Поверхностные 
силы, действующие на о, равны, таким образом, 
8 $ 45. 

Дивергенцияи ротор. Аналогично 4.2.2.6, 
4.2.2.7 определяются для диад дивергенция и ротор: 





45 Ф 
Пу Ф = Іт 8 , (4.34) 
р—0 0 
48 х Ф 
Коф = іш 14552 (4.35) 
2-0 0 


Если Ф имеет в декартовых координатах представ- 
ление (4.29), то 
. дах 0 д 
Пу Ф = + бух + 04... 
дх ду 02 


дау дау да, \. да,. да». да. 
Уу 4 У х2 02 у. 
«(да 4а, 00 (әх | ду | ог)“ 
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л 
“(22 Е ер ‚(= БЕЗДІ 
02 
дах да . 
С 
дх 
с да 
К.К. (4.37 
(2 .) (437) 


Если Ф представить в виде Ф =а; 
то получим, что 


Юру Ф = (Фуа!) 1 
Ко! Ф = 


а) аз: К, 


+ (фу ал) ) + (фу аҙ) К, 
(гоѓа;) -і + (гога): ј + (го аз) К. 


(4.38) 
(4.39) 


Вычисление диад при помощи опе- 
ратора Гамильтона. Используя оператор У 


(см. 4.2.2.2), можно формально записать: 


вгай. У = 7. ү, (4.40) 
Пу Ф = УФ, (4.41) 
Ко(Ф = У х Ф. (4.42) 


Формулы (4.17) и (4.21) также справедливы для 
диад. 


4.3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ 


В дифференциальной геометрии кривые линии 
(плоские и пространственные) и поверхности изу- 
чаются методами дифференциального исчисления; 
поэтому функции, входящие в уравнения, предпо- 
лагаются непрерывными и имеющими непрерыв- 
ные производные до того порядка, который необ- 
ходим по характеру исследуемого вопроса. Это 
условие может нарушаться только для отдельных 
особых точек кривой или поверхности (например, 
для точек разрыва или излома кривой). При изу- 
чении геометрических образов по их уравнениям 
различают свойства, зависящие от выбора системы 
координат (например, пересечение кривой или 
поверхности с осями координат, наклон касатель- 
ной, точки максимума или минимума и т. п.), 
и инвариантные свойства, не изменяющиеся при 
преобразовании системы координат и принадле- 
жащие собственно кривой или поверхности (напри- 
мер, точки перегиба, вершины кривой, кривизна, 
кручение и т. п.). С другой стороны, различают 
локальные свойства, относящиеся к весьма малым 
частям кривой или поверхности (например, кри- 
визна, линейный элемент поверхности, угол между 
кривыми в точке пересечения), и свойства кривой 
или поверхности в целом (например, число вершин, 
длина замкнутой кривой, площадь замкнутой по- 
верхности). Локальные свойства изучают обычно 
при помощи формулы Тейлора. 


4.3.1. ПЛОСКИЕ КРИВЫЕ 


4.3.1.1. Способы задания плоских кривых. Урав- 
нение плоской кривой. Плоскую кривую аналити- 
чески можно задать одним из следующих способов: 

в декартовых координатах: 

в явном виде: 


у= у(х), хє<а, Б>; (4.46) 
в неявном виде: 
Е (х, у) = 0, (х, ујеб; (4.47) 
в параметрическом виде: 
х-х(), у= у(0), гє<а, Ву; (4.48) 


Пример 15. 
|руФа = ||| 42 (УФ) = # 48 Ф (4.43) 
а а да 
(теорема Гаусса — Остроградского). 
Пример 16 
Ш Ко! Ф ду = Ш 4: (У х Ф) = 3 48 х Ф. (4.44) 
Пример 17. 
1|46 КогФ -1(45(У х Ф) = || (45 х У)Ф = ф аф (4.45) 
2 > > С 
(теорема Стокса). 
в полярных координатах: 
р=р(ф), феса, Ву, (4.49) 


где Са, 5» — промежуток на числовой прямой, С — 
область на плоскости. 


Пример 1 (рис. 4.52). а) у=зшх; б) х= ?, у= г?; 
в) р = аф, а> 0. 





Рис. 4.52 


Положительное направление кривой соответст- 
вует возрастанию х (см. (4.46)); Е (см. (4.48)), 
Фф (см. (4.49), 

Переход от неявноговидак явному. 
Если (хо, уо) - точка кривой, т.е. Е (хо, уо) = 0 
и Е, (хо, уо) = 0, то уравнение Е (х, у) = 0 в некото- 
рой малой окрестности точки (хо, уо) можно одно- 
значно разрешить относительно у: у = у(х). Кроме 
того, справедливы формулы 


у (х) = -- Е. (х, у (х) 
Е, (х, у(х)” 
у - (Е)? Ез, + 2Е,ЕуЕ;у – (Е)? Ез, (4.50) 


(ЕУ 
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Если Е; (хо, Уо) # 0, то можно разрешить урав- 
нение Е (х, у) = 0 относительно х: х -х(у); тогда 
в формулах (4.50) следует поменять местами х и у. 
Если же Е, (Хо, уд) = Ғ, (хо, уд) = 0, то точка (хо, уо) 
называется особой точкой (сингулярной точкоц) 
(см. 4.3.1.3). 

Переход от параметрического вида 
к явному. Обозначим производные от х!(!), у(4) 
через х (7), у (1). Если Х(10) # 0, то уравнение х = х(1) 
можно разрешить в некоторой малой окрестности 
го относительно ! (г -(х)). Тогда получим уравне- 
ние в явном виде: у -/(х) = у(Е(х)). Справедливы 
равенства 
ху — ух 


а у (1 
= 5 20 "= цэ (451) 


ах хх’ 
Если у (0) # 0, то у = у(г) можно разрешить отно- 
сительно ! (г = г (у)) и получить х =9(у) = х (# (у)); 
в этом случае в формулах (4.51) следует поменять 
местами хи у. При х (+) = у (1) = 0 точка кривой, 
соответствующая значению ! = 1, называется осо- 
бой (сингулярной) точкой (см. 4.3.1.3). 
4.3.1.2. Локальные элементы плоской кривой. 
Касательная к кривой в точке М определяется 
как предельное положение секущей, проходящей 
через М и соседнюю точку М кривой, при условии, 
что М стремится к М (рис. 4.53). 





/ 


ж 


“Хм 





Рис. 4.53 


Рис. 4.54 


Нормаль - прямая, перпендикулярная касатель- 
ной в точке касания М. Направление на касатель- 
ной и нормали выбирается так, как показано на 
рис. 4.54, т. е. положительное направление касатель- 
ной указывает в сторону положительного направ- 
ления кривой, а положительное направление нор- 
мали получается при повороте положительного 
направления касательной на 90% против часовой 
стрелки. Вектор касательной % (вектор нормали 8) 
представляет собой единичный вектор, совпадаю- 
ший с положительным направлением касательной 
(направлением нормали): 


Е+У (хо)ј 


- у (хо) 1 +} 
У1 + у? (хо) 


УГ [+ У? (хо). 


Форма задания кривой 


у -уо= у(х – х) 


(ЕО: – 59 + (Еду(х – хр = 0 


У-у 


Уо Хо 





Здесь уо = у (хо), Уо = У (го), (Ру) = Е, (хо, Уо) и т. д. 
(см. (4.50), (4.51)). 


Уравнение касательной в точке (Хо, Ур) 


Хх — Хо 


Пример 2. Кривая у = $тх; у = соѕ х. Уравнение ка- 
сательной в точке (хо, Уо) имеет вид у- 511 хо = (х — Хо) с0$ Хо; 
в частности, при хо = уо=0 у = х. 

Пример 3. Кривая Р(х, у) = х? + у? — 25 = 0 (окруж- 
ность радиуса 5); Е; = 2х, Е; = у. Уравнение касательной 
в точке (хо, уо) имеет вид 2хо(х- хо) + 2уо(у- уо) = 0; так 
как ха + уд = 25, то ххо + ууо = 25; в: частности, при хо = 3 
и уо = 4: Зх + ду = 25. 

Пример 4. Кривая х = г, у = г; х = 21, у = 32. Урав- 
нение касательной в точке (хо, Уо), где Хо = 72, уо = 18, имеет 


вид 38(х- хо) – 20(у- уо) = Таким образом, у= 
= 20 - 444 при (050. 


Для плоских кривых приняты следуюшие обо- 
значения (рис. 4.55). 





Рис. 4.55 


а) В декартовых координатах: 


МТ - И + уз (отрезок касательной), 





ММ =|уүу1+у?| 
рт= | 
у 


(отрезок нормали), 
(подкасательная), 


РМ = | уу | (поднормаль). 


б) В полярных координатах: 


г = | тур 


(отрезок полярной 











касательной), 
М' = Ир? + р' (отрезок поларноц нор- 
2 мали), 
, р 
ОТ = ” (полярная подкасательная), 
№ = |р | (полярная поднормаль). 


Угол ф между двумя кривыми у = у, (х) и у = 
= у, (х) в общей точке (Хо, уо) равен углу между 
положительными направлениями касательных (из- 
меренному против часовой стрелки) и может быть 
вычислен по формуле 


уз (Хо) - ул (Хо) _ Ха (10) Уз (о) - Х; (го) Ул (10) 
1 + уа (хо) у2 (Хо) Ха (го) Ха (10) + Ул (го) Уз (00). 


Таблица 4.5 


%Ф- 


Уравнение нормали в точке (хү, Уз) 


— у0(7 - у) = 
(Е )о (у — Уо) = (Е, узо (2 = Хо) 
Хо (х — хо) + Хо (у – Уо) = 0 


х-ж 


Длина дуги кривой у = у(х) (х = х!(!), у=у(1)) 
между точками М, (хи, у!), М(х, у) (рис. 4.56) 
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М; вычисляется по формуле 
х; 
м $ = ГИт+у? (х)ах = 
хү 
5 
Рис 4 56 = |үх (0) + 2 (04 
1 
здесь х; = х(!,), і = 1, 2. 


Дифференциалом длины дуги называется вели- 
чина 


4; = И 4х? + дуг = 
Этот дифференциал в первом приближении равен 
расстоянию между точками М, и М», когда эти 
точки находятся на достаточно близком расстоянии 


друг от друга. Для кривой р =р(ф) в полярных 
координатах длина дуги равна 


Ф; 
5= |ф- Т Ир? + р? + р’? аф, 
Ф! Ф, 


а дифференциал длины дуги составляет 


48 = Ир? + р? 4. 


Если через о(М) обозначить угол между поло- 
жительным направлением оси х и положительным 
направлением касательной в точке М (измеренный 
против часовой стрелки), то кривизна К кривой 
в точке М определяется как предел 


(где 6 = а(М)- а(М) — угол смежности, а | ММ | – 


длина дуги кривой между точками М и М; 


рис. 4.57). Для прямой имеем К + 0. Чем больше 
| К |, тем сильнее изогнута кривая. 


К>0 





8 


Рис 457 Рис. 4.58 


Представление о знаке К дает рис. 4.58. 


Таблица 4.6 


Способ задания 


8 Кривизна К в точке М 
кривой 


-ЕРЕ + 2Е ЕЕ - ЕРЕ), 
(Е2 + Бъри 


ху- ху 
(х2 + ууу 
р? + 2р/2 — рр” 

(р? + р'2)2/2, 


уі + уз (х) х = ИО + ј (04. 


точки перегиба: 1 3. - 





Пример 5. 1) у=ећх, К-1/сһ2х 


243 04135 ко 6 . 
2) х+ 1“, у=, К ато! 
2 
2 2 2 = а . 
3) у-х - а ТОКО бал уураг 


1 + 2 
4) р = аф, К-а ТЕТЕ 
5) у? + х? = а?, К = Ма. 

Кругом кривизны в точке М кривой называется 
предельное положение окружности, проходяшей 
через точку М и две другие близкие точки Ми Р 
(рис. 459), когда Ми Р 
стремятся к М. Радиус этой 
окружности называется ра- 
диусом кривизны К. Справед- 
ливо равенство Ё = 1/| К | 
(К — кривизна). Центр С кру- 
га кривизны называется 
центром кривизны. 

4.3.1.3. Точки специально- 
го типа. Точка М кривой на- 
зывается точкой перегиба, 
если касательная в точке М пересекает кривую 
(см. рис. 4.58, в), так что в точке перегиба К = 0, 
и если К меняет знак в точке, то это — точка 
перегиба. Чтобы найти точки, в которых К = 0, 
необходимо, согласно табл. 4.7, решить следующие 
уравнения: 


у= у(х): К = у" (х) = 0, 





М. 


Рис 4.59 


Е(х, у) = 0: К = ЕЕ — 2Е,Е,Е", + Е,Е,? = 0, 
Е? + Ба; 

х-х(), у-у(): К-Ху-)Х-0, Х2 +)? 20: 

р=р(ф): Кр? + 2р? — рр" = 0, р?ар?ж0. 


Затем достаточно проверить, меняет ли К знак 
при прохождении через найденную точку. 


Таблица 47 


Способ задания 


~ Координаты 6, п центра С кривизны 
кривой 


У ( иу 


и 


у 
х (Гу?) 


Е. (Е'2 + ЕР) 
— БЕД ЕЕ + ЕЕ", ` 
22 Е,(ЕЙ-ЄЕУ) Ш 
ЕЕ — БЕБЕ + ЕЛ, 
у (е +). 
хў рх 
х(Х + 17) 
ху- ух 
(р? + р?) (р сов ф + р’ біп Ф) 
р? + 2р? — рр" 
(р? + р’?) (р зт ф- р” сов Ф) 
р? + 2р? — рр" 





2г” 
ЊЕ Е хх 








6 =р с0$ ф — 


М 





м =р біп Ф- 








1 ” 2 (! — 3х2) 
У Я - у Гогда У = 


= 0 при х, з = + 1/3. При переходе через каждую из точек 


Пример 6. у= 


Хү, величина у” меняет знак; следовательно, существуют две 


3 4.3 
150 


уе 37 
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Пример 7. Еге х? – у? – а? = 0 (гипербола); Е, = 2х, 
Е, = —2у, Е", = 0, Е = — Е", = 2; К = 8у: — 8х7. Уравнения 
хі — у2 — а? = 0, х? -– у? = 0 несовместны при а 0; таким 
образом, у гиперболы нет точек перегиба. 


Пример 8. х=а г за: уна - 3 сом) (уко- 


роченная циклоида); Х = 4! - 1, сов ) у= зна , Х= 


2 
511, ў = 4 соз, Ке 5 (2 сов! — 1); точки перегиба: 


в = += + 236 (к= 0, 41, +2, ...). 


| 1 1 3 1 2 
Пример9.р =—=_, К = — + - = - 1); 
римерд.р у „НУ ар аа % 


Ф- 3 - точка перегиба. 


Точки кривой, в которых кривизна К имеет 
экстремум (максимум или минимум), называются 


Рис. 4.60 


вершинами; например, эллипс (рис. 4.60) имеет 
вершины в точках А, В, С, О. 

Особые точки кривых в параметри- 
ческом представлении. Если кривая задана 
в виде х=х(1), у=у( и Х(о=у(о)=0, то, 
согласно 4.3.1.1, задание кривой в окрестности 10 
в виде у = у (х) или х = х (у) не всегда осуществи- 
мо. Поведение кривой в окрестности іо исследуют, 
используя разложение по формуле Тейлора (х, = 
= х (10), Уо = у (0)): 


1 1... 
х = хо + тү 3 (бо) (6 — то) + 31 Х (0) (С — 10) +..., 


1 1... 
у = уо + г) (о) (е — 10): + зт у (го) (Е — 10)? +... 


і<і, 


#>4, 





8) (Той) 
Рис. 4.61 


Пример 10. х = хо + (! - (0)? +... у=у+(- 1) +... 
(точка возврата, рис. 4.61,а). 

Пример 11. х = хо + (1 — 10) +... у = уо + (1 — го) – 
— (! — (0) +... (точка возврата, рис. 4.61,6). 

Пример 12. х=хо + (! — 10): + (1— 7 +... у = уо + 
+ (1 — 6,)? — (1 — (0) +... (кривая кончается в точке (Хо, уо); 
рис. 4.61, в). Для вычисления наклона касательной необходимо 
найти предел 

іт 0 = Уо. 


1-10 х (1) — хо 


Для упрощения исследования часто рекомендуется сде- 
лать замену переменных т = / – 1, & = х – хо, П=У- № 


Особые точки кривых, заданных в 
неявном виде. Если кривая задана в виде 
Е (х, у) = 0 и Е(хо, уо) = Ех (хо, уо) = Еу (хо, Уо) = 0, 
то согласно 4.3.1.1, в окрестности точки (хо, уо) 
задание кривой в виде у = у(х) или х = х (у) может 
оказаться невозможным. В этом случае осушеств- 
ляют разложение по формуле Тейлора в окрест- 
ности (хо, уо). Разложение до членов 2-го порядка 
имеет вид 
Е = а(у – уо)? + 26 (х — хо) (у — уо) + 

+ с (х — хо)? +... = 0, 


где а = Е, (Хо, уо), В = Е, (хо, уо), с = Е, (хо, уо), 


А = ас — Б?. 


Если не все коэффициенты а, Р, с равны нулю, 
то решение квадратного уравнения а(у- уо)? + 
+ 2 (х — хо) (у — уо) + с (х — хо)? = 0 дает уравне- 
ния касательных к кривой в точке (хо, Уо). 

Случай 1. аж0. Уравнения касательных 
имеют вид 


х-х 
у уо = (Ьу -А) — = (х – хо) 


Если А>0, то у= уо, х = хо — единственное 
решение ((хо, уо) - изолированная точка кривой; 
рис. 4.62, а). Если А < 0, то через (хо, Уо) проходят 


(22; ур) 
\ (20,4) 


а) 0 


(2.4) 
0290 
(20,40) же 

8) 2) 

Рис. 4.62 

две ветви кривой с наклонами касательных, рав- 
ными К+ (хо, уо) - двойная точка; рис. 4.62,6). 

Если А = 0, то соотношениями х-—хо = 
= Ес05у - узпа, у – у, = 5 чпа + п сова, ва = 
= — Б/а вводится новая система координат (сдвиг 


начала координат в точку (хо, Уо) И поворот на 
угол 9). Тогда получим 


Е= (а + 0) 1: +... = 0. 


При рассмотрении зтого уравненил нужно при- 
нимать во внимание члены более высокого (выше 
второго) порядка. Здесь могут встретиться: изоли- 
рованная точка (см. далее пример 14), точка 
возврата (пример 15), точка самоприкосновения 
(рис. 4.62,6, пример 16). 

Случай 2. а = 0, сж) (сводится к случаю 1, 
если поменять местами х и у). 

Случай 3. а= 0, с= 0, Б # 0. Имеются две 
ветви кривой с касательными у = уо, х = хо (двой- 
ная точка). Преобразованием координат х — хо = 
= 1 – 6, у-уу = 1 + 6 получаем, что Ё = 
= 2р (п? — #2) +... = 0 (случай 1). 

Если все коэффициенты а, 5, с равны нулю, 
то следует рассмотреть члены 3-го или п-го по- 
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рядка разложения по формуле Тейлора. В этом 
случае могут встретиться точки кратности п 
(рис. 4.62, г). 


Пример 13. Е (х, у) = (х? + у2)? — 2(х2 — у?) = 0 (лемни- 
ската): 


Е, = 4х (х? + у? – 1), Е, =4у(х? + у: + 1). 


Система Е, = Р, == 0 имеет три решения: (0, 0), (1, 0), 
(— 1, 0), но только (0, 0) удовлетворяет условию Е = 0. Так 
как аз Р, (0, 0) = 4, Б = 0, с= —4, А жас – Б? = – 16 < 0, 
то (0, 0) — двойная точка; уравнения касательных: у = + х. 

Пример 14. Е (х, у) = у? + х“ = 0; кривая состоит толь- 
ко из изолированной точки (0, 0). 2 

Пример 15. Е(х, у) ву? — х? =0, у= + Ихз; кривая 
определена только при х >0; (0, 0) — точка возврата с го- 
ризонтальной касательной. 

Пример 16. Е(х, у) жу? — х* = 0, у = + х?; обе ветви 
кривой касаются друг друга в (0, 0) — точке самоприкосно- 
вения. 


Особые точки кривых, заданных 
в полярных координатах. Пусть мы имеем 
р = (Ф). Если Нт/(Ф) = 0 при ф— + оо или ф— 
> - оо, то р = 0 — асимптотическая точка (вокруг 


—. ЊУ „7 
< 
РА м 4 
/ “ 
/ 
а) 6) 
Рис. 4 63 Рис. 4.64 


этой точки кривая закручивается бесконечное число 
раз, неограниченно приближаясь к ней; рис. 4.63). 


Пример 17. р = ае, Шт ае”-0 (логарифмическая 


Ф-- 
спираль). 

Кривая, заданная выражением у -/(х), имеет 
при х = хо точку разрыва (рис. 4.64, а), если функ- 
ция /(х) в этой точке испытывает скачок. В точ- 
ках разрыва первой производной кривая скачком 
меняет свое направление (точка излома; рис. 4.64, 6). 


Пример 18. /(х) = 0 при х<0, /х)ші при х>0 
(х = 0 — точка разрыва). , 
Пример 19. /= |х|} /' = – 1 при х < 0, /' = +1 при 
> 0 (х = 0 – точка излома). 


В общем же случае все точки, в которых кривая 
ведет себя так же, как на рис. 4.61 — 4.64 (незави- 


симо от способа представления), называются осо- 
быми точками кривой. Обратим внимание на то, 


что в случае параметрического задания кривой 
ветствуют различные значе- 
а) удобно перейти к неявной 
кривая какой-либо своей 
эта часть (бесконечная ветвь 

Рис. 4 65 
рой кривая неограниченно приближается или с 


определение двойных точек очень затруднительно, 
так как двойной точке соот- 
=_= 
2 ния параметра. В этом случае 
форме задания. 
4.3.1.4. Асимптоты. Если 
УС частью неограниченно удаля- 
5 ется от начала координат, то 
кривой) может иногда иметь 
асимптоту — прямую, к кото- 
одной стороны (рис. 4.65, а), или пересекая ее 
(рис. 4.65, 6). 


Параметрический вид. Если кривая за- 
дана в параметрическом виде: х =х(1), у = у (1), то 
для нахождения асимптот ищут значения 1 = г; 
такие, что х (г) + о или у()- со при Е» Е 0. 

В случае, если 

1) х (1) > оо, но у( эа ж оо, прямая у = а явля- 
ется горизонтальной асимптотой; 

2) у(1)-» оо, но х (1) а # оо, прямая х = а явля- 
ется вертикальной асимптотой; 

3) у(1)- оо, х()-> оо, необходимо вычислить 


К = Пт ђ = Іт (у()- Кх (1); 

т» 1 

если оба предела существуют, то кривая имеет 
асимптоту у = Кх + 6. 

Явный вид. Если кривая задана уравнением 
вида у = у(х) и существует число а такое, что 
у > оо при х>а + 0 или при х >а — 0, то прямая 
х = а – вертикальная асимптота. Для определения 
горизонтальных и наклонных асимптот у = Кх + 5 
при хэ + оо вычисляются пределы 


і- ша 70) Б па 


х> + Х х— + со 





(у (х) - К), 


если они существуют (аналогично для х-> - о). 
п 





Пример 20. х = ужн((  Г-1, т> 0, п> 0, ғ; = 


соѕ г’ 
т т 
== Ё. = ----, .., 
22 2” 
Їл х(Иһ- Пт  у()=+0, 
1-11%0 1-13%0 
Ке т 9 (біп! — 10$ Г) = -", 
г т 
Бъ (іт [ао 
=" іт біп! — 10081 — | - 
17, сов! 
=" іт сови - сов! + 15! тт. 
— ап! 2 


Е 1 


симптота: у  их/т — тт/2. 
Аналогично для Г, получаем асимптоту у = пх/т + пту/2 
и т. д. 


Алгебраическая кривая. Пусть кривая 
задана в виде Е (х, у) = 0, причем Е (х, у) является 
многочленом от х и у (т – наибольшая степень х). 

1) Горизонтальная асимптота у = а. Положим 
х = 1/5 и умножением на Е" уничтожим Е в зна- 
менателях. Если получающееся таким образом 
уравнение С (Ё, у) = 0 имеет (неизолированное) ре- 
шение у= а, & = 0, то прямая у = а является 
горизонтальной асимптотой. 

2) Вертикальная асимптота х = а. Чтобы ее 
получить, следует в случае 1) поменять местами 
хи у. 

3) Наклонная асимптота у = Кх + Б. Подставим 
у = Кх + Бв Е |», у) = ди расположим члены полу- 
ченного таким образом многочлена по убывающим 
степеням х: 


Е (х, Кх + Б) = ју (К, Б) х" + (К, Б) х" +... 


Если уравнения /, (К, Б) = 0, №, (К, Б) = 0 имеют ре- 
шение, то у = Кх + Ы является наклонной асимп- 
тотой. 


Пример 21. Е(х, у) = х у-1)-2Х-1-0, х 


=> 


зо пж -1=0 (у = 1) + 25 – #2 = 0. 
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Для 56-40 н тем самым для х— + оо получаем, 
что у— |; у = | — горизонтальная асимптота. 


Пример 22. Е(Х у) х (у – 1) + 2х – 1 = 0, УЕ 
(п) нака х? (1 — 8) + 2х6 —Б = 0, х=(-Е + 


+ Угуп – 2). 


Для 5-40 и тем самым для у- + оо получаем, 
что х > — 0. Следовательно, х = 0 является (односторонней) 
вертикальной асимптотой. 

Пример 23. х"-у”-3аху-0 (декартов лист), 
Е (х, Кх + Б) = (1 + А) х З (К2Ь — Ка) х2 +... полагая 1+ 
+ К3=0 и К2Ь — Ка = 0, имеем сисгему с решением К = - 1, 
Б = — а; уравнение асимптоты: у = — х- а. 


4.3.1.5. Эволюта и эвольвента. Эволюта данной 
кривой представляет собой кривую, состоящую 
из центров кривизны данной кривой. Она же 
является огибающей нормалей этой кривой. Пара- 
метрический вид уравнений эволюты Е = Е (х), 1 = 
= 1 (х) или 6-6(), п -11(/) можно получить на 
основании формул табл. 4.7, положив там у = у(х) 
или х = х(!), у = у(!). 

Пример 24. Найдем эволюту параболы у = х2. Соглас- 
но табл. 4.7 


Ехо хиа) — -43, п=х+ Цас 1+ 6х? 


2 
Если положить х = !, = х, т = у, то будем иметь урав- 
нение эволюты в параметрическом виде х = ~ 413, у = 
| + 6/2 1 х 173 
=. или, после исключения 1, в виде у = 2 + 3 4 
(рис. 4.66). 


Звольвента. Если кривая Г, является зво- 
лютой Г,, то Г, называется эвольвентой (инво- 
лютой) кривой Г;. Каждая нормаль МС звольвен- 
ты является касательной к зволюте. Длина дуги 
~ 
СС, эволюты равна приращению радиуса кри- 


визны эвольвенты (рис. 4.66): СС, = М,С, – МС. 


ЭВольбенты 





Рис. 467 


Рис 466 


На основании этих свойств эвольвенту Г, можно 
считать «развертывающей» кривой Г,, получаю- 
щейся из Г, разматыванием натянутой нити. Дан- 
ной эволюте соответствует семейство эвольвент, 
каждая из которых определяется первоначальной 
длиной натянутой нити (рис. 4.67). 

Для нахождения эвольвенты на основании фор- 
мул из табл. 4.7 получаем систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 

4.3.1.6. Огибающая семейства кривых. Под оги- 
бающей семейства кривых понимается кривая, 
которая в каждой своей точке касается некоторой 
кривой из заданного семейства. Обе прямые на 
рис. 4.68 представляют собой огибающие семейства 
окружностей. Если семейство кривых задано в виде 





Рис. 4 68 


Е (х, у, С) = 0, то уравнение огибающей получают, 
исключая С из пары уравнений 


дЕ 
— (ху С) = 0. 
эс 0%) ) 


При этом необходимо, чтобы выполнялись нера- 
венства Ғссж0; Е, су- Е, Сх + 0. 


Е (х, у, С) = 0, 


Пример 25 (рис. 4.68). Е = (х – С)? + у? – г = 0, г = 
= сопз! (семейство окружностей); Ес з —– 2 (х – С) = 0, ЕСС = 
= +2 0. Исключая С из этих уравнений огибающей, 
получим у? — г? = 0, т. е. две параллельные прямые. 


4.3.2. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ КРИВЫЕ 


4.3.2.1. Способы задания кривых в пространстве. 
Кривая в пространстве обычно задается в пара- 
метрическом виде: 


у= у(0), 2=2(0), (4.52) 


гдеа << В (— о Ха, В < + оо). Если обозначить 
черезг = хі + у] + 2К радиус-вектор точки М (х, у, г), 
то (4.52) можно записать в векторной форме: 


г (1) = х(0)і + у()] 42(0К. (4.53) 


Производные по г будут обозначаться точками; 
например, х (г) представляет собой первую произ- 
водную от х(4) по г. Будем писать 
г. ОТОГ 

г = (0) = х (01 + У(0] + 2 (0 К. 

Положительное направление на кривой в про- 
странстве соответствует увеличению значения пара- 
метра і. Кривую в пространстве можно задать 
и как линию пересечения двух поверхностей: 


Е(х, у, 2) =0, С(х,у,2)- 0. 


4.3.2.2. Локальные элементы кривой в простран- 
стве. Длина дуги между двумя точками Мои М 
пространственной кривой, соответствующими зна- 
чениям параметра го, І, равна 


х = х (7), 


г -- (0, 





5 = [4 (4.54) 
то 
45 = И(х (0): + (9 (6)? + (2) 4: = 
ах ү? ах 
- (4) йё = Л: й = |аг |. 








Если зафиксировать точку Мо, то в качестве но- 
вого параметра кривой можно ввести 5 (нату- 
ральный параметр); 5 положителен, если М следует 
за Мо (в смысле задаваемого при помощи і поло- 
жительного направления). Тогда получим х = х (5), 
у=у($), 2 = 2 (5), или г = г (5). 

Разложение в рад Теилора. В окрест- 
ности точки М, соответствующей длине дуги $; = 
= МоМ1, справедливо равенство 


а 1 44 
г (5) = г (51) + аан, - 51) + 27 аж ($ — 51)? + 
1 азу ($1) 
+ ын (8 — 513 + ..., (455) 
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или в координатной записи (для х (5)) 





ах (81) 1 42 х (51) 
х (5) = Х (51) + 7 (5 — 51) + да 6-5 + 
1 4х ($1) 
3" 3 6 -- 51)3 +... 


Если заменить 5 на І, то соответствуюшие фор- 
мулы будут справедливы для г(!). 
ат (5) 
45 
совпадает с направлением касательной в точке М 
и указывает в положительном направлении кривой. 
Главная нормаль и кривизна. Еди- 
421 (5) 
42” 
называется вектором главной нормали к кривой 
в точке М. Справедливы равенства 
42г (5) 


724 = Къ 


- а?х (5) \? а? у (5) Ү 422 (5) 42 
к) (С) (Са). 


Коэффициент К > 0 называется кривизной кривой 
в точке М. Величина К = 1/К называется радиусом 
кривизни. В случае плоской кривой кривизне припи- 
сывают еше знак + или — (см. 4.3.1.2). Если 
кривизна во всех точках кривой равна нулю (К = 0), 
то мы имеем дело с прямой в пространстве. 
Сопровождаюший трехгранник. Век- 
тор касательной % всегда перпендикулярен вектору 
главной нормали п. Если дополнить | и п перпен- 
дикулярным к ним единичным вектором б = х в 
(вектор бинормали) до правой тройки единичных 
векторов, то получим тройку векторов 4, п, В, 
которую называют сопровождающим трехгранни- 
ком в точке М пространственной кривой (рис. 4.69) 





Касательная. Единичный вектор ! = 





ничный вектор п, сонаправленный вектору 








Спрямляюшая 
плоскостиђ 







Бинормаль 


Соприкасающаяся 
плоскость 


Главная 
нормаль 


Нормальная 
плоскость 


Рис. 4.69 


Согласно формуле (4.55), кривая с точностью до 
членов 2-го порядка малости лежит в плоскости, 
натянутой на | и а (соприкасаюшаяся плоскость), 
на п и һ натянута нормальная плоскость, на 4 
и 6 — спрямляющая плоскость. 

Кручение. Кручение пространственной кри- 
вой г = г(ѕ) в точке М (5) определяется формулой 


Т = у = Е? (4 (5/45, 4% (5)/45°, азг (5)/45") = 


х у г 
х” у” 2 ” 

” и! т 
х у 


(х' – первая производная 2 
по 5 ИТ. д.). Если кручение 
во всех точках кривой 
равно нулю (Т = 0), то мы 
имеем дело с плоской 
кривой. Если в некоторой 
фиксированной точке М, 
кручение Т = 0, то, со- 


гласно формуле (4.55), 
кривая в окрестности 
точки М, с точностью 


до членов 3-го порядка 
представляет собой плос- 
кую кривую. Знак Т по- 
зволяет определить на- 





правление закручивания 
кривой; Т> 0 означает, Рис. 470 
что для наблюдателя, ис. + 


стоящего на соприкасающейся плоскости, натяну- 
той на +, п, в направлении һ кривая закручивается 
вверх против часовой стрелки (правый винт; 
рис. 4.69); Т < 0 соответствует левому винту. 

Общий параметрический вид. Если 
кривая задана в виде (4.52), то 





ка ТОРЕ _ 
К? (ё2)3 
(х2 + 72+ 22) (2 + уг + 22) - (х + ру+ 22) 
и "хара 
ху2 (4.56) 
хуг 
1 ЕРТ ху 2 
ге з рути" 


Пример 26. Вычислим кривизну и кручение вин- 
товой линии 


х = ас05!, у= аѕіпг, 2 = Ы, а> 0 


(Б > 0 — правая винтовая линия, рис 470, Б < 0 – левая 
винтовая линия). Заменим параметр | длиной дуги 


г 2 
ъ= [р + у + 2 а = гра? +; 
0 


тогда 


8 . 8 58 
у= аѕўп =, = шта 
Иа? + Б? Иа? + Б? 





Хх = а 60$ 





Иа? + Б? 
таким образом, кривизна 


К - дхү а?у л Фу а - 
ЕТ Уље) Тал а?) = 12462 


постоянна. Согласно (4 56), кручение 
—изпг асов! Б 





-асо51 —азтп! 0 


г (#3) аѕіпг —асоз! 0 ђ 


а [(– а ѕіп 1)? + (а соѕ 1)? + 5217 ЕГЧ, 


также постоянно. 


4.3.2.3. Основная теорема теорин кривых. 
Формулы Серре - Френе. Для производ- 
ных от векторов |, п, В сопровождающего трехгран- 
ника справедливы так называемые формулы Серре — 
Френе: 
а ап ар 


шилэн 20 2 49 _ _ 4.57 
| = Ка, — К + Т, -- тъ. (4.57) 
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Основная теорема теории кривых. 
Если на отрезке 0 < 5< а заданы две непрерывные 
функции К (5) > 0, Т(5), то с точностью до распо- 
ложения в пространстве сушествует единственная 
кривая 1: г -г(5), 0 < 5 < а такая, что 5 представ- 
ляет собой длину дуги, а кривизна и кручение 
кривой 1, равны соответственно К (5) и Т (5). 

Построение кривой І, проводится так: 

а) Система (4.57) представляет собой систему 
девяти обыкновенных дифференциальных уравне- 
ний для компонент векторов 4, п, Ч. Заданием 
Е (0), п (0), Ь (0) (задание сопровождающего трех- 
гранника в точке 5 = 0) решение системы (4.57) 
(5), п (5), 0 (5) определяется однозначно. 

6) Если, далее, задан г(0) (5 = 0 — начальная 
точка кривой), то г(5) получаем по формуле 


г (5) = (0) + [16) 45. 
0 


4.3.3. ПОВЕРХНОСТИ 


4.3.3.1. Способы задания поверхностей. Урав- 
нение поверхности. Поверхность в трех- 
мерном пространстве можно определить следую- 
щим образом: 

в явной форме: 


2=2(х, у); (х, УЕС; (4.58) 
в неявной форме: 
Е (х, у, 2) = 0; (х, у, 2)Е0; (4.59) 
в параметрическои форме: 
х =х(и, 0), у = у(и, 0), 2 = 2 (и, 0); (и, оје 6; (4.60) 
в векторной форме: 
г = (и, 0); (и, 96; (4.61) 


где С — плоская область, И — пространственная 
область. 

Здесь (4.61) представляет собой совокупность 
уравнений вида (4.60), записанную в векторной 
форме, причем г = хі + уј + Ж означает радиус- 
вектор точки поверхности М (х, у, г): 


г (и, 0) = х (и, 0)і + у(и, 0) ј + 2 (и, 0) К. 


Пример 27. Уравнение сферы радиуса К с центром 
в точке О (0, 0, 0) имеет вид 


Е(х, у, 2) = х + у? + 22 – К? = 0; 


в параметрической форме (0 <и < 27, 
х = К совивіп р, у = Е зпизпи, г = К соѕ 0; 

в векторной форме: г = (К сов и ѕіп р) | + (В ѕіп и ѕіп р) ј+ 
+ (К сов р) К. 

Криволинейные координаты на по- 
верхности. Если в формулах (4.60) зафикси- 
ровать параметр 
о (г = 4), то получим 
уравнение кривой на 
поверхности, называе- 
мой координатной ли- 
нией 0 = 0, (рис. 4.71). 
Аналогично при фик- 
сированном и (и -и) 
получится координат- 
ная линия и=и,. В 





Рис. 4.71 


0к«о«л), 


обшем случае эти коор- 
динатные линии покрыва- 
ют сплошь всю поверх- 
ность. Точке М,, кото- 
рая является точкой пе- 
ресечения координатных 
линий и=и,, 0 + 01, ПО- 
ставим в соответствие 
криволинейные координа- 
ты (и, 21). Координат- 
ные линии ориентируют 
в направлении возрастаю- 
шихзначений параметров. 
Параметры и, р на сфере (рис. 4.72) имеют 
следующий смысл: и — долгота, 0 — полярный угол, 
отсчитываемый от северного полюса. Линии 
и = соп$ё (соответственно р = сопѕі) представляют 
собой параллели (соответственно меридианы). 
Тензорные поля на поверхности. 
Положим и! = и, и? = р. Если на поверхности заданы 
две функции а, (и', и?) (а = 1, 2), которые при пере- 
ходе от системы координат и“ к системе координат и“ 





Рис 472 


на поверхности преобразуются по формулам 
ди! 
а, (и, и?) = ба, (и!, из), (4.62) 


с ди 


то а,(и!, из) называют один раз ковариантным 
тензорным полем на поверхности. В (4.62) исполь- 
зовано (как и во всем разделе 4.3) соглашение о сум- 
мировании: суммирование от 1 до 2 произво- 
дится по одинаковым верхним и нижним греческим 


индексам. Функции ара В, (м1, из) (т.е. набор из 
1 к 


26 + 21 функций) образуют К раз ковариантное и 1 
раз контравариантное тензорное поле на поверх- 
ности, если при переходе от системы и“ к системе 
и“ они преобразуются по формулам 


ав! Уб (из, и?) = 








4...9 
у у үр д 4: 
= ди"! диз дик ил. ди"! ада (и из). 
ди: ди“?  ди“к бди дим Үү...‘ ' 


4.3.3.2. Касательная плоскость и нормаль к по- 
верхности. Сопровождающий трехгран- 
ник. Пусть поверхность отнесена к криволиней- 
ным координатам и, о. Тогда векторы, касательные 





7 Х-ин 
Апсптельная 


и ини. ППОСНОСТЬ 





Рис 4.73 


в точке М (и, о) к координатным линиям и и р соот- 
ветственно, определяются по формулам 


- бх (и, ә) + ду (и, о) Ял дг (и, о) 


ди ди д 
, Сх(и, о). ду(и, 0), дг(и, о 
Г =Г „ (и, 0) = ир) р! + жы, 


МЕТРИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ПОВЕРХНОСТЕЙ 


Единичные векторы е; = опре- 


ГІ Г 
-1--, е, = —— 
Іт! | го | 
деляют (при условии, что они неколлинеарны) ка- 
сательную плоскость в точке М (рис. 4.73). Ка- 
сательная плоскость к поверхности в точке М пред- 
ставляет собой плоскость, в которой лежат все каса- 
тельные к кривым на поверхности, проходяшим 
через точку М. 

Единичный вектор нормали М в точке М есть 
вектор, перпендикулярный к касательной плоскости 
в точке М и направленный таким образом, что 


е, е, М образуют правую тройку векторов. 
Справедливо равенство 

ГІ ХІ, 

|Гі хр | | 


Тройка векторов е), е;, М, зависящая от точки 
поверхности, называется сопровождаюшим трех- 
гранником. Вектор 


45 = (г. (м, 0) х г, (м, о) аи до 


по направлению совпадает с М(4и > 0, Фо > 0); 


его длина |45| = | г; хғ;|4и 4д приближенно рав- 
на плошади криволинейного параллелограмма, 
| М 





Рис. 4.74 


натянутого на точки (и, р), (и + ди, г), (и, о + ар) 
(рис. 4.74). 

Уравнение касательной плоскости 
и нормали к поверхности. 










Способ 
задания 
поверхности 












_ 02 (хо, уд) Ш 02 (хо, Уо) 
а = 2х • Ь — ду , 
__дЕ (хо, Уо, 20) 
ал----ад-- 
дх ду 





"= | (ду (2 
до Јо де 


(г — го) М(Мо)=0 





Мо имеет криволинейные координаты (и), 00); 


ди /0 


Пример 28. Для сферы Е жх? + у: + 22 — Е? = 0 урав- 
нение касательной плоскости в точке Мо(хо, уо, 20) имеет 
ВИД Хо (Х — Хо) + уо (У — уо) + 20 (2 — 20) = 0, или хох + уоу+ 
+ 202 = В?. 


Уравнение нормали к поверхности: 
хе хо у= (уо, 212, -90 <Е< +00. 


Особые точки поверхности. Если в 
точке М (хо, уо, 20) поверхности Е(х, у, 2) -0 


Уравнение касательной плоскости в точке 
Мо (хо, уо, 20): а(х- хо) + Б (у- уо) + с (2 – 20)=0 


ђ = дЕ (Хо, Уо» 20) 


г — радиус-вектор «текущей» точки М (х, у, 2) касательной плоскости (нормали к поверхности). Фиксированная точка 
Ох) дх(ио, 00) и 
ди 
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ОЕ дЕ ОЕ 
выполняется условие —— = — = — = (), то 
дх ду 02 


точка Мо называется особой точкой (конической 
точкой). Разложив функцию Р(х, у, 2) по формуле 
Тейлора в окрестности точки (хо, уо, 20), получим, 
что касательные ко всем проходящим через М, 
кривым не лежат в одной плоскости, а образуют 
конус 2-го порядка, уравнение которого имеет вид 


(22), (х – хо)? + (52 ), (у – уо) + 
(5) ео +2 (21) (с = ход = и) + 
(2 оса) + 


ФЕ 
(2) = 20) (х Т хо) = 0, 
где (==) - д?Р (хо, уо 20) 
0 


дх? дх? 
ные производные 2-го порядка обращаются в нуль, 
то мы имеем конус 3-го или более высокого по- 
рядка. 
4.3.3.3. Метрические свойства поверхностей. 
Первая квадратичная форма поверх- 
ности. Пусть поверхность задана в векторной 
форме: г=г(и, 0) Если и=и(1), о=о(1), то 
г=г(1) = (и (2), 0()) представляет собой кривую 
на поверхности. Справедливо равенство 














ит. д. Если все част- 





Дифференциал длины дуги, согласно (4.54), имеет 
вид 


45? = (ат)? = Еди? + 2Едидо + С 477, 


(4.63) 











Параметрическое уравнение нормали 
к поверхности в точке Мо (хо, уо, 20): 
х-хожа, у- уо = МИ, 2 – 20 = Сі 






е дЕ (хо, Уо, 20) 


г = го + ИМ (Мо) 


где 


Е дг`\? (дх л ду г д2 ~ 
“Хди/ (ди ди ди’ 
до О дх дх ду ду 02 02 


— аи до ди до ди др ди до 


(а -(5) (2) (8) 
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Если поверхность задана в виде 2=2(х, у), то 


д2 72 02 02 д: Ү? 
Е=1+|—)| е= — 5 б=1+| =], 
(2) дх ду © (2) 


Выражение в правой части формулы (4.63) назы- 
вается первой квадратичной формой поверхности. 
Если положить 


1 


и! = и, и? = 0, 


911 = Е, 912 = 921 = Е, до» = С, 


то, используя соглашение о суммировании (см. 
4.3.3.1), первую квадратичную форму можно запи- 
сать в виде 


452 = даваи“ див. 


При переходе к другой криволинейной системе 
координат и“ на поверхности получим 452 = 
= дарди“ди?, причем справедливо равенство 


, _ бди“ ди? 
бар = а ды 918: 


Таким образом, функции д9, представляют собой 
координаты дважды ковариантного тензорного 
поля (метрический тензор) (см. (4.62). Положим 
9 = де да = ЕС — Е?, д! = С]9, 421-412 = -Е/д, 
9°? = Е/д. Справедливо равенство 4%0р, = 5%. При 
переходе от системы и“ к системе и“ функции 4% 
(соответственно 4) преобразуются по формулам 





т В 
(“8 = ди“ ди Ёс 
ди“ ди? 
(дважды контравариантное тензорное поле) (соот- 
ветственно 
| ди, и?) Ү 
9 — д (и', 2) д, 
где 
д (и', из) ди! ди? ди? ди! 
д(и!, и?) ди"! ди? ди! ди? / 
Чтобы криволинейным системам координат 


на поверхности поставить в соответствие ориента- 
цию т = +1, выберем в качестве положительной 
(1 = +1) некоторую фиксированную систему м, 
а для произвольной системы и“ определим т 
как знак функционального определителя: 1 = 


. _ д(и', и?) 
= $1 ————- Тогда тензоры Леви-Чивита 
д (и, иб) 
(дискриминантные тензоры) 
Ева 1 ви Ев = уде", 
9 
где 
ЕМ = =22 = 0), 612 = — 621 = |, 


преобразуются так же, как 4% и 4, соответственно. 


Пример 29. Для сферы г = К (сов и сіп рі + зіп и $т 1+ 
+ сов оК) имеем 


Е = К2зт у, Е=0, С = К: 


таким образом, 452 = К (5112 оди? + 457), 


Первая квадратичная форма определяет все 
метрические свойства поверхности. 

Длина дуги. Длина дуги кривой г =г(и (1), 
о (:)) на поверхности между точками, соответствую- 
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щими значениям параметра га и г, равна 


г 1 
= а = | 
10 0 


Плошадь поверхности. Кусок поверх- 
ности, который образуется, когда параметры и, р 
пробегают область Ш плоскости и, р, имеет площадь 


[[45 = ЦИЕС – Е? аи. 
р р 





Угол между двумя кривыми на по- 
верхности. Если г=г(и, (1), о, (1), г = 7 (и (1), 
02 (:)) — две кривые на поверхности г=г(и, г), 
которые пересекаются в точке М, то угол пересе- 
чения а (угол между положительными направле- 
ниями касательных в точке М) вычисляется по 


формуле 

Ейій; + Е(йү0, + 5,02) + 0510, 
СУ У А А а 
/ Ей? + 2Ей,0)/ + 652 у Ей? + 2Ей,0, + 002 
где и, (соответственно й,) — первые производные 
от и, (г) (соответственно и; (!)) при значении пара- 
метра, соответствующего точке М, и т. д. 


Отображение одной поверхности в 
другую. Пусть поверхности 


сова = 


5: г=г (и, 0) и 5,: ит (И, 0) 


заданы в одной и той же области ) плоскости 
параметров и и р (возможно, после замены пара- 
метров). Если точке М, поверхности 5, с радиус- 
вектором г; (и, 0) поставить в соответствие точку 
М; поверхности 8, с радиус-вектором ғ; (и, р), то 
мы получим взаимно однозначное отображение 
одной поверхности на другую. Это отображение 
называется: 1) сохраняюшим длину, если при нем 
длина произвольной кривой остается неизменной; 
2) сохраняюшим углы (конформным), если при нем 
не изменяется угол между двумя произвольными 
пересекаюшимися кривыми; 3) сохраняюшим 
плошады (эквиареальным), если при нем не изме- 
няется плошадь произвольного куска поверхности. 


Необходимое и достаточное 
условие, накладываемое на 
первую квадратичную форму 


Отображение 


Сохраняюшее длину Е -Е;, Е, = Е,, б, ЕС, 


Е, = АЕ,, Е, = ЛЕ», а, = А6), 
А (и, 5) > 0 ' 


ЕС! — Е? = Е,С,- Е? 


Сохраняющее угол (кон- 
формное) 


Сохраняюшее плошадь 
(эквиареальное) 





В таблице Е, Е, С; - коэффициенты первой 
квадратичной формы поверхности 5, (і = 1, 2). Дан- 
ные соотношения должны выполняться в каждой 
точке поверхности. 

Каждое отображение, сохраняющее длину, 
является конформным и сохраняющим площадь. 
Каждое конформное и сохраняющее площадь 
отображение сохраняет длину. 

4.3.3.4. Свойства кривизны поверхности. Выраже- 
ние в правой части формулы 


— АМ дг = Гаи? + 2М ди до + № ар? 


называется второй квадратичной формой поверх- 
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ности. Она определяет свойства кривизны поверх- 
ности. Справедливы равенства 











| т 
1<туаМ = =, М = гуМ< -шшшшшшшг, 
үЕС- Е? УЕб - Е? 
М < го, М = и 
ИЕС – Е? 
где 
дах д?у 022 
ди? ди? ди? 
= [9% ду 02 
и ди би |’ 
ёх ду ёг 
до до др 
дх ду 0% 
ди до ди до дидр 
ЛЕ 
т | би ди. аи |’ 


дх ду 02 
др др др 


діх | ду 02% 


ә а др 


Если положить и! = и, и? = ри Б, = БК Б, = Бо = 
= М, 5; = № то вторую квадратичную форму 
можно записать в следующем виде: 

-АМағ = 5, ди" ди". 


При переходе от системы и“ к системе и“ справед- 
ливо равенство 


— а ду = Б, ди" ди", 


где 
, ди“ ди. 
Сат 
здесь в- знак функционального определителя: 
. 9(и?, и?) 
= 81 П Следовательно, функции ба 


д (и!, из) | 
представляют собой координаты дважды кова- 
риантного псевдотензора. Положим по определе- 
нию Б = де 5, -І.М- М2; величина 5 преобра- 
зуется по тому же закону, что и 9 (см. 4.3.3.3). 

Главные кривизны. Для фиксированной 
точки поверхности М всегда можно выбрать 
декартову систему координат х, у, 2 такую, что 
начало координат лежит в М, а плоскость х, у 
совпадает с касательной плоскостью, проходя- 
шей через М. В этой системе координат поверхность 
(в некоторой окрестности точки М) можно пред- 
ставить в виде 2 = 2(х, у), причем 


цо 02009. 26.9 о 


Соответствующий сопровождающий трехгранник 


в точке Мо состоит из трех единичных векторов 
е, е, М = е хе), которые направлены по коор- 
динатным осям. Разложение по формуле Тейлора 
в окрестности точки М имеет вид 
1 022(0, 0) , + 022 (0, 0) + 
2 = — ——х ---ш--Х 
27 әх? дхду ^ 
+ 1 д22(0, 0) , 
2 ду? у 


Поворотом декартовой системы координат вокруг 
оси 2 можно добиться того, чтобы выполнялось 
равенство 


1 
2 = > (ах + Ку?) +... (4.64) 


Величины К,, К, называются главными кривизна- 


1 1 
—5 №. = --- главными радиусами кри- 
К, Ко 
К = К,К, — гауссовой Н = 


ми; К, = 


визны; кривизной; 


1 
= > (Ка + Ка) — средней кривизной в точке М. 


Пример 30 Для сферы 
| 1 
ке ИК 


радиуса К К,=К,=К, 


К = 


В выделенной системе координат, в которой 
поверхность может быть представлена в виде 
(4.64), квадратичные формы в точке М имеют осо- 
бенно простой вид: 


(4) = ах? + ау?, 
—аМ ағ = К, ах? + К, дуг. 


Для произвольной системы координат на поверх- 
ности справедливы равенства 


ь ІМ-М3 
К== 

9 ЕС-ЁЕ 

1 16 – 2ЕМ + ЕМ 
= 2 аб = нь л лын АЛ 
Н--)0 ба 2(ЕС- Е?) 


Главные кривизны К,, 
уравнения 


К, — корни квадратного 


К? — 2Нк+ К = 0. 


Существенное преимущество применения тен- 
зорного исчисления в дифференциальной геометрии 
состоит в том, что, зная величины в некоторой 
удобной системе координат и зная их поведение 
при преобразовании, можно тотчас же написать 
выражение этих величин в произвольной системе 
координат и”. Главные кривизны при изменении 
ориентирования меняют только свой знак (псевдо- 
скаляры); следовательно, К при переходе к произ- 
вольной системе и“ не изменяется (скалар). Чтобы 
найти выражение для К в системе и“, необходимо 
лишь построить скаляр, который в выделенной 
системе координат совпадает с К,К,. Таким образом, 
мы получаем скаляр Ь/9. Аналогично можно 
построить псевдоскаляр для Н. 

Классификация точек поверхно- 
сти (формула (4.64)) позволяет определить вид 
поверхности в окрестности точки Мо (в выделен- 
ной системе координат). Благодаря этому в окрест- 
ности Мо получаем следующую классификацию: 
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Название гочки 


Эллиптическая точка 
Круговая точка К = К.К, > 0, К, =, 
Гиперболическая точка 


Параболическая точка 
~ а) К? + К2 #0 
бек, =0 


Поверхности, для которых Н = 0, называются 
минимальными. Поверхности, для которых К = 
= соп$, называются поверхностями постоянной 
кривизны. Простейшие 
примеры: К>0- 
сфера, К < 0 — псевдо- 
сфера (поверхность 
вращения трактрисы; 
рис. 4.75). 

Поверхность назы- 
вается линейчатой, ес- 
ли она получается 
при движении в про- 
странстве прямой (на- 
пример, конус, ци- 
линдр, однополост- 
ный гиперболоид, ги- 
перболический пара- 
болоид). Если поверх- 
ность при этом мо- 
жет быть развернута 
на плоскость, то го- 
ворят о развертыва- 
ющейся поверхности 
(например, конус, ци- 
линдр). Во всех точ- 
ках развертывающейся поверхности К = 0; следо- 
вательно, ГМ — М? = 0. 

Если пересечь поверхность плоскостью, про- 
ходящей через нормаль к поверхности в точке М, 
то образующаяся кривая называется нормальным 
сечением в точке М. Всегда существуют два взаимно 
перпендикулярных направления, в которых кри- 
визна соответствующих нормальных сечений в 
точке М равна главным кривизнам К, и К;. Эти 
направления соответствуют направлениям осей 
выделенной системы координат и называются 
направлениями главной кривизны, а соответствую- 
щие сечения — главными нормальными сечениями 
поверхности. Если секущая плоскость образует 
с осью е, угол о, то кривизна Ку нормального 
сечения в точке М равна 





Рис. 4.75 


Км = К, соѕ2 х + К, 8870 


(формула Эйлера). 

Пусть поверхность задана в векторной форме: 
г = г(и, 5). Кривизна нормального сечения в точке 
М, имеющего направление А, + иг, равна 


ка рад 28 Е ІА? + 2МАА + Ми? 
М а Е? + ОРЛИ + Си?” 
где А! = А, А = и. Направления главных кривизн 


Эл, + иг, можно получить, определив А, џ из урав- 
нения 


ЕӘ АР = 0 


Аналитическое определение 


К = К.К, > 0 (т. е ЁМ — № > 0) 


К = (К.К, < 0 (т. е. ЕМ – № < 0) 
ККК, = 0 (т.е. АМ — № = 0) 


В окрестности точки М, поверхность 
с точностью до членов 3-го порядка 
ведет себя как 


ЭЛЛИПСОИД 


сфера 
однополостный гиперболоид 


цилиндр 
плоскость 





или, более подробно, из уравнения 


А (ЕМ — СМ) + (ЕМ - С) + и? (ЕМ - ЕІ) = 0. 
(4.65) 

В направленилх главных кривизн кривизна 
нормального сечения Ку принимает экстремальные 
(максимальное и минимальное) значения, равные 
главным кривизнам Ку, Ко. 

Линии кривизны — кривые и г(и(:), 9()) на 
поверхности, направления касательных к которым в 
каждой точке совпадают с одним из направлений 
главной кривизны. Их дифференциальные урав- 
нения можно получить из формулы (465), по- 
ложив А = дија! ии = 40/41. Если секущая плоскость, 
проходящая через точку М, образует с нормалью 
к поверхности в точке М угол уж 0, то кривая, 
являющаяся линией пересечения плоскости и по- 
верхности, называется наклонным сечением по- 
верхности. Кривизна К наклонного сечения в 
точке М вычисляется по формуле 

К = Ку сову 
(теорема Менье). 

Кривизна произвольной кривой 
на поверхности. Пусть ғ-г(и(), 9())- 
произвольная кривая на поверхности. Кривизна 
кривой в точке М равна кривизне наклонного сечения 
поверхности в точке М, которое образуется при 
пересечении поверхности с соприкасаюшейся пло- 
скостью кривой в точке М, натянутой на вектор 
касательной и вектор главной нормали. Зная 
главные кривизны в точке М, можно, следова- 
тельно, вычислить кривизну всех кривых на поверх- 
ности, проходящих через эту точку. 

4.3.3.5. Основная теорема теории поверхностей. 
Деривационные формулы Гаусса и 
Вейнгартена. Изменение сопровождающего 
трехгранника (см. 4.3.3.2) описывается так назы- 
ваемыми формулами для производных: 

д?г дг 


ағай = ав 7 Гето + РаМ (Гаусс) 


Ом 
ди” 





= – 9°, (Вейнгартен), 


где г; = дг/ди:. Все индексы пробегают значения 
от 1 до 2. По одинаковым верхним и нижним 
индексам производится суммирование от ! до 2. 
Символы Кристоффела Гр вычисляются по фор- 
муле 


221 “(238 даво 90 
429 (див ди д) 

Они не обладают свойствами тензоров. Формулы 
для производных представляют собой систему диф- 
ференциальных уравнений в частных производных 
первого порядка для компонент векторов гу, го, М. 
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Условия 
венств 


интегрируемости. Из ра- 


22М 
со дивди 


07, д?г, 22М 
— бидив”  диздив 


ёийёди 
получаются так называемые условия интегрируе- 
мости: 








0! Ор 
Ея: - 22. — Грба + (Ги- Г) В + Г1:9:2-0, 
Об ОБ - 
та зул -Г Ва + (Гро- Г22) 612 + Г1 2622 = 0 
(4.66) 

(формулы Майнарди — Кодацци), 

Б = Ь, 162 — 61; = К,2 12 (4.67) 
(формула Гаусса). Здесь 

.. ЈУ 
Кер = К ав,у. 9.6» 
где 
иам 22 ог ; те 

Кору. = = + Гу. Г, = - Гу. ! Бү (4.68) 


есть тензор кривизны Римана. 

Так как К = 5/д, то формула Гаусса (основ- 
ная теорема Гаусса) может быть записана 
в виде К = К,;1:/0. Отсюда следует, что гауссову 
кривизну можно выразить только через коэффи- 
циенты Е, Р, С первой квадратичной формы и 
первые и вторые производные от них. Следова- 
тельно, кривизна К может быть определена 
только из измерений на поверхности, без рас- 
смотрения окружаюшего пространства (свойство 
внутренней геометрии поверхности). При отобра- 
жениях, сохраняюших длину, кривизна К в соот- 
ветствуюших точках одинакова. Так как для сферы 
(плоскости) К = 1/К? (К = 0), то сферу никогда 
нельзя отобразить на плоскость, сохраняя длину. 

Основная теорема. Если заданы функции 


да (м', и?) = Е (и, о), 

ді? (и!, и?) = да (и', и?) = Е (и, 0), 

922 (и!, и?) = С(и, о) 
(лважды непрерывно дифференцируемые) и 

Бъ (и!, и?) = Ци, 0), 

Бү (и!, из) = Б, (и!, и?) = М (и, 2), 

Боз(и!, и?) = М (и, г) 
(один раз непрерывно дифференцируемые), дла 
которых выполнены условия интегрируемости 


(4 66), (4.67), и, кроме того, для любых действи- 
тельных чисел ХА, и таких, что А + и? #0, спра- 
ведливо перавенство ЕА? + 2ЕХи + Си? > 0, то 
существует поверхность г = г (и, р) (трижды непре- 
рывно дифференцируемая), коэффициенты первой и 
второй квадратичных форм которой совпадают 
с заданными функциями. Поверхность определена 
однозначно с точностью до движения в простран- 
стве (сдвига и поворота). 

Построение этой поверхности проводится сле- 
дующим образом: 

1) На основании формул Гаусса и Вейнгартена 
для производных однозначно находится сопро- 
вождающий трехгранник гү, го, М, если он задан в 
некоторой фиксированной точке М (ио, Со). 


14 И Н Бронштейн, К А Семепдяев 


СГ 
2) Так как др = Го то отсюда можно ВЫ- 

СИ 
числить г(и, 0); г(и, г) определяется однозначно, 


если поверхность проходит через гочку М. 

4.3.3.6. Геодезические линии на поверхности. 
Геодезические линии. Кривая на поверх- 
ности называется геодезической линией, если в каж- 
дой точке главная нормаль к кривой и нормаль к 
поверхности коллинеарны. Кратчайшая линия, 
лежашая на поверхности и соединяюшая две 
точки поверхности, всегда является частью геоде- 
зической линии. На плоскости геодезическими ли- 
ниями являются прямые. На сфере окружности 
больших кругов (например, нулевой меридиан и 
экватор) суть геодезические линии. Геодезические 
линии на искривленной поверхности соответствуют 
прямым на плоскости. Геодезическая линия г = 
= Ғ(5) = г (и (5), 2(5)) (5 — длина дуги) удовлетво- 
ряет дифференциальному уравнению 

4245 див ди? 


а оф о 62 


и, обратно, всакое решение зтого дифференциалљ- 
ного уравнения представляет собой геодезиче- 
скую линию (о символах Кристоффела Г, см. 4.3.3 5). 
Если поверхность задана в явном виде. 2 = 2 (х, у), 
то дифференциальное уравнение геодезической ли- 
нии у = у(х), 2 = 2(х, ғ(х)) имеет вид 


д: \? 02\?\ а?у 02 072 (ду 
+= <= == ==) + 
дх Су ах Сх Су“ Хах 
024% 02 С22\ [ау \? 

+ 2 ~ 22 ши АС ~ 2 БН + 
Сх дхду Су Су ах 
02 022 02 622 ду дг 0% 
+ | <т та - 2 —-—— - 22 
бх дх Су ёхоу ] ах 7 ду дх 


Геодезическая кривизна. Для кривой 
на поверхности г = г(5) =г(и (5), 0(5)) (5 - длина 
дуги) всегда сушествует разложение вида 


агт 
= КМ + Л: х и) 


(4.69) 











45 48 


42г аг \ 42 
Ку = № =, К = {М х — | ——. 
м 452° 9 | 5 Е) 45? 


Если кривая представляет собой нормальное 
сечение в точке М, то в этой точке К, = би Ку равна 
кривизне нормального сечения; вообще Ку в точке 
М равна кривизне нормального сечения, проходя- 
щего через М, с той же касательной, что и г (5); 
Ка называется геодезической кривизной. Кривая на 


поверхности тогда и только тогда являегся 
геодезической линией, когда Ка = () 

Пусть 8- кусок поверхности, ограниченной 
простой замкнутой кривой 05 с геодезической 
кривизной Ка и ДЛИНОЙ дуги 5; тогда 

ф Ка 45 + || К 45 = 21 (4.70) 


05 5 


(теорема Гаусса — Бонне); || Ка5 называется пол- 
5 

ной кривизной куска поверхности. Полная кривизна 

замкнутой поверхности, которую можно взаимно 

однозначно и взаимно непрерывно огобразить на 

сферу (тор), всегда равна Ал (нулю) 
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4.4. РЯДЫ ФУРЬЕ, ИНТЕГРАЛЫ ФУРЬЕ 
И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 


4.4.1. РЯДЫ ФУРЬЕ 


4.4.1.1. Общие понятия. При решении многих 
задач физики и математики необходимо осу- 
ществить разложение периодической функции с 
периодом 2л в ряд по тригонометрическим функ- 
циям: 


со 


+ у (а соѕ Кх + Б, ѕіп Кх). (4.71) 


к= 1 


ао 


у(х) = => 


Ряд вида (4.71) называется рядом Фурье, а раз- 
ложение функции в ряд Фурье составляет задачу 
гармонического анализа. В приложениях зачастую 
ограничиваются конечным числом членов и по- 
лучают при этом приближение функции тригоно- 
метрическим многочленом. Если рассматривается 
гильбертово пространство 12 (-л, п) *), то система 
функций 


1 1 1 
—— С05 ХХ, 811 х, —= 205 2х, 
/ж Т үх ‘И 
ѕіп 2х сов 3х біп 3х, 


1 1 1 
___ , — . — 

үх үх ут 
является полной ортонормированной системой. От- 
сюда следует, что при приближении функции 


ТЇ(х)є12(-т, п) тригонометрическим многочле- 
п 
Хо . 
ном 5, (х) = олы > в со5Кх + В, ѕіп Кх) средне- 


к=1 

л 

| (/(х) – 5, (х) Ах 
-л 

минимальна тогда и только тогда, когда в качестве 
о, В. выбраны так называемые коэффициенты 
Фурье функции /(х), которые определяются сле- 
дуюшим образом: 


квадратичная погрешность $? = 


К 

1 

--- | г соѕ кх ах (К = 0, 1,2,...), 
-л 


(4.72) 
л 
1 
Ь, = — | годмтахах (К = 1, 2, ...). 
—"ћ 
Отстода следует, что для каждой функции 
Л(х)е) (-л, п) сумма 
ао . 
5, (х) = 5 — + у (а соѕ Кх + Б, ѕіп Кх), 
ксі 


где а, и Б, вычислены по формулам (4.72), схо- 


9) Гильбертово пространство, в котором всюду плотно 
евклидово пространство пепрерывных функций на отрезке 


Г-л,т| со скалярным произведением (/, 4) = 


л 
ЇГ (х) о (х) ах 


--Т 


дитса к /в смысле среднего квадратичного: 


д 
іт | (7(х) - (<)? 4х = 0. 
п -э 00 _ л 
Во многих случаях представляет интерес 


вопрос: когда ряд Фурье сходится в обычном 
смысле, т. е. поточечно, и каким образом он опи- 
сывает функцию / (х)? На так поставленный вопрос 
дает ответ теорема Дирихле. Пусть / (х) удовлетво- 
ряет в (-л, т) так называемым условиям Дирихле: 
а) интервал (-л, п) можно разбить на конечное 
число интервалов, в которых /(х) непрерывна и 
монотонна; 6) если хо является точкой разрыва 
функции / (х), то существуют / (хо + 0) и /(хо - 0). 
Тогда ряд Фурье функции /(х) сходится и имеет 
место равенство 


іт | 2 + (а, сов Кх + Б, ѕіп Кх) | = 
п -э до 2 


ксі 


Ј (х), если / непрерывна в х, 
-4 /(х-0)- /(х – 0) 


2 в противном случае. 


Если представить функцию /(х) периодически 
продолженной на всю ось с периодом 2л, то 
утверждение теоремы Дирихле будет справедливо 
для всех х. 

Если раскладываемая в ряд Фурье функция имеет 
период 21, то рассматривают интервал (—[, |). При 
этом коэффициенты ряда Фурье вычисляются по 
формулам 


4 к 
а= т лэ соз “Т-ах (к= 0, 1,2,...) 


ите ) біп 


ряд Фурье функции /(х) имеет вид 


со 


до Клх ‚ Клх 
> + ақ сов —— + ӛсіп — | 


ксі 


(4.73) 





Х ах (Е-1,2,..); 


В этом случае все вышеприведенные утверждения 
остаются в силе. 
Ряд Фурье 


о 


з(х) = — + Ука сов кх + Б, біп Кх) 
ігі 


может быть также записан в ОДНОЙ из следуюших 
форм: 


ОО 


$ (х) = > + у а біп (Ех + Фа), 


к=1 


ТАБЛИЦА НЕКОТОРЫХ РАЗЛОЖЕНИЙ В РАД ФУРЬЕ 


> Ээ а, 
гле Ај = | ак НР. в = , . 
ћ, 


7 


5 (х) = » се», 


40/2. если А = 0, 


| 
ак = 1), если К > 0, 
2 


- 


| 

~ (а Нк если К < 0. 
Симмсариа. Если /(х) в (-л, л)- четная 

функция, те /(-х) = / (х), то коэффициенгы Фурье 

находагса но формулам 


л 


2 Р 
ак = | / (х) соз Кхах, 8-0 (4.74) 
Л 


0 


При лом ряд Фурье функции /(х) имсет вид 


5 (Х) = => + а с08 Кх (4.75) 


К-1 


Если /(х)- нечегнал функция, те 
= — } (х), то коэффициенты Фурье 
формулам 


(-9< 


находяг по 


д 


| (х) зп Ахах. 


0 


а“, = 0, р, = (4 76) 


А ! 59) 


При этом рад Фурье функции / (х) имеет вид 


Х 


(х) = Ул Ех. 


к-і 


(4.77) 


Разложенис на интервале (0, л). 
Если функция /(х) задана на интервале (0, л) и 
удовлетворяет условиям Дирихле, го ее можно 
разложить как в ряд по косинусам вида (4.75), 
так и в ряд по синусам вида (4 77); в первом слу- 
чае коэффициенты вычисляются по формулам (4.74), 
а во втором — по формулам (4.76) Оба ряла в 
ингервале (0, п) дают значение функции /(х) в 
точках непрерывносги функции /(х) и величину 
(7 +0) + (х – 0) 


- — , - в точках разрыва функции / (х). 


= 


Однако вне (0, п) эти разложения описывают 
разные функции. Ряд по косинусам дает такую 
функцию, которая получается из /(х) путем четного 
продолжения па соседний интервал (—тл, 0) и 
периодического продолжения с периодом 2л вне 
(-л, л) (рис 476, а) Рад по синусам даез такую 
функцию, которая получается из /(х) путем нечег- 
ного продолжения на (-л, 0) и периодического 
про. ю-гжения с периодом 2л вне ( — т, л) (рис. 4 76, б). 
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Рис 476 


Если / (х) задана на интервале (0, |), то формулы 
(4.74) (соогветственно (4.76) записывают в сле- 
дуюшем виде. 


! 
2 Апх 
ак = и: | (х) со8 = ах, р, = 0, 
0 


(ооз ветственно 
! 


2 их 
Би = ІШ 511 зы) 


0 


Тогда ряд (4.75) (соответственно (4.77)) прини- 


мает вид 
ж, 
(9 ад Ктх 
5(х) = — + ақ с08 —— 
2 | 
к=1 
(соответственно е 
. Кпх 
$ (х) = Б, 5 шин! 
к-1 


4.4.1.2. Таблица некоторых разложений в ряд 
Фурье. Ниже ириведены разложения в ряд Фурье 
некоторых простейших функций, которые заданы в 
определенных интервалах и продолжены периоди- 
чески вне их. Для некоторых разложений дано 
графическое изображение формы кривой. Разло- 
жения относятся к интервалу (-л, п) или к (0, л). 

В обшем случае разложения периодических 
функций нередко могут быть получены путем 
изменения масштаба как по оси х, так и по оси у 





Рис 477 





Пусть, например, дана функция у=х+1 при 

0 <х < 2Тс периодом 21 (рис. 4.77). Посредством 
(у= Т— Ол 

замены переменных У = то Х = 
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(х- 1)т Отсюда при помоши указанной выше замены, 
= -—-ф получаем функцию 1 в табл. 48, Т.е. принимая во внимание свойство линейности раз- 
функцию У=Х, заданную на интервале  ЛОЖЕНИЯ в ряд Фурье, получим искомое раз- 











-їй < Х < т, с периодом 2л. Согласно этой таблице, ЛОЖеНИе: 
получаем у=(Т+1)— 
шХ 8 2х біп3х 2Т( . лх 1. 2лх 1. 3лх 
= 2 Вы 2 2 - —| вм — + ва —— + — іп —— + ...). 
у 2( 5 + 3 -) т ( Т 2 т + 3 п Ж + 


Таблица 4.8 
о _______________________________________ 













| 2 3 


При значениях аргумента +Кл ряд дает, согласно теореме Ди- 
рихле, значение функции, равное 0 





біп х сіп 2х біп 3х 
| у= х при -л<х<л, у=2 —... 














л 4 соѕ 3х со 5х сов 7х 
2. у = |х| при -л<х<л; у сов х + 42 + а + 72 . 


У 








-п О п ттт вп 


































3. у= х при 0<х< 2л; не + нв + чт +...) 
д д 41. біп 3х біп 5х 
--д <х<—, = — - -----... 
х при 2 х 7 у 4 (ви 32 + 52 ) 
4. у = л-х при 3 «хєл 9 
л ИУ ИХ 
- -п<х< - =; 2 
(л+х) при л<х 2 717 0 РА УМ А 
ву | “4 при -л<х<0, Е іп х + 9193 310 5х | 
у= а при О<х<л,а> 0; у= 1 | 3 5 нэ 














с и -л<х<0, с — с . біп 3х іп 5 
25 1 ар 5 у= аа оаа (ах. 37 ган 








0 при -л<х<-лд+а, -1«х«0, п—а<х<т", 
7. у= а при «а<х<л- а, 
-а при -д+а<х< -9,а> 0, О<а<л/2; 


4 . . А 
= 4а (е х зш х + 44 сов За чт Зх + сов 54 біп 5х +...) 
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Продолжение 





ах 





при -02<х<0, 
ч 
а при а<х< т ~ 7. 
8 у= —а при -п+ < < -а, 
а (п — х) 
- при п-оах<т, 
а. 
а(х + п) 
- - - при -п<\< -п+а а>0, 0<а<п/2, 
4а 1. 1. . 
у = мп амп х + да 9 За мп Зх + 527 810 503 чп 5х + 
ла. : 


В частпости, при а = п/3 получаем 


ба |/3 | |. 1. 1. 
у = ЭР ыпх- 52 7510 5х + 727 510 7х — ТЕР Их + 


2 ~ 2- . 
| т со 2х со ЗА 
2 “05 х 
9 у= х7 при -л<х<л, у = 4 (ко т ро ) 





-п 0| п 2п Зп4п 5п бп 





ова -х? при -л<х<0. 
Е х2 при 0 < <т, 


= 2л (мо к- ЗА 1 | 8 (еіп мазх ып 5х 
= 5 3 Л 13 33 53 + 





| ужа(л- х) при О<х< лп 

и четно продолжепа на (-л, 0), 

и п? соу 2х сов 4х сов бх 
= 6 12 22 32 





12 у= х(л— х) при О < к <л 
и нечетно продолжена на (—т, 0), 


. ! 
8 ып Зх + чп 5х 
"= “т --- т - 


13 у= Ах? + Вх + С при -л<х<т, 


х х 


Ат? сов Кх біп Кх 
= | шүр СОК 2 ) - МАК 
) 3 40444 ( ) 12 В (-1) Г 


ісі к-1 


14 у= [чп х| при -л<х<л, 
2 4 | со 2х сов 4х со» бу ) 


ІЗ ол ЗРЯ 577 








15 уж соў \ при О <х<л 

и иечетпо продолжена на (-л, 0), 

4 (35 2х 4ап4х боп бх 
у = - - 


д 13 7 35 7577 ) 


16 =) 0 при -л 
ый при 0 





рз 7 3527 57 


< 

< 
| | 2 / сок 2х сов 41 сов бх 
| = + ып + 
п 2 
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Продолжение 
































17 уж с05 их при —п<х< м, где и- произвольное не целое действительное число, 
ди біп ил 1 с05 х + сов 2х сов Зх + 
у Л 242 и? — | из —4 и? —9 | 
18 у=зших при -п<х<л, где и — произвольное не целое действительное число; 
2 віп ил Яп х 2 віп 2х 3 вм Зх 
у ————— | - о. 
Л и? — | и? — 4 и? —9 
19 у-хсовх при -л«х«л, 
! 1 ах + 4 біп 2х 6 ѕіп Зх + 8 ѕіп 4х 
үл 3418 Хх + ия 
у 2 22 — | 32 — | 42 — | 
20 у= хп х при -л<х<л; 
| 1 о 2 сов 2х сов 3х со 4х 
наз | — — совх — —— – - - 
) 2 22-1 32-17 4-1 
ГА 
2! у= сһих при -л<х<л,и ж0; 
2и 5һ ил. 1 сов х + сов 2х со Зх 
ус л 21? и? + 1? и? + 22 и? + 3? 





22. у= $һ их при -л<х<л; 


2 ѕһ ил (223 _ 29п2х Ззіп3х _ ) 
т 





у = — 





ИИ 476257 4 


лана 1-4 (СИ (а сов Ах К за К 
у = х зћа 72 те е сов Кх — К зш Кх) 


В последующих примерах имеют в виду не столько задачу о том, как разложить данную функцию в ряд 
Фурье, сколько обратный вопрос: к каким функциям сходятся некоторые простые тригонометрические 
ряды? 























іп А п-х 
24. созі = — 1 2 ап — |, 0<х < 2. 25. ВП х _ ——— 0 < х < 2л. 
2 К 2 
к=1 
со8х _ 2 — бих + 272 
26. ўт ГЕ ----р 0<х<2л. 
зіп Кх _ 
27. --3- Іп 28іп — 42 0 < х < 2. 
К 2 
0 
сов Кх 1 і лэ 
28. 4: | 1п| 251 — ја! + ‚ 0<х<2л у = ——— = 1,20205... 
5 к? ! | | >) 2, кз 2579436... 
0 к-і к-1 
зіп Кх _ 3 — Зах? + 2д?х 
29. и < 
а в. 15 ‚ 0<х<2л. 
К 
30. (— 1)“ +: СО -ш 2 со8 — ‚ -п<х<л. 
К 2 
к-1 
< : Ч . 2 _ 372. 
31. Ус Ах ох -Л<хХ<1. 32. (-ауе 208 29-35. -л< х < 1. 


ксі к=1 
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іп Ах 20 
33. ни нэ (оон) -п< х < л. 
к= 1 0 
; К 1 | [ 
34 Уа та успе де (зон У ја. —п<х< п. 
А- 1 К-1 0 0 
түрэх х Хех соз (2 + хх) о<х<я 
35 У 1) 2 575 -5<х<п 36. 211 5110125), 
ксі к= 0 
зт (24+ 1) х т соѕ (2К + )х т? – 2пх 
37. “Олон ээ» ==, 0<х< 38. -- ------2 ‚ Ожххл. 
» К + 1 д ХТ » Ок + 1) 8 цэн 
кто к-0 
ып (2К + 1)х | 2` 
39. “22-02 „--==– |Іһ(і 7 |42, 0<х<т. 
» (ОК + 1) | 83) хал 
к- 0 0 
со8(2К-1)х 1 Г і 
0. а |42 | ш[] ею ја у шо--лсс 0<х<л 
4 » (26 + 10 5 ја: (ез) ОК + 1) х 
к=о 0 0 к-0 
вт (2А + 1) х л?х- пх? соѕ (25 + ) х т т т 
и, 0<х<т. 2. в ---<х<-- 
и) ОК + 1) 67: 9<х<е 42 а 4 2772 
к- 0 к-0 
к Уа (26+ Ох _ 1 Л х Т ЛИ: 
43. нь том [1+5] - 5 <х<5. 
к- 0 
х л/2-х 
сов (2К + 1)х 2 т л 
44. НИИ (е. - _<х<— 
д окъ) 5 2) 27752 
к-0 0 
пп (2К + 1): ; 
4 Ур Ех ТОЯ скука 
(2+ 1) 4 2 2 
кто 
~ зо 2 
ж У ај ОК ПК л-Яяе пот 
(2К +.1)3 32 2 2 
к-0 
| біл (2К + 1)« | | г | л л 
47 ~ а = 1: 2— ја А 9х 
2 ии 72 | а (во) Ут 2555; 
к-0 0 0 к= 0 


4.4.1.3. Численный гармонический анализ. Если 
в иромежугке 0 < х < 1, функция / (х) известна 


только в дискрегной системе точек Ху = (5-0, 


1, . „АМ — 1), то задача ее приближенного пред- 
ставления тригонометрическим многочленом ре- 
шается следуюшим образом. 

Сисісма функций 


9:(х,) = ехр | Под), 


2тх, 
где ду = 77127 образует оргонормированную сис- 


тему относигельно скалярного произведения 


М -1 
1 
(= » 7 Са) -9 (ха) (4.78) 
к-0 


(черга над у — знак комплексного сопряжения). 
Отсюда следует, чтотригонометрический многочлен 
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где 


Х-1 
с = ~ » Годеж) - 2лі ІҢ, (4.80) 
)-0 


принимает в точках х, значения / (х,), т. е. решает 

задачу тригонометрической интерполяции. При 

этом отрезок этого многочлена дает наилучшее 

приближение к /(х) в смысле метрики (4.78) по 

сравнению с аналогичным тригонометрическим 

многочленом, но с другими коэффициентами. 
Так как 


К К 
ехр зей а. = ер —– 2лі(№ – 0) Ер 
то из формулы (4.80) следует, что 


С = су, (Г = 1, 2,...,п- 1), 





М +1 
где п = 2 ([х] - целая часть х: наибольшее 


целое число, не превосходяшее х); коэффициент 
со (а при четном М также и с, действителен. 
Если обозначить ак = ск + сү, бу = (с; — Смок), 
І <А<и ~ 1, и а = 2со, а при М четном а, = 26, 
то формула (4.79) примет вид 


[х а, 2дих 
+ бүяш (2 =) + > со8 (===) (4.81) 


Последний член возникает только при М четном. 
При этом для вычисления а, и В, служат формулы 


5 
|| 
> | > 
~ 
= 
О 
8 
ит 
~ 
а 
35 


(4.82) 


~ 
|| 
> | 
~ 
~ 
Е 
е”. 

5 
жтт7әә 
~ 
а 
#5 


1-0,1,..ї,  506-5,-0. 


Погрешность интерполяции / (х) – Т у(х) в точ- 
ках, не являюшихся узловыми, сушественно зависит 
от членов более высоких порядков в разложении 
Т(х) в бесконечный ряд Фурье. 

Если М = ра, то для вычисления коэффициентов 
с, можно применить формулы 


р-1 
ув ер) "ЗА. 
Ст = — т+ј т (> 
р + ја р 
јео 


(4.83) 


0<ғ<р-1,0<т<4-і1,0<і-ғ-атр<М-і. 


Величины с,, являются коэффициентами Фурье 4 


функций, заданных р значениями, совпадаюшими 
с /(х) в точках ха (=0,....р- 1). По ним 
вычисляются окончательные значения с, Разлагая р 
на множители, можно рекуррентно применять 
формулы (4.83) для вычисления с,„. Такой 
способ вычислений, позволяющий значительно 
сократить их объем, называется быстрым преоб- 
разованием Фурье. Особенно эффективным является 
этот метод, когда М = 2% В этом случае формулы 
(4.83) могут быть записаны в виде следующих 
соотношений: 


1 
су! = > (С + ехр { — Йа, } с, к+а), 0 < К < 4- 1, 
(4.84) 


г-1 


1 пи . 
Су+р, к = > Си - ехр { — бо) су, к+а), 0</<р-і, 


где а = 21 р= 2%", а, = п/р. 

Полагая сначала г = 5 и си = Ј (Ху) и переходя 
рекуррентно по формулам (4.84) от г к "— 1, 
получим в результате значения с? , равные искомым 
коэффициентам с). 

Используемые при этом значения ехр%-іуо,) 
также вычисляются рекуррентно: 

при / четном 


ехр(-і/о,) = еру 1а. 


при / нечетном 


ехр { ЕЕ јо, } = 


ех 2721 
Р 2 


= ----------- -------------::-:----:-:-------, 


1 + сов 9, 41 
где сова, = 5 


Вычисления по формулам (4.84) требуют числа 
действий порядка Мор» М вместо № по формулам 
(4.80). 

Для действительных коэффициентов Фурье а; 
и Б; формулы (4.84) можно преобразовать к следую- 
щему виду: 








_ 1 ) 20 
а' = > (9% + с05 ја, · а', р. — ЯП, · Б ка), 


1 
-1 е е . 
ар- к = > (ал — сов ја, а, к+а + 51 ја, Б) к+а), 


0</< >, (4.85) 


- 1 2 
Ж = > (у + 510/0, а), ка + сов ја, · 5 к+а) 
О<к<а- 1, 
г-1 1 ғ бэл : ғ . г 
Брук = 5 (-Ви + 810 ја, · а), к+а + с05ја, В; к+а) 


. 2 Ё 
0</<--. 
153 
Как и в формулах (4.84), здесь а = 27 1 р = 25”, 
о, = п/р. Рекурсия начинается с ғ = 5, аб, =2 /(х), 
Б = 0. При этом всегда Бок = бр, к = 0. 


ОБЦИЕ ПОНЯТИЯ 
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Для синусов и косинусов справедливы формулы: 
при ) четном 


Л 
СОЅ ја, = СОЅ 7) 9+1 
2 . Ј 
$11 ја, = зт + 1» 


при ј нечетном 


Ј+1 ј-1 
со. + со: 5 








сов Јо, = 2 сова , 
віп а + біп 1-1 
| 2 Р+1 2 Ф, + 1 
јо У 


Формулу для сова, см. выше. 

На практике кроме М = 2° часто встречается 
также М =3.2°. В этом случае можно восполь- 
зоваться формулами (4.83), полагая р = 2, 4 = 3, 
а для вычисления с,, (т = 0, 1, 2) трижды применить 
формулы (4.84). 

Так как формулы (4.79) при х = х, совершенно 
аналогичны формулам (4.80), то метод быстрого 
преобразования Фурье с успехом применяется в 
случаях, когда требуется вычислить значения три- 
гонометрического многочлена Ту (х) с известными 
Л 
М 


коэффициентами в точках х, = (0 << М – 1). 


4.4.2. ИНТЕГРАЛЫ ФУРЬЕ 


4.4.2.1. Общие понятия. Непериодическая функ- 
ция /(х) не может быть разложена в ряд 
Фурье. Однако при определенных предположениях 
из разложения в ряд Фурье на интервале (—[ |) 
посредством предельного перехода при !— + 00 
получают разложение / в так называемый интеграл 
Фурье. Пусть Ј(х) в любом конечном интервале 
подчиняется условиям Дирихле (см. 4.4.1.1) 


и является абсолютно интегрируемой, т. е. 
+ со 


| | (х)| Ах < +оо. Тогда для всех х имеет место 
- со 
формула 


+ со 


ХО) = | (а(у)сов (ху) + Б(у)віп(ху))4у, (4.86) 


где 
+ со 
1 л 
а(у) = — | Л (и) соз (уи) ди, 
+ с (4.87) 
1 
ШЕШЕГІ 
Правая часть формулы (4.86) называется 


интегралом Фурье функции /(х), а вычисляемые, 
согласно (4.87, коэффициенты напоминают по 
своему виду коэффициенты ряда Фурье. В точках 
разрыва функции /(х) правая часть формулы 
(4.86) принимает значения, равные 


1 
24% +0) + /(х-0), 


В то время как разложение в ряд Фурье 
дает представление периодической функции (с пе- 
риодом 21) в виде суммы гармонических колеба- 
ний с частотами у, = п т (п- 1, 2,..), интеграл 
Фурье представляет функцию /(х) как бы в виде 
суммы бесконечно большого числа колебаний с 
непрерывно изменяюшейся частотой у; говорят, что 
интеграл Фурье дает разложение функции в не- 
прерывный спектр. 

Важным достаточным условием сходимости 
интеграла Фурье служит признак Жордана- 
Дирихле. Если функция /(х) в каждом конеч- 
ном интервале имеет не более чем конечное 
число точек разрыва, / является функцией ограни- 
ченной вариации в каждом конечном интервале и 
+ 


ГО) 1х < о, то 


+ со 


| (а (у) соз (ху) + 5 (у) мп (ху) ду = 


у(х) в точках непрерывности /, 


206 + 0) + Г(х- 0)) в точках разрыва. 


При этом а(у), Б(у) определяются согласно 
(4.87). Интеграл Фурье может быть также записан 
следующим образом: 


го == [о | годов уцы = хуй. 
0 - ср 


или (в комплексной форме) в виде 


7(х) = 1. | ау | еден ди. (4.88) 
2 


Внешний интеграл в (4.88) понимается в смысле 
главного значения. Формула (4.88) может восприни- 
маться как суперпозиция следующих двух формул: 


1 


Уя 





Е(у) = | Ј (х) 2“ ах, (4.89) 





Е (е "У ду. (4.90) 
ут 
Функция Е (у), которая поставлена в соответ- 
ствие функции (х) согласно (4.89), называется 
трансформантой Фурье или преобразованием Фурье 
функции { (х), а сам переход от / к Е называется 
преобразованием Фурье. Если задана трансформанта 
Фурье Е(у) то посредством так называемого 
обратного преобразования Фурье (4.90) получают · 
снова / (х). Вообще говоря, Е — комплексная функ- 
ция и для действительных /. Исходная функция 
(х) также может принимать комплексные зна- 
чения, обладая действительным аргументом х. 
Трансформанта Фурье существует, если /(х) удов- 
летворяет указанным выше условиям справедли- 
вости формулы (4.86). При этом интеграл в 


- 00 
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(4.89) понимается, вообше говора, в смысле главного 
значения. Преобразование Фурье в (4.89) можно 
составить из косинус-преобразования и синус-пре- 
образования Фурье. Косинус-преобразование Фурье 
и обратное к нему определяются формулами 


5 ОО 
Ес (у) = ГА | (х) соѕ (ху) 4х, 
0 
5 + со 
Л(») = Га | Ес (у) соѕ (ху) ау; 
0 


соответственно синус-преобразование и обратное к 
нему — посредством 


5 90 
ө-(2 | 7 О) зіп (ху) ах, 
0 
5 + о | 
по 3 | Е,(у)віп (ху) ду. 
0 


Для четной функции /(х) имеет место равен- 
ство Е(у) = Ғ.(у) (при у<0 Е, (у) продолжается 
четным образом); для нечетной /(х) имеет место 
равенство Ғ(у)-іҒ,(у) (при у<0 Ғ,(у) продол- 
жается нечетным образом). В обшем случае /(х) 
разлагается на сумму четной и нечетной функций: 


(4.91) 


(4.92) 


1(5) = 9 (х) + һ(х), 
где 
пб) = = (760 + (=), 
һо) = = (769 – 70-0 
Отстода следует, что 
Е(у) = С.(у) +1, (у); 


при этом С. (у) есть косинус-трансформанта Фурье 
функции 9(х), а Н, (у) — синус-трансформанта 
Фурье функции Л(х) Следовательно, можно в 
принципе ограничиваться косинус- и синус-транс- 
формантами Фурье. 

Свойства трансформант Фурье. 

1. Если /(х абсолютно интегрируема в 
интервале (- оо, + оо), то функция 


іху 4х 


Е(у) = 





непреръвна при -о<у< + оо и стремится к 
нулю при у— + 00. 

2. Если для некоторого натурального числа п 
функции /(х) и х"/(х) абсолютно интегрируемы 
в интервале (- оо, +оо), то Е(у) п раз дифферен- 


цируема и все производные Е" (у),..., Е” (у) стре- 
мятся к нулю при у— + 00. 
3. Если /(х) и первые п— 1 производных 


стремятся к нулю при х-» +оо, а п-я производная 
Р(х) в интервале (- оо, + оо) абсолютно интег- 
рируема, то Пт уЕ(у)= 


у => + 00 


РЯДЫ ФУРЬЕ, ИНТЕГРАЛЫ ФУРЬЕ И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 


Многообразные применения преобразования 
Фурье в теории вероятностей (теория характеристи- 
ческих функций), при решении краевых задач и 
сингулярных интегральных уравнений (метод Вине- 
ра — Хопфа), а также в электронике и других 
технических областях обусловливаются главным 06- 
разом следующими теоремами. 

Теорема: о свертке. Если функции / ид 
имеют трансформанты Фурье, то трансформанга 
Фурье свертки двух функций 


((/жа)(х -1 Лу - У) ау) 


с точностью до |/2л равна произведению транс- 
формант Фурье сомножителей: 


код е ах = У2пЕ (у) 6 (у). 





Теорема непрерывности. Если 


ша А СТ 
то 
ші Р, (у) = Е (у) 


(Е,, Ғ являются трансформантами Фурье функций 
Г, соответственно /), причем Ғ,(у) равномерно 
сходятся к непрерывной функции Е (у) на числовой 
прямой. 

Теорема о дифференцировании. При 
преобразовании Фурье операция дифференциро- 
вания преобразуется в умножение на независимое 
переменное; точнее говора, если /(х) кусочно 
дифференцируема, /(х) и 7 (х) имеют трансфор- 
манты Фурье, и если С(у) есть грансформанта 
Фурье функции / (х), то С(у) = -іуЕ(у), где Е(у) 
есть трансформанта Фурье функции /. 

Преобразование Фурье в В" (общая 
теория). Рассмотрим множество © (Ҝ") так назы- 
ваемых быстро убывающих функций на В": 





С (В) = (је С“ (В"); ѕир | х20р5/ (х) | < о); 
хеК" 
В = (В,,..., В,), = (01,...,9,), 0), В; = 0, 
0151 п 
х8 = х1. х, Рр = — 23... [а |= У а. 
дху!...ёх," ізі 
При /(хе 5 (Е”) трансформанта Фурье Е/()у) 
(у-(у1.....У»)) определяется посредством формулы 





Е(у) = ІШ (хуе >>> ах, 


Т 


где (х, уу = У, хур 
|=1 


Ј= 


Теоремы, аналогичные указанным для В', 
остаются справедливыми. 

4.4.2.2. Таблицы трансформант Фурье. Встречаю- 
щиеся в таблицах сокращения пояснены в конце 


раздела. 
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Косинус-преобразование Фурье 






-- + со 


/ 09 е) = 13 | / (9) сов (ху) 4х 











2 біп (ау) 
т у 
2 20 У | „-2 
4 (с у мп и)» 












х,0<х<І, 
2-х, 1<х<2, 









1- 2С (ау) 


И» 


1 
—ухљ>а 


үх 
(а+х) ' (а> 0) 
(а—х) ! (а> 0) 








(а? + хә)! 
КЕСЕ 15 біп (ау) 
р ” 
ђ ђ — лы 
Ее Ъ чата)” Ул 7” сов (ау) 





а+х И а-х 
Ы + (а + х)? ђ2+(а— х)? 








2л е” ап (ау) 


(а? + х2) 13 Ко (ау) 


| 


х”, 0<Кеу<1 





(2-ху 2 0<х<а, 
0, х>а 








Га (гам! 
я 2 
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Продолжение 


Л (5) го- = ІШ (ху) 4х 


2 3 у 
2 2ү-3/4 2 24 
3 (а° + у) с0$ ( 5 агс 2) 


а + (а? + уг? үг 
а? + у: 


2 гт 
13 най"! (а? + у2) 60 у (= "Са (2) 


0<2т<п+1 


13 Г (у) (а2 + у2) 7“? сов (У агсір >) 


іп (1 — е- 2") 


х- 0207915 1 о И2ау (сов Угау — Біп Угау) 


х 3/2 е-ч/х 
ах, 0 <х < 1, 
0) х>і 


л 


я 
– — (С++ ш в») 
Ё : 


ПЕ 4 (вш (ау) Сі (ау) - сов (ау) $1 (ау)) 


15 2 біп (ау) [Сі (ау) - іп (ађ)] — сов (ау) і (ау)) 


2л Г(сі (у))г + (8 (9971 


13 2 Е Гсов (Бу) - сов (ау)] + сов (Бу) 51 (Бу) + 


+ сов (ау) 51 (ау) — т (ау) Сі (ау) - сіп (Бу) Сі 2 


2 1 а 2 2 У 
- = прија + 2 Іа (а^ + у уа (2) 
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Продолжение 


вод = |/2 | У (х) сов (ху) 4х 
0 











2 
У т (соз (Бу) – е %) 









Іп (а? + х?) 
Иа? + х2 


/ж 1 - сов (ау) 
у 


біп (ах) 
х 


15 е  сћ(ђу), у<а, 


- 5 е”” зћ (ав), уа 


біп (ах) (Б Ы72(1-е“ сһ (ру), у<а, 
х (х? + Ё?) 2 






х 8ш (ах) 
х? + Б? 





ЇЕ ђ“2е“'У $ (ар), у»а 


е° іп (ах) ағу а-у | 


1 
(л РАНЕ + р? + (а — у)? 














ех 51п х А | 2 ) 
---агер | — 
х Из у2 
біп? (ах) ња а? 
— 2 
х 2 (л у 





ый (ах) ѕіп (Бх) ІП - у | 


А 








ѕіп2 (ах) т 2 
3 2 Ца-зу), у<2а, 
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> + со 
НЫ үн ши 
0 
АЕ. 
Ве аа ж (у + За) 1п (у + За) + (у - За) ш | у – За | – 
— (у + ај (у +а) –(у—ајтју—а!ђ 


53 (ах) 
53 
~ 





Продолжение 








| — сов (ах) 
х 
1 — сов (ах) 


х? 







соѕ (ах) 
Ы? + х? 









— у»а 


е”? сов (ах) 28. 21212 И И 
(л Б? + (а – у)? 2 + (а + у)? 
-ьх? - а? +5214) ау 


х 
Ы: + х? 













18 (ах) 


--1--0 
ғұ ха 98 (ах) 












біп (а(1- х2)] 


біп (ах?) 
х2 


біп (ах?) 
х 
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еге сіп (Бх?) 


сов [а (1 — х2)] 


2 
е 2 соѕ(Бх2) 





Продолжение 








+ с 


Ј (х) соѕ (ху) ах 



















1 2 2 2ү-1 
--- 45 ) 2 
| 22:14 4 У (а . |] Ь Бу 
уЗ (а +) е Яп | 5 агсір а)” 30245) 















1 зүг а-а 2 
1 14. 479 (а + у“) ђу 21 6 
ие + 2) Ме 05| 4042 52) 2 агсір | — 









үт Јо(гуау) 


1 


2 уу 


[5іп (2 Уау) + соѕ (2 Иау) - е7? 22 












(а (2 ау) + соз (2 ау) + е “2 27] 
У 








2 


7 [соѕ (2 Уау) - іп (2 Иау) + е? уа» 
2 


у 








7 [соѕ (2 ау) — ѕіп (2 Уау) + „22 09] 






а?у 


а -4 а?Ь (Ь2 + уг)“! 
—— (62 + а?) е сов | ТТ 






1 
--- ађ? (а? + 2)! 2 
21 2 2ү-1/4 4 Бу щеш У 
И2 (а + у?) е со | 22-5 7 ген (2) 











1 


е 4242» 


И» 
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Синус-преобразование Фурье 






— + о 


год Е(у) = 13 | Ј (2) сов (ху) ах 


















2 1- соз (ау) 
т у 
2 _,. „(у 
11 біп у ѕіп (+) 






х,0«х«1, 
2-х, | <х< 2, 
х>2 





(а+ х)! (а> 0) 


(а—х) ! (а> 0) 
ђ Ь 


ызасы” ы азай 





(Б 4 [5іп (ау) Сі (ау) - сов (ау) 51 (ау)] 


(л е7” сіп (ау) 










а+х _ а-х _ 
р? + (а + х)? Б? + (а – х)? 





2л е > сов (ау) 
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р | Ё | | К ” В 
0 





Продолжение 






х7У, 0<Ееу<2 


ь + у? у у 
п ( афу? + Б агсір +) -а агсір >) 


(а? + уз)“ 3/4 біп Е агсір, > 
2 а 









/2 


2 


( 









(а? + у2) 12 -а 1/2 
а? + у? 







22 л | п 
2 2 
13 та"! (а? + уг"!!! Уг (-1) ст 
а 


т = 0 









тн 
ау и 
-е у 2а | сов Иа» + 51 у 2ау] 
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Продолжение 


--- + ар 


ЖЕ Е) - ү% | /9 біп (ху) дх 


2 СІ Сі())- С- һу 
т ГЕН 


к 
> (С+№ у) 










ах, 0 <х <1, 
0, х> 1 


| 









1 Е 
-- + -с- 6) 
ИУ 2 


ЇЕ | сов (ау) (Іп (ар) — Сі (ау)) - эт (ау) 81 (ау)] 


-ү Гсов (ау) Сі (ау) + ѕіп (ау) 81 (ау)] 





211, (4 +) + со5 (Ру) Сі (Бу) — сов (ау) Сі (ау) + 8ш (Бу) 51 (Бу) — 


. — т (ау) 81 (ау) + > Гвіп (Бу) + іп (ау)]} 










(22233) 
ш | —— 
а? + (6 – х)? 





1 
— ш | 1 — ах? 
х 








/?л [С + № (ау) – Сі (ау) 


біп (ах) 
х 
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Продолжение 


ги о 
г (9 во-(2 | год за оо ах 
0 










з (ах) 
х2 








біп (тх) 

















ра ег“ 
зіп (ах) | 275 %0»)9<у<а 
фр? + х? _ 
—ђу 
13 Яг 5һ (ав), у>а 


















2—61 Цоо - 
(л 52 + (а – у 52 +а+у) 


1 2 ЫЗ + (у + а)? 
4 | л р? + (у – а)? 


(5) 


е? іп (ах) 

















е7 сіп (ах) 











х 







1 (а? + уЗ/АЬ) а 






е7%*2 сіп (ах) 





біп? (ах) 
х 
0, О <у<а- Б, 
іп (ах) чт (Бх) Шуаш 
--- т У2. а–ђ<у<а+-ћ, 


0, у>а-+Ь 


сіп? (ах) 


2 


«іл? (ах) 
о 


сов (ах) 
х 





436 РЯДЫ ФУРЬЕ, ИНТЕГРАЛЫ ФУРЬЕ И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 


Продолжение 


Ј (х) зп (ху) 4х 


х сов (ах) -үж. -96 вр (Бу), 


Б? + х? г. 
| 2797 сһ (а), 


біп (ах?) 
х 


ДИ (а Их) 





Преобразование Фурье. В большинстве случаев оно может быть составлено указанным в 4.4.2.1 
способом из косинус-преобразования Фурье и синус-преобразования Фурье. 


Е(у) = Ил | /(х) е"ах 


114555 ГА 
ааа у Ил 


х", 0<х<ь 1 ; п! 2.2 
м“ (јуу +0 — офу Ш п-1 рт 
(4 х<бих>Ь үл Е у) е Уан Бу | 


( ему — ей») 


(п-1,2,3,...) 


! ------, Кеу>0 
(а + іх)" 














Обозначения, используемые в таблице: где І, (2) ве "У2Ј, (26942) (функции Бесселя мнимого 
С — постоянная Эйлера (С = 0,57721..); аргумента); 
+ о х 
= 112-1 - : 1 С081 
Г(2) | е.а, Кег > 0 (гамма-функция); со | а, 
И үг 
е (г) 0 
4,(2) = У ни ізің (функции Бесселя); | щ (интегралы Френеля); 
„2 біп 1 
5(х) = й 


К, (2) = = (вв [1-42 — 1,69) Ух) үг 


ОБЦИЕ ПОНЯТИЯ 
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(интегральный синус); 


+ со 


081 . 
Сцх) = - | ра (интегральный косинус). 


х 


4.4.3. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 


4.4.3.1. Общие понятия. Преобразование Лапласа 
является интегральным преобразованием, которое 
тесно связано с преобразованием Фурье и 00- 
ладает аналогичными свойствами. Оно очень часто 
используется в технических дисциплинах, в особен- 
ности в электротехнике и технической кибернетике. 
Комплекснозначная функция / (х) действительного 
переменного г называется оригиналом, если она 
определена при г > 0, интегрируема на (0, + со) и 
имеет экспоненциальный порядок: 


10| < Ке, з = сопѕі. (4.93) 


Функцию 


+ со 
= Ге”! / (1) 4, (4.94) 

0 
где р - комплексный параметр, называют изобра- 
жением (иногда трансформангой) оригинала /(1) 
и пишут Е (р) = 1ІД/(0|. Интеграл (4.94) абсолютно 
сходится при Ке р> 5, где 5 — постоянная из 
(4.93). Следовательно, изображение Е (р) сушествует 
в полуплоскости Ке р > 5. Изображение Е (р) в этой 
полуплоскости является аналитической функцией от 
р, которая стремится к нулю при Кер— +оо 
и остается ограниченной в любой полуплоскости 
Кер > зо, где 50 > 5. 

Следующие девять теорем являются основанием 
для широкой применимости преобразования 
Лапласа. Названия теорем соответствуют опера- 
циям, которые выполняются над функциями- 
оригиналами. 

1. Теорема о сложении (линейность 


преобразования): Ша 7,0) + а2 7 2 ()] = 
= а 1[],()] + а 1 [72 (0]. ; 
2. Теорема о свертке: ПЕ 
0 


свертке во 


- 1) ( а | Сл ОТГ (|, т.е. 


множестве оригиналов соответствует объчное про- 
изведение функций во множестве изображений. 
3. Теорема об интегрировании: 


{ 
Ш (т) Ј = 5 Еф, Е (р) -14 71. Следовательно, 
0 
интегрированию в области оригиналов соответ- 
ствует деление изображения на независимое пере- 
менное. 
4. има о дифференцировании: 
Л (01- 10) "И ео. рі о" 7-То" т, где 


ГО = Шт т Эта теорема является одним 


г» +0 4 


из важнейших обоснований описанных в 4.4.3.2 
применений преобразования Лапласа к решению 
обыкновенных дифференциальных уравнений с на- 
чальными условиями. 

5. Теорема о запаздывании: Ц/(- 
=] =е ЧД Л), 


6. Теорема о подобии: При а> 0 имеет 


место формула [|] (а)] = 12) 


7. Теорема о смещении: [[е "]()] = 
= Е(р + А). 


8. Теорема об умножении: ІДГҮД)| = 
-(-1у Ре (р) 
1 
9. Теорема о делении: Если дла ТЕДІ 


выполнимо преобразование Лапласа, то имеет место 


+ о 


формула Е Ў о |- |» (4) 44. 


р 


Бо 

| 

Пример. Справедлива формула 1.(1) = | о = р” 
0 


Для того чтобы получить отсюда 1. "|, принимаем во впима- 


ние, что а 1) 23 -ттт» Тогда по теореме об умно- 


ар” 


женин получаем, что Це) = уз Отсюда, согласно теоре- 
п! 
(р + Х)" “ғ 
Этот пример показывает, что зачастую изображения 
можно находить без сложного вычисления инле рала Ланла- 
са, а лишь путем использования теорем 1-9. 





ме о смещении, имеем Ще “1 = 


Обратноепреобразование Лапласа. 
Оригинал при преобразовании Лапласа | опреде- 
ляется по своему изображению однозначно. Имеет 
место следуюшая теорема об обрашении преоб- 
разования Лапласа (комплекснал формула 
обращения). 

Если Е(р) — аналитическая функция в области 


Кер>5, Іт Е(р) = 0 равномерно относительно 
|р]— со 
5 + 100 
агёри | |Е(р) |4р| < +оо, то Е(р) является 


изображением дла функции 


5 + [ ор 


1 
09 = === | е” Е (р)др. 


5 — #00 


Особую значимость дла приложений имеет 
обратное преобразование дробно-рациональных 
функций относительно р. Такую функцию достаточ- 
но разложить на элементарные дроби и, восполь- 
зовавшись теоремой о сложении, ограничиться 
обратным преобразованием элементарных дробей. 
Функцию-оригинал для элементарной дроби можно 
взять из таблиц, например из 4.4.3.3. 

Пример 1. Найдем функцию-оригинал Г (р)= - т, 

рр + а) 
20121221. 
рр+а) ар а(р+а) 
теореме о сложении при помощи таблицы из 


10) 40-79) 


а 0; Оригинал находигся по 


4.433. 
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4.4.3.2. Применение преобразования Лапласа к 
решению обыкновенных дифференциальных урав- 
нений с начальными условиями. Большое преиму- 
шество при решении задачи Коши для обык- 
новенных дифференциальных уравнений посред- 
ством преобразования Лапласа состоит в том, 
что искомое частное решение получают непосред- 
ственно, а не подгоняют обшее решение к задан- 
ным начальным условиям. 

Пусть задано линейное дифференциальное 
уравнение п-го порядка с постоянными коэф- 
фициентами (ао # 0, п > 0) ау” (0) + ау“ 7 (+... 
... + аи-ту (0) + а,у(1 = 7 (г) и начальными условия- 
ми у(0) = уо, у (0) = уб,...„у" (0) = уф 7. При- 
менение преобразования Лапласа к дифферен- 
циальному уравнению с учетом теоремы о диф- 
ференцировании и начальных условий приводит 
во множестве изображений к уравнению вида 


(аор" + ар" 1 +... + а.) У(р) = 
= Е(р) + уо(аор" ' + ар? +... +а,-1) + 
+ уб(аор" 2 нар" +... +а,-;) +... 
... + У" 2 (ар + а!) + У’ 0 ао 
или вида 
О (р) У(р) = Е(р) + Р (р): 


при этом У(р) = Г [у(1)] — изображение искомого 
решения, Е (р) = 1 ] (1)] — изображение правой час- 
ти исходного уравнения, а О(р) = ар" + ар"! +... 
... + а, — характеристический многочлен дифферен- 
циального уравнения. Отсюда получается, что 


1 
Ү(р) = Е(р) 00) * Оф) 


Если у; (2) и у:()) являются оригиналами функ- 
ций 1/О(р) и Р(р)/О (р) (они могут быть получены 
разложением на элементарные дроби), то дла 
искомого решения, согласно теореме о свертке, 
получается формула 


у(1) = 170 — т) у, (т)47 + у; (0). 


При этом Е(р) вычислять не нужно. 

Совершенно аналогично можно решать систему 
дифференциальных уравнений с постоянными коэф- 
фициентами. Если задана система уравнений 


уз (0 + ај у! (1) +... + ау, (0) = /1(0, 


У» (2) + а,1У1 (4) +... + аһу (4) = Га (0) 


с начальными условиями у, (0),..., у, (0), то преоб- 
разованием Лапласа она переводится в систему п 
линейных алгебраических уравнений относительно п 
искомых изображений У,(р),..., У„(р): 


(р + 1) 7, (р) +а!>У>(р) +... Фа. У, (р) = 

= Е, (р) + у, (0), 
ага У, (р) + (р + аҙ) У; (р) +... + аҙ,У,(р)- 

= Ғ,(р) + у (0), 


ам У 1 (р) + а, Ү (р) +... + (р + аһ) Ү,(р) = 


РЯДЫ ФУРЬЕ, ИНТЕГРАЛЫ ФУРЬЕ И ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЛАПЛАСА 


Решения Ү,(р),...,Ү, (р) этой системы должны 
быть затем подвергнуты обратному преобразова- 
нию для того, чтобы получить решения 


у! (1),..., У, (1) исходной задачи Коши. 


Пример 2. у( + 2у(0 = /(0, где Ј() #2 + ђе“ + 
+ (1 + 20), у(0) = 1. Преобразование Лапласа приводит к 





уравнению рҮ(р)- 1 --2Ү(р)шІД/()| откуда Ү(р) = 
~ —1 + ЕД, Согласно таблице из 4.4.3.3 и теореме 
р+2 р+2 


о свертке, получаем, что 


у() же? + 2|е 26794 + пет + (1 + 204“. 
9 


Вычисление интеграла завершает поиск решения задачи: 


2 
у() = е +2. 


Пример 3. уФ(0 + 2у” (0) + 2у"() + 2у (0) + у(ђ = 0, 
где у(0) = у (0) = 0, у'(0)= -2, у”(0) = 4. Преобразование 
Лапласа дает 


(р“ + 2р3 + 2р? + 2р + 1) У(р) = —2р. 


Характеристический многочлен имеет корень —1 кратности 
два и простые корни +1. Следовательно, Ү(р) = 


(р“ + 1)(р + 1) 


вид 
= А Во 
07+ ПФ Тр Грат 


Сравнивая коэффициенты, находим А є 0, В = 1, Се ~ |, 
р = 0, т. е. У(р) = 


: Разложение на элементарные дроби имеет 


Ср+р 
р+1` 


1 1 
2 + 0 Г. По таблице из 4.4.3.3 
получается в итоге 
у(1) = (е — те. 


Пример 4. Решить задачу Коши для системы 
Уз (#) + у() ве, у. (0) = 1, 
уз () -у(=-е, у, (0) = 1. 


Так как правые части системы имеют простой вид, то 
она может быть легко преобразована: 


рҮ) + УЗ) = 2241 РИФ - УФ = – + 


т. е. 


рҮ, (р) + Уз (р) = - рҮз(р)- У, (р) = 2-1, 


Отсюда получаем 
2- 2 
ү = Р-Р у - , 
1 (р) Р-107-1) з (р) ЕТ 
Раскладывая на простейшие дробн: 
>-—р+2 ,-4 Вр + С 
РОО "Г иг, 


и приравнивая коэффициенты, получаем А = 1, В = 0, Св -1, _ 


1 1 
2-1 ИГ Из находим 
Уу(1) же — зіпг, Оригинал у:(!) непосредственно указан в 
таблице: у; (0) = соз Г. 


таблицы 





т.е. У, (р) = 


4.4.3.3. Таблица обратного преобразования Лапла- 
са дробно-рациональных функций. Функции в таблице 
расположены по возрастанию степени знаменателя. 
Таблица является полной вплоть до степени знаме- 
нателя, равной 3, а также содержит несколько 
функций, знаменатели которых — многочлены сте- 
пени 4. 


| 
(р + а) (р + Б). 
- - р - 
(р + а) (р + Б) 
201 
(р+ а)? 


(р +. 5р + а? 


___Рр - - 
(р + р)? + а? 


р (р-ға) 
| 





рр+а)”. 
| 


(р + а) (р+ Б) (ра) 


р 


р(р + а) (р + Б) 





(р+ и) (р+ Б) (р +) 


р? 


(ра) (р + Б) (р + с) 


| 
(р + а) ( р + Б)? 
В 
(р + а) (р + Б)? 
р? 
(р+ а) (о + Р) 
21 
(р + ау 
р 
(р + а)? 
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Ли) 

| 
ем 
1 
1 - ег“) 
а 

1 — аі – 
Б-а е е) 
--(ае”“! Бе”) 
їе а 
е“ (| - а!) 


1 
— зћ (а!) 

а 

сћ (а!) 

1 п (а!) 

а с а 

со5 (аг) 

1 
--е “зи (а!) 
а 


-ы(. Ш Ь 
е (о (41) 2 51 а) 


/ 


1 


12 


— (е "+ а:— 1 
13 (е а ) 


== [а — Б) + Бет“ -ае 91 

и — е""— ше“) 

ет Кс Вет + (а – с) е" (6 а) е“) 
т [а (б—сје Б (с—аје " + с(а—б)е “] 
ТЕНГЕНІ Га (е – Брета + Б (а — сје“" + с (р—аје “1 
тэ нэн де -(Ы-а)е7") 

+ 5 (-4е“ + [а + би (5 –аје "Ч 

ее Газе“ = + ђ (Ь — За — Бе + аы) ег") 
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(ра) 

| | 

г Цр+5ђ) + а?) 
1 

р (р? + а?) 
я 
(р + а) (р? + Ь2) 





___Р_____ 
(р + а) (р? + Б?) 
(р + а) (рд + Б?) 
1 
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Г Г/ (0] 


(р + а) ((р + 2 + с]. 


р 


(р + а) (р + 5: + 21 


р? 


(р + а) р + 6)? + с?) 


| 
р. 
231 
р (р+а) 
| ---- 
р(р + а) (р + Б) 


| 
р? (р + а): 





| 
(р + ау (р + 58 
І --- 
(р + а)“ 


__р__ 
(р + а) 


1 


(р? + а?) (р? + Б?) 


р 


(р! + а?) (р> + Б) 


р? 





(р? + а?) (р? + 2) 


3 





(р? + а?) (р? + Б?) 


(р? ад?” 


Р 
(р? + а?у 
2 


(р + а2)2 
220500 
(р? + а2р 
| 
Цр + ђ) + а2]? 





р? (р? + а?) 


/ (1) 


2 
е“ ( - га! + в) 
210 1 е" | сов (аг) + 5 ут (а!) 
а? + Б? “ а” 


1 
и -- с05 (а1)) 


ағ Е + + іп (М)- сов Ш 
и |- че” + а соѕ (бг) + Б біп (50)] 


рес“ - аЬ біп (М) + Б? сов (80) 


| 
(6 — а)? + с2 
___1 
(Б — а)? + с? 


а – Б . 
ес —е М сов (с!) + 27 6-м р кој 
с 


ар — ђ2 — с? 


е?" сіп кој 
с 


|--“ + ае сов (ст) — 


1 - 
трае" + (а - В)? + с? — а?) е" сов (с!) — 


(Б — а)? + с? 
- (« +Ь ( - ала) е "вт (с ој 
‹ 


- Ыы 


1 | 
ађ + а (Б- а) ет Ва 6 


| 2 
240 +е #) + се то _ 1) 


| — и ! 2 -ы 232. 
(а = Б)? 4 (+ = те (17а 


1 
< (өгч 


АЛ 1327" 


1 Е. 1. 
м Б біп (4!) — ? 511 Ш 


ахин 


| . : 
= (-а іп (аг) + Б біп (г) 


ВШ |-« сов (а!) + Б? сов (Ы1)| 
-а 


1. 
= біп (а!) — 1 сов Ш 
а 


1. 
эд 51 (41) 


1 
--- (вт (а?) + а! сов (аг)) 
га 


5 (2 сов (а!) — а! ѕіп (00) 


е" | 1. | 
— вт (а!) — ! сов (а!) 
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5. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 





5,1. ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


5.1.1. СЛУЧАЙНЫЕ СОБЫТИЯ 
И ИХ ВЕРОЯТНОСТИ 


- 


5.1.1.1. Случайные события. Многие явления в 
природе, технике, экономике и в других областях 
носят случайный характер, т. е. невозможно точно 
предсказать, как явление будет происходить. 
Оказывается, однако, что течение и таких явле- 
ний может быть описано количественно, если 
только они наблюдались достаточное число раз 
при неизменных условиях. Так, например, нельзя 
при бросании монеты предсказать, выпадет «герб» 
или «цифра». Однако если бросать монету очень 
часто, то можно заметить, что отношение числа 
бросаний с выпадением «цифры» к общему числу 
бросаний мало отличается от 1/2 и тем менее 
отклоняется от 1/2, чем больше совершено бро- 
саний. 

Теория вероятностей дает математическую мо- 
дель для описания случайных явлений такого 
рода в объективной действительности. Так как 
многие реальные процессы подвержены случайным 
воздействиям, то основы этой теории важно знать 
специалистам, занимающимся естественными, тех- 
ническими, а также и общественными науками. 

Случайный эксперимент, или опыт, есть процесс, 
при котором возможны различные исходы, так что 
заранее нельзя предсказать, каков будет резуль- 
тат. Опыт характеризуется тем, что его в прин- 
ципе можно повторить сколько угодно раз. Особое 
значение имеет множество возможных, взаимно 
исключающих друг друга исходов опыта. 

Возможные, исключающие друг друга исходы 
опыта называются его элементарными событиями. 
Множество элементарных событий обозначается 
через Е. 


Пример 1. Однократное бросание игральной кости. 
Возможные исключающие друг друга исходы этого опыта — 
выпадения одного из чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6. Множество Е 
состоит из шести элементарных событий е), еҙ, ез, ед, 65, ев, 
причем элементарное событие е; означает: выпадает число і. 

Пример 2. Одновременные бросания двух игральных 
костей. Множество Е элементарных событий состоит здесь 
из 36 элементов е|1, 612, ..,@66, причем элементарное собы- 
тие е; означает: на первой кости выпадает і, а на 
второй /. 

Пример 3. Определение длительности службы электри- 
ческой лампы. Элементарные события можно отождествить 
с множеством положительных чисел, дополненным симво- 
лом + о. 


Помимо элементарных событий, часто интерес- 
ны события более сложной природы, например 
в случае игральных костей событие «выпадает 


четное число» или в случае определения дли- 
тельности службы лампы событие «длительность 
службы не менее 3000 часов». 

Пусть осушествляется некоторый опыт, и пусть 
Е - множество его элементарных событий. Каждое 
подмножество А с Е называется событием. Собы- 
тие А происходит тогда и только тогда, когда 
происходит одно из элементарных событий, из 
которых состоит А. 

Пример 4. В примере 1 подмножество А = (е;, 64, е6) 
образует событие «выпадает четное число». Событие «вы- 
падает четное число» в случае двух игральных костей 
происходит тогда и только тогда, когда происходит одно 
из элементарных событий, содержашихся в подмножестве 
Ал4еДік) четно}. В примере 2 подмножество 
А = (646, е4, 655, 656; 665» 65) Множества Е может быть ин- 
терпретировано как событие «сумма выпавших очков не 
менее 10». 

В примере 3 А = (3000, +оо] может быть интерпрети- 
ровно как событие «электрическая лампа служит больше 
о. часов». 


Подмножества Е, а следовательно, и само Е, 
и пустое множество (7 интерпретируются, согласно 
общему определению, как события. Так как Е 
состоит из всех элементарных событий, а при 
каждом опыте обязательно происходит одно из 
элементарных событий, то, таким образом, Е 
происходит всегда. Такое событие называется досто- 
верным событием; его мы будем обозначать бук- 
вой О. Пустое множество (2 не содержит элемен- 
тарных событий и, следовательно, никогда не 
происходит. Такое событие называют невозможным 
событием; его мы будем обозначать буквой И 

Пусть А,, А;,..., А, — события, т. е. подмноже- 
ства некоторого фиксированного множества Е 
элементарных событий, Тогда объединение 
А, (ЈА; |)... (ЈА, снова есть событие, так как оно 
является подмножеством Е. Объединение 


Ал |] А; []...[) А, происходит тогда и только 
тогда, когда происходит хотя бы одно из собы- 
тий 41, Аҙ,..., А„. Событие А; |) 4()...() А, назы- 
вают суммой событий Ај, А;,...,А,. Его часто 
обозначают А; + А, +... + А; 

Точно так же пересечение А, (4 \... (А, 
событий А; есть снова некоторое событие. Пере- 
сечение 41()4,()...(| А, происходит тогда и 
только тогда, когда происходят одновременно все 
А; Событие А, 4; )...() А, называется произ- 
ведением событий Ај, Аљ,..., А,. Его часто обозна- 
чают Так: 414А,... А,. 

Пример 5. Пусть при определении длительности 
ЖИЗНИ А, есть событие «продолжительность жизни лежит 
между 0 и г», а А, — событие «продолжительность жизни 
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лежит между г, и г»; тогда 4,(Ј 4, есть событие 
«продолжительность жизни лежит между 0 и 13». 
Пример 6. Если при одновременном бросании двух 
костей А, есть событие «сумма очков не менее 11», 
а А; — событие «выпадает одинаковое количество очков», 
то А, (А, есть событие «выпадают две шестерки». 
Пример 7. Пусть в случае двух игральных костей 
А, есть событие «сумма выпавших очков не более 2», 
а А; - событие «сумма выпавших очков не менее 5»; 
тогда А, (4, есть невозможное событие: А, А; = И. 


Два события А, и А, называются несовмест- 

ными, если А, ПА, = И, т.е. если события А; 
и А, не могут произойти одновременно. 
_ Если А — некоторое событие, то дополнение 
А = Е\А также является подмножеством Е, т. е. 
некоторым событием. Событие А происходит тогда 
и только тогда, когда не происходит А; А на- 
зывается событием, противоположным (дополни- 
тельным) А. События А и А всегда несов- 
местны: 4А = И 

Пример 8. Если при каком-нибудь измерении А 
есть событие «измеренная величина не менее о», то А есть 
событие «измеренная величина менее с». 


Для действий со случайными событиями (суммы, 
произведения, дополнения) справедливы формулы 
элементарной теории множеств: 


А|)В-В8()4, А(В-В(А 


(коммутативность), 


(418) /С- лв ола в) с-а (в О 


(ассоциативность), 


(А|)В)()С = (А()0О | (ВГС), 
(А()В)()С = (А(ЈО( В|) с) 


(дистрибутивность), 
А()В-А(В, А()В = А|ЈВ 
(формулы де Моргана), 
А()А-0, АПА=И 


Для тоғо чтобы построитђ теорию вероят- 
ностей, нужно событиям поставить в соответствие 
вероятности, которые будут давать количественную 
оценку возможности их осушествления. Если Е 
несчетно (как, например, в опыте «определение 
продолжительности службы электрической лампы»), 
то не всем подмножествам Е разумно ставить 
в соответствие вероятность. Нужно ограничиться 
определенным классом событий. События этого 
класса называются случайными событиями. Они 
являются предметом теории вероятностей. Если Е 
конечно, то этот класс совпадает с классом всех 
событий. Оказывается, что класс случайных событий 
всегда можно выбрать так, чтобы, во-первых, 
не появилось никаких математических трудностей 
при введении вероятностей и, во-вторых, чтобы все 
интересующие нас на практике события находились 
в выбранном классе, т.е. являлись случайными 
событиями в математическом смысле. Поэтому 
для естествоиспытателя и инженера важно знать, 
что все интересующие его случайные события 
являются также случайными в смысле математи- 
ческой теории, так что изложенная ниже аксиома- 
тика теории вероятностей применима к ним. 

5.1.1.2. Аксиомы теории вероятностей. Пусть опыт 
повторяется п раз и при этом подсчитывается, 
как часто происходит интересующее нас событие. 


Допустим, что оно произошло т раз. Отношение 
— = И/,(А) называется относительной частотой 
п 


(или кратко — частотой) случайного события А в п 
опытах. При этом 0 < И, (А) < 1. Практика показы- 
вает, что во многих случаях при увеличении п 
частота приближается к некоторому постоянному 
значению. В свое время понятие вероятности 
случайного события пробовали определить как 
предел частоты. Это привело, однако, к теорети- 
ческим и математическим трудностям, которые не 
удавалось преодолеть. В современной теории не 
делается попыток дать определение понятию ве- 
роятности; его считают основным понятием, 
удовлетворяющим некоторым аксиомам. Формули- 
ровка аксиом, принадлежащая А. Н. Колмогоро- 
ву, опирается на следующие свойства часто гы, 
которые можно рассматривать как опы гные факты: 

1. Для больших п частота И”, (4) колеблется 
все меньше около определенного значения. 

2. И, (И) = 1. , 

3. ,(А()В)- И, (А) + И, (В), если А и В не- 
совместны. 

Аксиомы теории вероятностей. 

1. Каждому случайному событию А поставлено 
в соответствие число Р(4), 0 < Р(А) < 1, которое 
называют вероятностью А. 

2. Вероятность достоверного события равна 1: 
Р(И) = 1. 

3. Аксиома аддитивности. Если А, 
Аз, ..., А„ ...- попарно несовместные случайные 
события, т.е. 4; |4; = У при ! >), то 


Р()А)=> (А). (5.1) 


Для конечного числа попарно несовместных 
событий А), Ас, ..., А, аксиома аддитивности дает 
соотношение 


Р(А | ЈА; ().. (ЈА) = РОА) + РОА) +... + Р(4,); 
В частности, 
І-Р(І)-Р(ЦГ()У)-Р(ІЛ-Р(У)-1-Р(И), 


откуда следует, что Р(Р)- 0, т. е. вероятность не- 
возможного события равна нулю. Из (5.1) следует, 
что Р(А() А) = Р(А) + РА), так как А и А несов- 
местны. Учитывая, что А()4 = Џ, и аксиому 2, 
получаем 


Р(А) = 1 – Р(А). (5.2) 


Для произвольных (не обязательно попарно несов- 
местных) случайных событий 4), А,, ..., А, имеет 
место неравенство | 


Р(А (ЈА, ().. (ЈА) < У, Р(А). 


(5.3) 


Фактическое определение вероятности некоторого 
случайного собыгия чисто теоретически часто не- 
возможно. В этих случаях необходимо произвести 
достаточное число испытаний и принять относи- 
тельную частоту рассматриваемого события в ка- 
честве приближенного значения вероятности. Так, 
например, нет ни математической, ни биологиче- 
ской теории, которая позволяет вычислить априори 
вероятность Р(А) случайного события «рождение 
близнецов». Для определения Р (А) нужно исполь- 
зовать статистику большого числа рождений и под- 
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считать, как часто происходило это событие. Тогда 
соотвегствуюшую частоту можно приблизительно 
принять за вероятность Р (А). Определение Р (А) по 
частоте иногда называется «статистическим опреде- 
лением» вероятности. Речь здесь, однако, идет не 
об определении веролтности, а 06 ее оценке 
(см. 5.2.2). 

5.1.1.3. Классическое определение вероятности 
события. Если опыт таков, что он подразделяется 
только на конечное число элементарных событий, 
которые к тому же являются равновероятными, то 
говорят, что речь идет о классическом случае. Для 
опытов этого типа теорию вероятностей разраба- 
тывал еше Лаплас. Примерами таких опытов явля- 
ются бросания монеты (два равновероятных эле- 
ментарных события) или бросания игральной кости 
(шесть равновероятных элементарных событий). 
В классическом случае из аксиом для вероятности 
Р (А) события А получаем 


число элементарных событий, 


благоприятных для А 
Р(А) = —— ------------.. (5.4) 
число всех возможных элементарных 


событий 





При этом под «элементарными событиями, 
благоприятными для А», понимают такие события, 
осушествление которых ведет к осушествлению А; 
иными словами, это события, из которых состоит А 
(понимаемое как подмножество Е). Лаплас исполь- 
зовал (5.4) для определения вероятности. (Формула 
(5.4) непригодна, например, в случае фальшивой 
игральной кости.) 

Пример9. Пусть правильная игральная кость брошена 
один раз, и пусть А есть событие «выпадает четное число». 
Благоприятными для А являются элементарные события е), 
ед, е6. Всего имеется шесть возможных элементарных собы- 
тий. Следовательно, Р (А) = 3/6 = 1/2. 

Пример 10. Пусть одновременно бросают две играль- 
ные кости, при этом выигрыш выплачивается, если сумма 
выпавших очков не менее 10. Как велика вероятность выиг- 
рыша? Имеется 36 элементарных событий. Благоприятными 
для А являются элементарные события 246, Ева, 655» 656; 665: 
евв. При этом е означает: на первой кости выпадает і, на 
второй ј. Тогда Р (А) = 6/36 = 1/6. 

В классическом случае часто используют формулы ком- 
бинаторики, например, для того, чтобы вычислить число всех 
возможных элементарных событий. 

Пример 11. Игра в лото: угадать «К чисел из п», 
например спортлото 6 из 49. Какова вероятность получить 
главный выигрыш, указав К чисел правильно? Имеется одно 
благоприятное событие, при котором происходит выигрыш 
главного приза игры. Число всех элементарных событий 
равно числу возможных выборок К чисел из п чисел без 
учета порядка и без повторов, т.е. равно С“. Таким обра- 
зом, вероятность главного выигрыша в спортлото равна 
1020 
С% 13983816 


5.1.1.4. Условные вероятности. Вероятность не- 
которого случайного события 4, как правило, 
изменяется, если уже известно, что произошло 
некоторое другое случайное событие В. Вероят- 
ность Я при условии, что событие В с вероят- 
ностью Р(В)ЕО уже произошло, обозначается 
Р (А/В) и называется условной вероятностью А при 
условии В. 


Пример 12. Пусть одновременно бросают две играль- 
ные кости. Пусть А — событие «сумма очков не менее 10», 
В — событие «сумма очков четная». Если известно, что В 
произошло, то для А имеется 18 возможных элементарных 
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событий (например, 611 возможно, а е, нет); из них бла- 
гоприятными для А являются 246, 64, 655, 666. Следователь- 
но, Р (А/В) = 4/18 = 2/9. 

Пример 13. Пусть имеются две урны. В первой нахо- 
дятся пять белых и пять черных шаров, во второй — один 
белый и девять черных. Опыт состоит в том, что наугад 
выбирается урна и наугад из нее вынимается шар. Пусть В 
есть событие «вынутый шар белый» и А, — события «шар 
вынимается из і-й урны» (і = 1, 2). Тогда Р(В/А,) = 5/10 = 
= 1/2, Р(В/А,) = 1/10. 


Условная вероятность удовлетворяет следую- 
щим соотношениям (которые можно считать опре- 
делением): 

Р(А/В) = 


Р(В) = 0, (5.5) 


Р(А) + 0. (5.6) 
Если их разрешить относительно Р (А [`) В), то по- 
лучают правило умножениа: 


Р(А(\ В) = Р(В) Р(А/В) = Р(А) Р(ВЈА), (5.7) 


т. е. вероятность произведения двух случайных со- 
бытий равна произведению вероятности одного 
события на условную вероятность другого при 
условии, что первое событие произошло. 

Два случайных события А и В называются 
независимыми, если осушествление одного не 
влияет на вероятность осуществления другого, т. е. 
если 


Р(АЈВ) = Р(А). (5.8) 
Тогда правило умножения имеет вид 
Р(А(|В)- Р(А)Р(В), (5.9) 


т. е. вероятность произведения двух независимых 
событий равна произведению их вероятностей. Так 
как формулы (5.8) и (5.9) эквивалентны, то для 
определения понятия «независимость двух случай- 
ных событий» часто используется соотношение 
(5.9). 

Случайные события А;,, А;, ... А, называются 
независимыми в совокупности, если для каждого т 
и каждой т-комбинации [1,... і, где | <<... < 
< і„ < п, выполняется соотношение 


Р(А; (146, ПО... ПА) = Р(А;)Р(А;)...Р(А;). 


Случайные события А, А,, ..., А, называются 
попарно независимыми, если для произвольных і, ј 
ТЕЛ А; и А; независимы. 

Из независимости в совокупности следует по- 
парная независимость, но не наоборог. 

5.1.1.5. Полная вероятность. Формула Байеса. 
Предположим, что достоверное событие Ё можно 
представить в виде суммы п попарно несовместных 
событий, т. е. О = А, ( ЈА; []...() А, где А ПА; = 
= УК при і зе ј. Тогда для любого случайного собы- 
тия В выполнено соотношение 


В = (А, (В) |) (4, ()В)()... (Ј(А„()В). 


Согласно аксиоме аддитивности, отсюда следует, 
п 

что Р(В) = У Р(В(] А). Если применить формулу 
і-і 


(5.7), то получим 


іт 


Р(В) = 5, Р(А;) Р(В/А)). (5.10) 
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Эта формула называется формулой полной вероят- 
новти. 


Пример 14. Пусть даны три урны І типа: два белых 
и шесть черных шаров; одна урна И типа: один белый и 
восемь черных шаров. Пусть наудачу выбирается урна, 
а оттуда — шар. Обозначим через В событие «вынутый шар — 
белый»; его вероятность Р (В). Обозначим через А, событие 
«выбрана урна 1 типа», а через А; — событие «выбрана урна 
П типа». Тогда В = (В (\4,) (ЛВ ()А;), так как А, Аз = У. 
Следовательно, 


Р (В) = Р(А,) Р(В/А!) + Р(А;) Р(В/А5). 


Но Р(А)) = 3/4, Р(А;) = 1/4; Р(В/А,) = 2/8 = 1/4, Р(В/А;) = 
= 1/9. Окончатељно: 


3 


23,111 
РВ) +9 144 


ъс 


Пусть предпосылки закона полной вероятности 
выполнены. Тогда можно вычислить вероятность 
события А; при условии, что событие В произошло. 
Для этого служит формула Байеса, или формула 
вероятности гипотез: 


Р(А) Р(В/А) 


Р(АЈВ) = (5.11) 


>. Р(А)Р(ВЈА) 


ј=1 


Пример 15. Проводится гот же эксперимент, что и 
в примере 14. Пусть вынут белый шар. Какова вероятность 
того, что он вынут из урны Г типа? 


Р(А,) Р(В/А 


Р(А//В) = Р(АЈР(ВЈА)) + Р (А) Р(ВЈА;) | 


4. 
9 


5.12. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ 


Действительное переменное, которое в зависи- 
мости от исхода опыта, т. е. в зависимости от 
случая, принимает различные значения, называется 
случайной величиной. 

Пусть Х - некоторая случайная величина. Функ- 
цией распределения Е(х) случайной величины Х 
называется функция 


Е (х) = Р(Х < х). (5.12) 
Значение функции распределения в точке хо, таким 
образом, равно вероятности того, что случайная 
величина принимает значение, меньшее хо. В тео- 
рии вероятностей случайная величина полностью 
характеризуется своей функцией распределения, 
т. е. может рассматриваться как заданная, если 
задана ее функция распределения. При помощи 
функции распределения можно указать вероятность 
того, что случайная величина попадает в заданный 
полуоткрытый промежуток: 


Р(а<Х<Ь=Е(Ь) – Е (а). (5.13) 
Функция распределения Ғ (х) произвольной случай- 
ной величины обладает следующими свойствами: 

) шт Е(х)+1, Іт Ғ(х)-0. 

Х-» + 00 Х-» - ОО 

2) Ғ(х) монотонно не убывает, 7. е. при хі < х; 
имеет место неравенство Е (х1) < Ғ(х;). 

3) Ғ(х) непрерывна слева. 


5.1.2.1. Дискретные случайные величины. Слу- 
чайная величина Х называется дискретной, если 
она может принимать только конечное или счетное 
множество значений. Таким образом, она характе- 
ризуется значениями х1, х.,..., которые она может 
принимать, и вероятностями р; = Р (Х = х;), с ко- 
торыми она принимает эти значения и которые 
должны удовлетворять условию Ур = 1. Одно- 

4 


значное отображение множества х; на множество р; 
рассматривается как функция вероятности дискрет- 
ной случайной величины. Для функции распределе- 
ния дискретной случайной величины имеем 


Е (х) = » ри. 


. < 
х, х 


(5.14) 


Суммирование производится по всем і, для ко- 
Е (х) 


торых х;<х. Таким образом, является 





ступенчатой функцией со скачками высотой р; 
в точках х, (рис. 5.1). 

5.1.2.1.1. Индикатор события. Пусть А- 
некоторое случайное событие, где Р(А) = р. Слу- 
чайная величина 


х | если А происходит, 


0, если А не происходит, 


называется индикатором А (характеристической 
случайной величиной). Возможными значениями яв- 
ляются 0 и 1; соответствующие вероятности: ро = 
-Р(Х-%0)-1-р,рі = Р(Х = 1) = р. 

5.1.2.1.2. Биномиальное распределе- 
ние. Пусть некоторый опыт повторяется п раз 
и отдельные опыты этой серии не зависят друг 
от друга. Пусть в каждом опыте может произойти 
или не произойти событие А, а вероятность его 
осушествления в отдельном опыте не зависит от 
номера опыта и равна р. Пусть Х“ - число наступ- 
лений события А в такой серии из п опытов. 
Очевидно, что возможные значения случайной ве- 
личины Х® суть числа 0, 1, 2, ..., п. Вероятности 
Р (и, К) = Р(Х = К) вычисляются по биномиально- 
му закону: 


Р (п, К) = Спр'а" ", 4 = 1- р 


(с - 0,1, ..., т. (5.15) 

Случайная величина называется биномиально 
распределенной с параметрами п и р, если возмож- 
ные значения 0, 1, ..., и она принимает с вероят- 
ностями Р(п, К), задаваемыми формулой (5.15). 
Параметры п и р полностью определяют бино- 
миальное распределение. На рис. 5.2 показаны 
«полигоны» биномиальных распределений для п = 
= 20 и различных р. При этом соответствующие 
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Рис. 5.2 


Р (п, К) отложены по ординате и соединены лома- 
ной линией. 

Начиная с Р(и, 0), вероятности Р (и, К) могут 
быть легко вычислены по следующей рекуррентной 
формуле: 

Р (п, К) (п = + 1)р 
Р (п, К – 1) Ка | 

Пример 16. Вероятность рождения мальчика равна 
0,515. Как велика вероятность того, что из десяти наугад 
выбранных новорожденных будет шесть мальчиков? Предпо- 
ложение независимости может считаться выполненным. Сле- 
довательно, для искомой вероятности имеем Р(А) = Р (10,6) = 
= С%0 (0,515) (0,485) = 0,2167. 

Пример 17. В урне М шаров, из которых ровно М 
белых. Из урны п раз вынимался шар и после регистрации 
снова возврашался в урну. Какова вероятность события, что 
белый шар был зарегистрирован К раз? Эта вероятность 


Р(п, К) вычисляется при помощи биномиального закона 
(5.15): 


к п-к 
Р(п, а (5) ( - ЯГ) (К-0,1,....л) 


Биномиальный закон описывает в самой обшей 
форме осуществление признака в выборке объемом 
п с возвратом. 


(5.16) 


(5.17) 


Пример 18. Пусть вероятность получения бракованно- 
го изделия равна 0,01. Какова вероятность того, что среди 
100 изделий окажется не более трех бракованных? Согласно 
биномиальному закону и закону сложения, получаем, что 


Р(А) = С? оо (0,01)° (0,99): 09 + С оо (0,01)! (0,99)? + 
+ С? оо (0,01)2 (0,99)98 + С? оо (0,013 (0,99)97 = 0,9816. 


5.1.2.1.3. Гипергеометрическое рас- 
пределение. В урне находитса М шаров, из 
которых ровно М белых. Пусть один за другим 
без возврата (или одновременно, что одно и то же) 
вынимается п (< М) шаров. Тогда вероятность 
того, что среди этих вынутых п шаров будет К 
белых, равна 

о ој шу 
Рум (и, К) = с о (К = 0, 1, ... п). (5.18) 
Случайная величина называется распределенной 
гипергеометрически, если возможные значения 0, 
1, ..., п она принимает с вероятностями Ру, м (и, К), 
определяемыми формулой (5.18). Числа М, М, п- 
параметры распределения. 

Гипергеометрическое распределение, таким об- 
разом, описывает осуществление признака в выбор- 
ке без возврата. Если М очень велико по сравнению 
с п, то не имеет существенного значения, возвра- 
щаются шары обратно или нет, и формула (5.18) 


может быть приближенно заменена формулой (5.17) 
биномиального распределения. 

5.1.2.1.4. Распределение Пуассона. 
Случайная величина называется распределенной по 
закону Пуассона, если она принимает счетное мно- 
жество возможных значений 0, 1, 2, ... с вероят- 


НОСТЯМИ 
к 


Р, (К) = үеэ (К=0,1,...). (5.19) 
Число А называется параметром распределения. 

Распределение Пуассона может использоваться 
в качестве хорошего приближения биномиального 
распределения, если п велико, а р мало. Тогда 
в качестве АХ нужно взять пр (см. 5.1.5). 

Пример 19. Машина проехала 100000 км. Пусть Х — 
число проколов шины на этом расстоянии. Тогда Х можно 
считать случайной величиной, распределенной по закону 
Пуассона (с подходящим А), т. е. вероятность трех проколов 


шины равна Хн, 


3! 
Пример 20. Рассмотрим пример 18. Имеем п = 100, 
р = 0,01. Таким образом, 100.0,01 = 1, 


19 -1 ! -1 12 -1 1 -1 
Р(4) = оре Бүү? "оре #3476 = 


т 


5 г) = 0,9810, 


что дает хорошее совпадение с точным значением, однако 
вычисляется гораздо быстрее. 


Распределение Пуассона затабулировано для 
различных А (таблица в 1.1.2.5). 

5.1.2.2. Непрерывные случайные величины. Слу- 
чгйная величина называется непрерывной, если ее 
функцию распределения (интегральную функцию 
распределения) можно представить в виде 


Е(х) = [ та. (5.20) 


Неотрицательная интегрируемая функция /(х) 
называется плотностью распределения. Так как 


па Е (х) + 1, то должно выполняться условие 
х — + оо 


Гл (5) ах = 1. (5.21) 


При заданной плотности вероятности в силу 
(5.13) и (5.20) вероятность того, что случайная 


Р(а<х< 6) 





Рис 5.3 


величина попадает в заданный промежуток, равна 
(рис. 5.3) 


Б 
Р(а<Х <Б) = Е(Ь) – Е(а) = | (х) ах. (5.22) 


Вероятность Р(Х = а), т. е. вероятность того, что 
непрерывная случайная величина равна заданному 
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действительному числу, всегда равна 0. Отметим, 
что из равенства Р (А) = 0 не следует, что А явля- 
ется невозможным событием, хотя Р(И) = 0. 

Для любого р из интервала (0, 1) наименьшее 
число х,, для которого Е (х,) = р, называется р — 
квантилью непрерывной случайной величины х. 

5.1.2.2.1. Равномерное распределение. 
Случайная величина называется равномерно распре- 
деленной на Га, Б], если ее плотность вероятности 





Рис. 5.4 


на (а, Б] постоянна, а вне [а, Б] равна 0 (рис. 5.4). 
+ 


Так как | /(х) 4х = 1, то 


Го) = 


5.1.2.2.2. Нормальное распределение 
(распределение Гаусса). Случайная величи- 
на называется расиределенной нормально, если она 
имеет плотность вероятности следующего вида: 


210 е-(х-ау/029) 
2ла 


ЈО) = (5.23) 


здесь а и с — параметры распределения. 

Функция (5.23) представляет собой колоколооб- 
разную кривую. Параметр а — точка максимума, 
через которую проходит ось симметрии, параметр 
с — расстояние от этой оси до точки перегиба. 
Если с мало, то кривая высокая и заостренная; 
если с велико, то она широкая и плоская. Рис. 5.5 





Рис. 55 


показывает нормальное распределение при а = 0 
и различных о. 

Если случайная величина Х имеет нормальное 
распределение с параметрами аи с, то говорят, 
что Х распределено нормально согласно закону 
М (х; а, с), и пишут: Хє № (х; а, с). Функция Фф (х) = 


1 2 
= е-Х (а = 0, с = 1) называется плотностью 


у 27 
нормированного и центрированного нормального 
распределения. Плотность вероятности ф (х) и соот- 
х 





ветствуюшее распределение Ф (х) = | ф (г) 4! зата- 


- со 


булированы (см. таблицы в 1.1.2.61 и 1.1.2.6.2). 


Функцию Ф часто называют гауссовым интегралом 


| 
ошибок (таблица в 1.1.2.6.2 дает Фо(х) = т х 
2т, 


х 
х [е- "За, Ф(х) = Фо(х) + 2) Особое значение 

0 
нормального распределения в теории и практике 
основывается в значительной степени на централь- 
ной предельной теореме (см. 5.1.6; там также даны 
примеры нормального распределения случайной 
величины). 

5.1.2.2.3. Экспоненциальное распре- 
деление. Случайная величина называется зкспо- 
ненциально распределенной, если она имеет следую- 
шую плотность вероятности: 


| Хе ~ 
Лох) = 
0 при х < 0. 


при х 2 0, 


Число Х называется параметром распределения. 





Рис 5.6 


Пример 21. Длительность службы электролампы мож- 
но рассматривать с хорошим приближением как экспонен- 
циально распределенную величину. На рис. 5.6 показана 
плотность вероятности экспоненциального распределения 
с А = |. 


5.1.3. МОМЕНТЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 


5.1.3.1. Дискретный случай. Пусть Х есть диск- 
ретная случайная величина с возможными значе- 
НИЯМИ Ху, х2,... и же Р(Х = х). 


Число у; = У хір, называется (в случае абсо- 
к 


лютной сходимости ряда) 1-М начальным момен- 
том случайной величины Х (или ее распределения) 
(1-1, 2, ...). 

Число ш = У (х, — у1) рк называется і-м цент- 

к 

ральным моментом Х. 

Особое значение имеют первый начальный мо- 
мент у, и второй центральный момент ц;. 

5.1.3.1.1. Математическое ожидание. 
Первый начальный момент 


у! = У Хүрд 
Е 


называется математическим ожиданием Х и обо- 
значается через МХ. Математическое ожидание 
определяет положение центра распределения в сле- 
дующем смысле: если считать р, массами, поме- 
щенными в точках х, действительной оси, то МХ — 
координата центра тяжести этой системы. 

Свойства математического ожида- 
ния. 

1) Математическое ожидание постоянной а (ко- 
торую можно считать дискретной случайной вели- 
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чиной с одним возможным значением а, прини- 
маемым ею с вероятностью 1) равно этой посто- 
ЯННОЙ: 

Ма =а. 


2) Математическое ожидание суммы равно сум- 
ме математических ожиданий: 


М(Х, + Ху) = МХ, + МХ,. 


3) Математическое ожидание произведения по- 
стоянной величины на случайную величину равно 
произведению постоянной на математическое ожи- 
дание случайной величины: М (ах) -аМХ. 

4) Математическое ожидание произведения двух 
независимых случайных величин равно произведе- 
нию их математических ожиданий: 


М(Х,.Х,) = (МХ, (МХ). (5.25) 


Пример 22. Биномиальное распределение с параметра- 
ми п, р: 


(5.24) 


МХ = у кара“ = пр. (5.26) 
іт 


Пример 23. Гипергеометрическое распределение с па- 
раметрами М, М, п: 


их- ў к ИСКЕ _ М (527) 


П--- 
као М 


Пример 24. Распределение Пуассона с параметром А: 


МХ = \ ке 
к! у 


Таким образом, параметр А. здесь имеет значение матема- 
тического ожидания. 


2 


/ 


(5.28) 


о мало 


© бет 


07234 5678 4 
МХ 


$) 
Рис 57 
5.1.3.1.2. Дисперсия. Второй центральный 


момент называется дисперсией случайной величины 
Х и обозначается через РХ, т. е. 


РХ = У (х, – МХ)? р, = М(Х – МХ). (5.29) 
к 


Для вычисления дисперсии часто полезна сле- 
дуюшая формула: 


рх = МХ? – (МХ). (5.30) 


Корень квадратный из дисперсии называется раз- 
бросом, или стандартным отклонением, или сред- 
ним квадратичным отклонением и обозначается 
через бұ: 


сх = У0Х. (5.31) 


Величина с (или ОХ) есть мера рассеяния рас- 
пределения относительно математического ожида- 
ния. На рис. 5.7 показано дискретное распределение 
с малым (а) и большим (6) рассеянием. 

Свойства дисперсии. 

1) Дисперсия постоянной величины равна нулю: 


Па = 0. 


2) Дисперсия произведения постоянной величи- 
ны на случайную величину равна произведению 
квадрата постоянной величины на дисперсию слу- 
чайной величины: 


р(аХ)-га2рх. 


3) Дисперсия суммы постоянной а и случайной 
величин равна дисперсии случайной величины: 


Ра + Х) = рх. 


4) Дисперсия суммы двух независимых случай- 
ных величин равна сумме дисперсий этих величин: 


р(Х, + Х,) = рх, + рХ,. 


Пример 25. Биномиальное распределение: 


к 
ОХ = У (К — пр)? САР" 7! = пра, (5.32) 
кк 
ах = пра. (5.33) 
Пример 26. Гипергеометрическое распределение: 
Х-п М М 
ОХ = км-і! М ( - и) (5.34) 
Пример 27. Распределение Пуассона: 
рХ =% сх = ү. (5.35) 
5.1.3.2. Непрерывный случай. Пусть Х — не- 
прерывная случайная величина с плотностью 
вероятности /(х). Тогда величина 
+ со А 
у= | х (х) ах (5.36) 


- 00 


называется (в случае абсолютной сходимости инте- 


грала) і-м начальным моментом случайной величи- 
+ со 


ны Х (1-1, 2, ...). Величина = | (х-уі)/(х)4х 
зо 
называется 1-М уентральным моментом случайной 
величины Х. 
5.1.3.2.1. Матемдтическое 
Первый начальный момент 
+ со 
у = МХ = | х/(хах 


= 00 


ожидание. 


(5.37) 


называется математическим ожиданием случайной 
величины Х. Математическое ожидание МХ дает 
положение центра тяжести распределения массы, 
которое задается «плотностью распределения мас- 


сы» (х). 
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Математическое ожидание в непрерывном слу- 
чае обладает теми же свойствами 1)- 4), которые 
были отмечены для дискретного случая. 

Пример 28. Равномерное распределение на (а, Ь]: 

Ь 


мх- |, 1 ах да 
Б-а 





2 


Пример 29. Нормальное распределение М (х; а, в): 


+ о 
МХ = | 1 _„—(х – 9) 297) ду ша. 
дс 


"шш 





Следовательно, параметр а имеет значение математического 
ожидания. 
Пример 30. Экспоненциальное распределение: 


МХ = [ хлет^ ах = + 


5.1.3.2.2. Дисперсия. Второй центральный 
момент 
+ со 
ш = РХ = |(х- МХ)? у(х) ах 


т со 


(5.38) 


называется дисперсией случайной величины Х. Вели- 


чина үрХ-о называется разбросом, или стан- 
дартным отклонением, или средним квадратичным 
отклонением случайной величины Х. Справедлива 


формула 


рх = М(Х – МХ)? = МХ? – (МХ)?. (5.39) 


Дисперсия в непрерывном случае обладает теми 
же свойствами 1) - 4), которые были отмечены дла 
дискретного случая. 


Пример 31. Равномерное распределение на (а, Ь]: 


в 
“(ажьүр 1,0-4) 
рх Їй ( 2 ) 5-2 4х р 


Пример 32. Нормальное распределение М(х; а, с): 





е- (х – 8)? 292) ду = су, 


яо 


Параметр с имеет здесь значение разброса су. 

Таким образом, нормальное распределение полностью 
определено заданием математического ожидания и среднего 
квадратичного отклонения. 

Пример 33. Экспоненциальное распределение: РХ = 
= 1/42, 


рх = | в-ар | 


5.1.4. СЛУЧАЙНЫЕ ВЕКТОРЫ 
(МНОГОМЕРНЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ 
ВЕЛИЧИНЫ) 


Совокупность (Хү, Х;, ..., Х,) случайных вели- 
чин называется п-мерным случайным вектором. 

Такой случайный вектор может быть охаракте- 
ризован своей п-мерной функцией распределения: 


Е (х,, ... х,) = Р(Х, < Ху, ... Х, < х,). (5.40) 


Функцию Е(хъ, Хо, ..., Хр) часто также называют 
кратко распределением вектора (Х,, ..., Х,) или 
совместным распределением величин Хі, .., Х,. 
Если рассматривать величины Х },..., Х, как коор- 
динаты некоторой точки в п-мерном евклидовом 
пространстве, то положение точки (Х), ..., Х,) 


зависит от случая, а значение функции Е (хи, ..., х,) 
есть вероятность Того, что точка оказывается в 
полуоткрытом параллелепипеде Х, <х,,..., Х,<х, 
с ребрами, параллельными осям. Вероятность того, 
что точка окажется в параллелепипеде а; < Х; < Ё, 
(1 = 1, 2, ..., и), определяется формулой 


Ра < Х, <Ь,, ..., а, < Х, <Ь,) = Е(Ь,, ..., В) - 

- У р + > ру... ЕСІ) Ға,..., а,); 

(51 15:<ј<п (5.41) 

здесь р: и = Е (су, ..., Су (155<6<... < ии), 

где с, = ар, с, = а, ..„ С, = бү, а все остальные 
су-Б, 


Для двумерного случайного вектора, в част- 
ности, получаем 


Ра < Хі <Ь,, а» <Х, <,) = 
= Е(Ь,, Б) — Ғ(Б, а)- Е (а:, В») + Е (а), а). 


Свойствап-мерной функции распре- 
деления. 


1) Іт Ё(х,,...,х,)-1, Іт Е(хі,...,х,) =0. 
ху + 00 Ху“> — 00 
]1=1,...,п і-і,...п 
2) Е(хі,..., х,) монотонно не убывает по каж- 
дому переменному. 
3) Ғ(хі, ..., х,) непрерывна слева по каждому 
переменному. 
4) Для произвольных а, Б, а; < Б; (і = 1, ..., п), 


правая часть равенства (5.41) неотрицательна. 
5.1.4.1. Дискретные случайные векторы. Случай- 
ный вектор (Х,, ..., Х,) называется дискретным, 
если все его компоненты являются дискретными 
случайными величинами. Если хі? (К = 1, 2, ...) – 
возможные значения ј-й компоненты, то функция 


вероятностей РЦ..., Вектора (Х,, ..., Х,) опреде- 
2... 
ляется следуюшим образом: 
1 2 
Р: р Р(Х, = хү, Х› = хр, .„ Хат хі), 


Для функции распределения по аналогии с (5.14) 
справедливо соотношение 


Ё(ху,..., Ха) = » Рі. л, 
хүд < х, 
К-1,2,..,п 


(5.42) 


Суммирование производится по всем наборам ің, 
для которых хр < х, для всех і = 1, 2, ..., п. 


Пример 34. Полиномиальное распределение. Пусть в не- 
котором опыте всегда происходит одно из попарно не- 
совместимых событий А}, ..., Ак. Пусть р; = Р(4)). Так как 


к 
А). (ЈА = Уи А, Г) А, = Упри іж /, то 2, ри = 1. Пусть 


опыт проводится п раз, причем отдельные опыты этой серии 
являются независимыми. Обозначим через Х, число реализа- 
ций А, (1-1, ..., К) в п опытах. Тогда каждая из слу- 
чайных величин Х, может принимать только конечное мно- 
жество значений 0, |, ..., п. Таким образом, вектор (Ху, ... 
гө Хү) является дискретным случайным вектором. Для его 
функции вероятностей имеем 


Р 4,4, = РХ = |, Х,ті, ДАГ Х=ћђ)= 
п! 11 


= гүр орй, где ++... (5.43) 


Случайный вектор с функцией вероятностей (5.43) назы- 
вается полиномиально распределенным. 
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5.1.4.2. Непрерывные случайные векторы. Слу- 
чайный вектор называется непрерывным, если его 
функцию распределения можно представить в виде 


хі Х, 
Е(ху,... х) |... Ла... А)... 
- 00 — ОО 
Их, ..., Хр) называется плотностью распределения 


вектора (Х), ..., Х,) или совместной плотностью 
величин Хі,..., Х,. Вероятность того, что случай- 
ный вектор (Х,, ..., Х,) окажется в области С 
п-мерного пространства, можно записать следую- 
шим образом: 


Р((Х,,...Х)ЕС) = је (ба, .. х)ахь...Чх» (5.44) 


Поэтому плотность должна удовлетворять условию 


+ оо + о 


Г... | 7 ба, .., Жи) ах ...ах = 1. 


= со 


(5.45) 


Пример 35. Равномерное распределение. Вектор (Х,, ... 
... Хү) называется распределенным в области С равномерно, 
если он имеет плотность, постоянную в С и равную 0 вне С. 
В силу (5.45) эта постоянная должна быть равна 1/И(С), где 
У(б) — объем области С. 

Пример 36. Нормальное распределение. Вектор (Х,,... 
...А„) называется нормально распределенным, если он имеет 
плотность вида 


Ло, .. 


Здесь () -- некоторая положительно определенная квадратич- 
ная форма от х; — 41, ... х, - а, (а; — постоянные), постоян- 
ную С можно вычислить из условия (5.45). В случае п=2 


„ х,) = Сет 0(,...х.), (5.46) 





Рис. 5.8 


плотность нормаљного распределения может быть приведена 
к следующему виду (определение а, 0, р см. в 5.1.44; 
рис. 5.8): 


- І 1 | (а = ај) 
, ш-------------е -- -- 
Гб ха) 280,0,1-р" «| 21-9)| ої 
-2р 241) 01) + (ка = 22)“ ат | (5.47) 


6106; 


5.1.4.3. Граничные распределения. Пусть Р (ху, ... 
.. Ху) - функция распределения случайного векто- 


ра (Хі,..., Х,). Тогда 
Р(Х; < Хр ..., Хр < хү) = Е (с .... с) 
(1<1 <<... су <и), 
где Сү, = Хр: с = Хр а все остальные с; = + оо, 


называется К-мерным граничним распределением 
Е (х,, .., Ху). Оно является функцией распределения 
К-мерного случайного вектора (Хо, яа Хи) В част- 
ности, при К = 1 получаются распределения отдель- 


ных компонент: 
Е(--00, +оо, .. 2 +00) = 


= Р(Х, < х) = Е, (х). 


» Х, +00, .. 


15 и Н Бронштейн, К. А. Семендяев 


В дискретном случае функцию вероятностей К-мер- 
ного граничного распределения получают сумми- 
рованием по индексам, номера которых отличны 
от і. ... й; В непрерывном случае плотность 
граничного распределения получают интегрирова- 
нием по переменным, номера которых отличны от 
п... Њ 

Обшее число К-мерных граничных распределе- 
ний равно С“. 


Пример 37. Пусть дана двумерная дискретная случай- 
ная величина (Х,, Хо) с функцией вероятностей ра = 
-Р(ХүэхЇ), Х, = х2). Тогда функции вероятностей от- 
дельных компонент получаются как граничные распреде- 
ления: 


Р(Х; = х) = 2 рь Р(Х; = хр) = У, ра. 


Пример 38. Пусть задана трехмерная случайная непре- 
рывная величина с плотностью /(хі, х;, хз). Тогда, напри- 
мер, плотность вектора (Х,, Х,) получают как двумерное 


+ со 


граничное распределение: д (Хү, Хэ) = | Дхи, хо, хз) ахз, Плот- 


те 


НОСТЬ третьей компоненты получают также как граничное 


+ о + со 


распределение: й(хз)- | | /(хі, Хо хз) х, 4х;. 


5.1.4.4. Моменты многомерной случайной вели- 
чины. Особый интерес представляют первые и вто- 


рые моменты. Если случайный вектор (Ху, ..., Х,) 
дискретен, то числа 
— Р) = 
Уул У | Хр (ј=1,..,п) (5.48) 
1». 9! 
называются первыми начальными моментами 


(Х;, ..., Х,). В непрерывном случае первые началь- 
ные моменты определяются формулой 
+ со + оо 


Уул |... | хуба, ... 


зо - > 


(/ = 1,..., и); 


у; являются математическими ожиданиями отдель- 
ных компонент: у; = МХ. 

Вторые начальные моменты у;; и вторые цент- 
ральные моменты Њу определяются следующим 
образом: 

дискретный случай: 


‚ Х,)4х,...4х, 
(5.49) 


Уж = У | ил 24 (5.50) 


і, . - та 
Иж = > (х? - у) (2 - УРЦ.) (5:51) 
по бр 


непрерывный случай: 


+ о + о 
у = |... | ххұ/ (хі... х.)4хі...4х,, (5.52) 
иж = 
+ со + со 
= |... | (х= у) (хе м) Ху... Ха) Хү... Аха. 


2 (5.53) 


Говорят, что соответствуюшие моменты суше- 
ствуют, если интегралы в правых частях (5.48) — 
(5.53) сходятся абсолютно. Имеем 


у = М (Х,Х/, 
Ик-МЦХ,-МХ/(Х,-МХ/|- 
= М(Х,Х,) - МХ,МХ, = Уж — ММ. 
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Величины и; равны дисперсиям отдельных ком- 
понент: 


- 2 

ил; = рх; = бј. 
Величина иж = Уж — У, называется ковариацией 
(корреляционным моментом) случайных величин 
Х, Ху, и обозначается через соу (Х, Х,). Матрица 


| иж 1; д = 1,..,„ Называется матрицей ковариации 
(корреляции). Параметр 
ри = соу(Х, Х,) _ соу (Ху, Х,) (5.54) 
Уохрх, ОК 


называется коэффициентом корреляции между Х; 
и Х,. Он лежит между —1и +1. 

Две случайные величины Х и У называются 
некоррелируюшими, если их коэффициент корреля- 
ции (их ковариация) равен нулю. 


Пример 39. Параметры в формуле (5.47) для плотности 
двумерного нормального распределения имеют следующие 
значения: а, = МХ,, а» = МХ,, а, = урх,, баз ү рх,, а 


= соу(Х1, Ху) (коэффициент корреляции между Х, и Х;). 


үрх,рХ, 
В случае п-мерного нормального распределения для 
плотности (5.46) имеем 


1 2 (ж- а) (х; – а) 
Дъх) = Се 0 . 


здесь параметры а, и В, имеют следующие значения: а; = 
= МХ,, ћу = АА, где А = де (А, ), (А,) — матрица алгебраи- 
ческих дополнений матрицы ковариации. Таким образом, 
п-мерное нормальное распределение, так же как в одномер- 
ном случае, полностью определено заданием первых и вторых 
моментов. 


5.1.4.5. Условные распределения. Пусть (Х, У) — 
случайный вектор, а Е (х, у) — его функция распре- 
деления. 

Функция 


Р(Х <ху< У<у+й) 


Е = Ша --с- 5.55 
(4)- т рое тут 6559 


называется условным распределением Х при условии, 
что Ү принимает значение у. Аналогично опреде- 
ляегся Ғ(у/х). 

В дискретном случае для условной функции ве- 
роятностей имеем 


Ри 





Р(Х = хуу = у) = 


! (5.56) 
Ри 


Ур. 
к 


Р(У< у/Х =х) = 





В непрерывном случае для условных плотностей 
имеем 


урн (5557 
„Русе 4х [ле ујау 


В знаменателах формул (5.56) и (5.57) столт гра- 
ничные распределения компонент, определяюших 
условие. 

5.1.4.6. Независимость случайных величин. Слу- 
чайные величины Х,, ..., Х, называются неза- 
висимыми (ср. (5.9)), если 


Е (хи, ..., Ху) = Е, (х1) ... Е, (х»), (5.58) 


ТЕОРИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 


где Е. (х;) - функция распределения і-й компоненты 
Х; (одномерное граничное распределение). В то 
время как в общем случае о совместном распределе- 
нии, если известны распределения отдельных 
компонент, ничего сказать нельзя, в случае незави- 
симости случайных величин функция Ғ(хі, ..., х,) 
полностью определена через распределения от- 
дельных компонент. 


Пример 40. Ведется стрельба по мишени. До- 
пустим, что вертикальное отклонение Х и горизонтальное 
отклонение У относительно центра имеют нормальное 
распределение 2 


ХєМ(х:0, с, УЕМ(у; 0, с,). 


Можно считать, что Х и У независимы. Тогда для 
плотности вектора (Х, У), обозначающего место попадания 
пули, имеем 


Жы у) = Л бој (у) = 


1 2 2 
= -----е Од б . 
216,5; 


Следовательно, (Х, Ү) распределено нормально с пара- 
метрами а, = а, = 0, бу, Со, р = 0. 

Примечание. Независимость в практических слу- 
чаях обосновывается не проверкой (5.58), а рассуждениями 
или статистическими тестами. Тогда равенство (5.58) считается 
следствием. 


Для независимых случайных величин справед- 
ливы некоторые очень важные и часто исполь- 
зуемые теоремы о математическом ожидании и 
дисперсии. Если Х и У независимы, то 


М(ХҮ) = МХМУ (5.59) 


Отсюда и из определения ковариации тотчас 
следует: из независимости Х и Ү вытекает некор- 
релированность Х и 7. 

В случае нормального распределения из некор- 
релированности следует и независимость, что ста- 
новится очевидным, если в формулу (5.47) подста- 
вить р = 0 и применить функциональное равенство 
для экспоненты. 

Дисперсия суммы независимых случайных ве- 
личин равна сумме дисперсий, т.е. р(Х; +... 
... + Х, = РХ, +... + РХ, если Х,, ..., Х, неза- 
висимы. 

5.1.4.7. Регресснонная зависимость. Для многих 
явлений в природе и технике типичны стохасти- 
ческие (случайные) зависимости. Между двумя 
случайными величинами имеется стохастическая 
зависимость в общем случае тогда, когда сущест- 
вуют некоторые случайные факторы, которые 
влияют на обе случайные величины, и некото- 
рые факторы, действующие только на первую или 
только на вторую случайную величину. Следова- 
тельно, если 


Х = /(271, .. 
У =9(2,, .. 


., 2. Хь..., Ху) 
2 2. У, ...» Ү,), 


то Х и Үстохастически зависимы. В теории регрес- 
сии особое значение имеет задача: предсказание 
интересующей нас случайной величины 7, если дру- 
гие случайные величины, от которых стохастически 
зависит У, приняли конкретные значения. 
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5.1.4.7.1. Линии регрессии. Кривые в 
плоскости х, у, определяемые уравнениями 


70) = М(У/Х = х) и (у) = М(Х/Ү-у), 


называются линиями регрессии У относительно Х и 
соответственно Ж относительно Ү При этом 
М (У/Х = х) – математическое ожидание У при 
условии, что Х приняло значение х. В случае не- 
прерывных Х и У имеем 


+ со 


М(У/Х = х) = | уј(ух)ау, 


то 


+ со 


М(Х/Ү= у) = | х/(ху)дх. 


о 


При этом /(х/у) или /(у/х) — условные плотности. 
Линии регрессии имеют следуюший смысл: наилуч- 
шее предсказание Ү при условии, что Х - хо есть 
у(хо) При этом «наилучшее» означает, что для 
произвольной функции и(Х) справедливо нера- 
венство М(У— и(Х))? > М (У- у(Х))?. Это можно 
выразить и так: функция регрессии у(х) есть 
функция, минимизирующая среднюю квадратич- 
ную ошибку величины предсказания Уна основании 
значений Х. Соответствующим образом можно 
интерпретировать и х (у). 

5.1.4.7.2. Прямые регрессии. Случайные 
величины Х и У называются линейно коррелирован- 
ными, если линии регрессии являются прямыми. 
Эти «прямые регрессии» задаются следующими 
уравнениями: 


регрессия Уотносительно Х: у = пу + Вујх (х – их), 
(5.60) 
регрессия Х относительно У: х = их + Вх/у(у – ру; 
(5.61) 


величины Ву/х и Вх/у называются (теоретиче- 
скими) коэффициентами регрессии. Они вычисляют- 
ся следующим образом: 


бү Ох 
= — % = — . 5.62 
Вуух сұ? Вх/у су” (5.62) 


При этом р есть коэффициент корреляции Хи Ү: 


соу(Х, У)  їхү 

охоу буүбү 

и Ох = урх, Сү = Иру Входящие в формулы 

(5.60), (5.61) параметры их и ру — математические 
ожидания Х и У: их = МХ, ру = МҮ. 

В том случае, когда Х и Уне являются линей- 
но коррелированными, по формулам (5.60) и (5.61), 
используя (5.62) и (5.63), можно составить уравнения 
двух прямых. Они также называются линиями 
регрессии и в этом случае являются линейными 
аппроксимациями истинных линий регрессии. 

5.1.4.8. Функции от случайных величин. Пусть 
дан непрерывный случайный вектор (Х, У); Ј (х, у) — 
его плотность. Требуется найти распределение 


(5.63) 


случайных величин Х + У, Х.Ү, ү? 


Сумма Х + У есть также непрерывная слу- 
чайная величина, и ее плотность равна 


+ со 


лед = ГЛ 2-9 4х 


15% 


Если Х и У независимы, так что /(х, у) = 


= Ј. (х) Л» (у), то 


+ со 
Ја) = | Л(ӘЛ(2- х)ах. (5.64) 
- 0 
Следовательно, плотность суммы есть свертка 
плотностей отдельных слагаемых. 


Пример 41. Пусть вектор (Х, У) распределен нор- 
мально, а функция /(х, у) задана формулой (5.47). Тогда 
для плотности Х + У получаем 

_ 1 (2 - (а, + аз))? 
(2) = 1 е 2 61 + 2рацс: + 0}. 
уп (с? + 2раца; + с?) 


Следовательно, величина 2 = Х + У снова нормально распре- 
делена с параметрами үс! + 2рсүс,-4 92, а, + а. 

В случае независимости имеет место и обратное: если 
сумма двух независимых случайных величин нормально 
распределена, то и отдельные слагаемые распределены 
нормально. 


Произведение. Пусть (Х, У) — случайный 
вектор и 2 = Х.Ү. Тогда для плотности имеем 
+ со 


ла = | 16 2) дк 


- со 


Отношение. Пусть (Х, У) — случайный век- 
тор; отношение Х/Ү есть некоторая случайная 
непрерывная функция с функцией плотности 

+ со 0 


| х/(х, х)дх- | хј(гх, х)ах. 
0 


- 20 


е) = 


5.1.5. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ 
ФУНКЦИИ 


Под характеристической функцией у(:) слу- 
чайной величины Х понимают математическое 
ожидание случайной величины е“: 


(6) = М (е), 


где { — действительный параметр. 
Если Е (х) — функция распределения Х, то 


(5.65) 


+ со 
у) = [е а(х). (5.66) 
В случае дискретного распределения с ху = 
= К, К = 0, 1, 2, ... 
(0) = У, енер, (5.67) 
к=о 


(рад Фурье с коэффициентами р,). В случае непре- 
рывного распределения 


у()- Г ейх (х) ах (5.68) 


(интеграл Фурље). 


Пример 42. Пусть Х подчиняется закону Пуассона 
с параметром А. Тогда характеристической функцией будет 


+= Уе" М е (е0). 


к=0 


(5.69) 
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Пример 43. Пусть Х равномерно распределена на 
(-а, а) Тогда 


у (Е) = | ез-- ах = 





Пример 44. ХеМ(х; а, с). Тогда характеристи- 
ческой функцией будет 








$ (1) = (5.70) 


1 [е - 2 2 

5.1.5.1. Свойства характеристических функций. 

1) Характеристическая функция равномерно 
непрерывна на всей действительной оси. 

2) Для любой характеристической функции у (4) 
выполняются соотношения 

у (0) = 1, | у (| «1 

3) Если Ү-аХ + Б с постоянными а и 5, то 
муү() = ух (а) е" (ух — характеристическая функ- 
ция Х). 

Используя характеристические функции, можно 
легко вычислить моменты. 

Если случайная величина Х обладает моментом 
порядка п, то характеристическая функция Х п раз 
дифференцируема по г и при К <п 


уб (0) = Мх" = Ру. 


(- оо <1< +оо). 


(5.71) 


Пример 45. Пусть Х нормально распределена с 
параметрами а и о. Следует вычислить МХ и РХ. 


02,2 


іа 
Согласно (5.70), у(:) = е 2 Тогда в силу (5.71) 
м = У (0) = іа и -у = ү" (0) = – с? – а?. Следовательно, 
МХ =\, аи РХ = у – у? = с? + 4?- а? «о?, 





Для приложений имеет большое значение тот 
факт, что характеристическая функция суммы 
независимых случайных величин равна произведе- 
нию их характеристических функций. 

Если случайные величины Х, и Х, непре- 
рывны, то плотность суммы, согласно (5.64), есть 
свертка обеих плотностей. Это свойство, таким 
образом, есть не что иное, как теорема о свертке 
преобразования Фурье (см. 4.4.2). 


Пример 46. Применения теоремы о свертке. Пусть 
случайная величина Х распределена биномиально с пара- 
метрами п и р. Требуется найти ее характеристическую 
функцию. Как известно, Х можно интерпретировать как 
число осуществлений события А в п независимых испыта- 
ниях, если вероятность осуществления А в каждом испы- 
тании есть р. Поэтому Х можно записать в виде суммы 


Х=Х, +Х,+...+Х, 
где 


0, если А не осуществляется в ј-м опыте, 


1, если А осуществляется в ј-м опыте. 


По условию Х;- независимые случайные величины. 
Следовательно, согласно теореме о свертке, имеем фу (:) = 


= Пух ©, причем ух, = Мей ей 0.4 + 1. р = 
је1 
= 4 + ре", где 4 = 1 —р; таким образом, 
ух (0) = (9 + ре"). 


5.1.5.2. Формула обращения и теорема единствен- 
ности. Пусть Е(х)- функция распределения, а 
№ (Е) — характеристическая функция случайной ве- 


(5.72) 


личины 
Е(х), то 


Х. Если Х,, х, — точки непрерывности 


—Их, _ „— Их 
Їйл | --2--40 й. 


-< (5.73) 


Если случайная величина Х непрерывна, а /(х)- 
плотность Р(х), то формула (5.73) упрощается: 


Год- эр | е“ (г) 4. (5.74) 


Таким образом, плотность получается из харак- 
теристической функции обратным преобразова- 
нием Фурье. 

Из формулы обращения следует, что функция 
распределения случайной величины однозначно 
определяется ее характеристической функцией. 

Если, например, каким-либо образом для Х 

9212 





ја! — 
получена характеристическая функция е 2, 
то, согласно теореме единственности и формуле 
(5.70, Хе М(х; а, с). 


Пример 47. Пусть две независимые случайные вели- 
чины нормально распределены: Хе М(х; а, 04), УЕМ(у; 
аҙ, 02). Требуется найти распределение для Х + У Так как 

с21? си 


1 ------ 





ух(д-е 


то, согласно теореме о свертке, 


2 2 ,2 
Ка + аз) 1-- | йг 
ух + уд = Ух()ууб) =е 
Вследствие теоремы единственности единственное распреде- 
ление, имеющее эту функцию распределения, есть М(х + у; 


а, + а, Ио! + а), Таким образом, случайная величина 
Х + У снова распределена нормально с параметрами а = 


= а, +а2 и с = уа? + сі. 





Пример 48. Пусть Х и Ү- независимые случайные ве- 
личины, подчиняюшиеся закону Пуассона: 


к к 
Р(Х = к) = еМ, Р(Ү = Ҝ) = В ө-Эа, 


Требуется найти распределение суммы Х + У По формуле 
(5.69) находим УХ (5) = ем (е“—1), фу= да(ё-1) Вслед- 
ствие независимости и согласно теореме о свертке 


ух + у = уху = 404 +) —1), (575) 


В силу теоремы единственности единственным распреде- 
лением, имеюшим (5.75) в качестве характеристической 
функции, является пуассоновское распределение с пара- 
метром М + А; Таким образом, сумма двух независимых 
случайных величин, подчиняюшихся закону Пуассона, снова 
распределена по закону Пуассона с параметром А, + Ма. 

Примечание. Здесь также имеет место обратное: если 
сумма двух независимых случайных величин распределена 
по закону Пуассона, то и слагаемые распределены по 
закону Пуассона. 


5.1.5.3. Предельная теорема для характеристи- 
ческих | функций. Последовательность (Ғ,(х)) 
функций распределения называется сходящейся 
в основном к функции распределения Е(х), если во 
всех точках непрерывности Пт Р,(х)= Ғ(х). 
по 


В дискретном случае сходимость В основном 
Ем(х) к Е(х) означает, что соответствующие 


ЗАКОН БОЛЬШИХ ЧИСЕЛ 
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р — р, для 


функции 
всех К. 

В непрерывном случае из сходимости в основном 
следует (если /,(х) непрерывны), что подпоследо- 
вательность ј, (х) — (х) для почти всех х. 

Если последовательность {Р„(х)} функций 
распределения сходится в основном к функции 
распределения Е (х), то последовательность соот- 
ветствуюших характеристических функций (у,(:)) 
сходится к у() – характеристической функции 
Е (х). Эта сходимость равномерна в каждом конеч- 
ном интервале. 

Большое значение имеет обратная теорема: 
если последовательность характеристических функ- 
ций {у,(1)} сходится к непрерывной функции 
№ (г), то при некоторых условиях последователь- 
ность их функций распределения (Ғ,(х)) сходится 
в основном к некоторой функции распределения 
Е (х) и (ғ) есть характеристическая функция Е (х). 


вероятностей сходятся: 


Примечание. Условие обратной теоремы выпол- 
няется, в частности, если выполняется одно из двух 
условий: 

1) {\у,(0} сходится равномерно на каждом конечном 
интервале к функции у (1). 

2)-(0,(1)) сходится к характеристической функции \ (2). 

Пример 49. Пусть Р (п, К) = Са" * (К = 0,1,..., п) — 
последовательность биномиальных распределений с пара- 


метрами п, р, и іт пр, + Л. К какому. распределению 
п» 00 

сходится эта последовательность? Соответствующая по- 

следовательность характеристических функций ту, 4< у 

+ ӨР, очевидно, сходится к функции ү()-64( - 1). 

Следовательно, предельное распределение является пуассо- 

новским распределением: 


15 
Ре) = те“ (-01,.3 


5.1.5.4. Производящие функцни. В случае дискрет- 
ных случайных величин, которые могут принимать 
только значения 0, 1, 2,..., часто вместо характери- 
стических функций используют производяшие 
функции. 

Пусть р, является функцией вероятностей неко- 
торой дискретной случайной величины Х указан- 
ного типа, а 2- комплексный параметр. Тогда 
ф (2) = У рь" называется производящей функцией 

к 


случайной величины Х. Функция Ф(2)— аналити- 
ческая в круге |2| < 1. Ее предел при 2 > е" дает 
характеристическую функцию Х. 

Производяшие функции имеют свойства, ана- 
логичные свойствам характеристических функций. 

5.1.5.5. Характеристические функции многомер- 
ных случайных величин. Под характеристической 
функцией п-мерной случайной величины понимают 


п 
математическое ожидание величины ехр ( У цХ ) 
к=1 


№ (21, ..., в.) = м (ср ( у х.) (5.76) 


к=1 “ 


где 11, ..., і, — действительные параметры. 


Пример 50. Характеристическая функция п-мерного 
нормального распределения имеет вид 


\ 


\ 


. 1 
(7 (11, 4... 1.) = ехр ( У а - 2 У ми), \ (5.77) 
к Лк 


\ 


\ 


где (Бд)- магрица ковариации. В частности, для п=2 


имеем 
Ч (11, 12) = ехр | (9,1, + а) - ~ (048 + 2рс! с, + с3а) | 
(5.78) 
Если Х,, ..., Х, — независимые случайные величины, то 


б, 5) = П 90), 


где у, — характеристические функции отдельных компонент 
Ху 

Если 2 =Х,+Х,+... + Х, и (гр, ... 
ристическая функция вектора (Х,, ..., Х,), то 


у (0) = (ьь...,д. 


‚ 1,) — характе- 


5.1.6. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ 


5.1.6.1. Закон больших чисел. Последователь- 
ность 4Х,) случайных величин называется сходя- 
щейся по вероятности к случайной величине Х, 
если для любого в > 0 выполняется равенство 


ша Р(|Х,— Х| <9)=1. 


п со 


Говорат, что последовательность случайных 
величин Ху, Х;, подчиняется слабому закону 
больших чисел, если для любого в > 0 справедливо 
равенство 


Іт 4 
п -э оо 


другими словами, если 


1 1 
п п 
кті 


к=1 








< ) =1 (5.79) 


1 1 
7, = —- ух. МХ, 
ч ч 
к=1 


к=1 


сходится к 0 «по вероятности». 

Для вывода слабого закона больших чисел важно 
неравенство Чебышева. Пусть Х - случайная вели- 
чина, имеющая конечную дисперсию. Тогда для 
любого в > 0 справедливо неравенство 


рх 
== (5.80) 





Р(ІХ-МХ|>9< 


Теорема Чебышева. Если Х,, Хо, ...— 
последовательность попарно независимых слу- 
чайных величин, дисперсии которых равномерно 
ограничены, т.е. ОХ, < С для каждого К, то эта 
последовательность подчиняется слабому закону 
больших чисел. 

Прямым следствием отсюда является теоре- 
ма Бернулли. Пусть т- число осушествлений 
события А в и независимых испытаниях, и пусть 
в каждом таком испытании А имеет вероятность 


т 
р. Тогда частота == И’, (А) стремится «по вероят- 


` 


ности» к р, т.е. 


Іт Р( и, (4) -р| Се) =1 


п -э 00 


(5.81) 


для любого е > 0. 
Если Х,, Х;, ... — последовательность попарно 
независимых случайных величин с равными мате- 
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матическими ожиданиями МХ; = МХ, =... ға, а 
ОХ, равномерно ограничены, то для любого в > 0 
справедливо равенство 


п 








1 
Іт 4 БУ а-а <= = (5.82) 
п-» 00 п 
к=1 
Соотношение (5.82) является теоретической 


основой правила среднего арифметического при 
измерениях. Пусть нужно измерить неизвестную 
величину а. Из-за случайных ошибок измерения 
повторяются п раз, причем отдельные измерения 
независимы друг от друга: К-е измерение может 
быть описано случайной величиной Х, Если в 
процессе измерения нет систематической ошибки, то 
МХ, = а. Тогда, согласно (5.82), построением 
среднего арифметического измеренных значений 
при достаточно большом п с вероятностью, сколь 
угодно близкой к 1, получается значение, сколь 
угодно приближающееся к искомой величине а. 

Последовательность {Х„} случайных величин 
называется почти наверное сходящейся к случайной 
величине Х, если 


Пт Руи -х1>а)-0 для любого в > 0. 


п- ао к>п 


Говорат, что последовательность случайных 
величин Ху, Х,, подчиняется усиленному за- 
кону больших чисел, если 


іт »( |) ( 
п-» ОО к2п 
(5.83) 


к 


к 

1 1 

2) ю- мх, 
ігі 


ізі 








для любого в > 0, 


1 1 
другими словами, если -- у х, --- ) мх, 
п п 
ксі к= 1 


«почти наверное» сходится к 0. 
Теорема Колмогорова. Если последо- 
вательность (Х,| независимых друг от друга слу- 


рх, 


п? 





чайных событий удовлетворяет условию ) 
п= 1 


< +оо, то она подчиняется усиленному закону 
больших чисел. 

О связи между усиленным и слабым законом 
можно сказать следующее: если последователь- 
ность {Х„} случайных величин подчиняется усилен- 
ному закону, то она подчиняется и слабому, но не 
наоборот. 

5.1.6.2. Предельная теорема Муавра — Лапласа. 

5.1.6.2.1. Локальная предельная тео- 
рема. Если вероятность осуществления события 
А в п независимых опытах постоянна и равна 
р(0 <р < 1), то вероятность Р (п, К) = Са" * 
того, что в этих опытах событие А происходит 
ровно К раз, удовлетворяет соотношению 


а 2 9 _ 
1% тук лра) «8 
где х = (К — пр)/ у пра. 


= 1, (5.84) 


Другими словами, биномиально распределен- 
ная случайная величина асимптотически распреде- 
лена нормально с параметрами а = пр и с = 


= у пра. 


Пример 51 Пусть вероятность появления в про- 
изводстве бракованной детали равна 0,005 Как велика 
вероятность того, что среди 10000 деталей 40 окажутся 
бракованными? Итак, следует определить Р(п, К) при 
п = 10000, К = 40, р = 0,005. Согласно (5 84), 











1 Ё — пр ) 
| 2 

Р(п, К = е 24 пра , 
27 //пра 
---- К -- 

Упра = 7,05, РР = – 1,42 
пра 
Следовательно, 
| 
Рп, К) 1 е 7201427 

(5 95 205 7 


И?л 


Из табл. 1.!.2.6.1 находим ф (1,42) = 0,1456 Таким образом, 


0,1456 

Р(һ, К) = ———— 
(ъ 0 = —708 

муле получаем Р (п, К) = 0,0197 


~ 0,0206. При вычислении по точной фор- 


5.1.6.22. Интегральная предельная 
теорема. Пусть Х — биномиально распределен- 
ная случайная величина с параметрами п и р. (Сле- 
довательно, Х можно интерпретировать как число 
осуществлений события А в п независимых испы- 
таниях с Р(А) = р в отдельном испытании.) Тогда 
равномерно относительно аи Б(– 00 < а < Б < + оо) 
выполняется соотношение 


Х — 
іт р (а апр с ь) - 
п — оо И пра 


ђ 


1 | сэр ах = Фо(ђ) — Фо(а). 
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(5.85) 


а 


Пример 52. Пусть имеется ситуация, описанная в 
примере 51 Ишется вероятность гого, что в ящике с 
10000 деталей находится не более 70 бракованных 
—50 Х — пр 20 

< < ——— 


4975 Үнд | яя) 





Р(Х < 70) = Р( 








2,84 
Х- пр _ “2 2 
= Р| —7,09 < ^_^ < 2,84 | ~ ——— е-х/2 4х = 
пра (эл 
-7,09 


= Ф,(2,84) - Фо(- 7,09) 


Так как Фо (—х) = – Ф, (х), тоР(Х < 70) = Ф, (2,84) + Ф, (7,09). 
Из таблицы найдем Ф, (2,84) = 0,4977; Ф, (7,09) уже нет в габ- 
лице, так как оно отличается от 0,5 крайне мало. Таким 
образом, Р(Х < 70) ~ 0,9977. 


5.1.6.3. Центральная предельная теорема. Пусть 
{Х„} — последовательность независимых случай- 
ных величин, и пусть 


2,- » (Х, - мх) 


(5.86) 


ГИСТОГРАММА И ЭМПИРИЧЕСКАЯ ФУНКЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
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Величины 2, называются нормированными и цент- 

рированными суммами (р2, = 1, М2, = 0). Пусть 

Ф, (х) являются функциями распределения 2, а 

Е, (х) - функциями распределения Х, Обозначим 
п 


В? = У ОХ, В, > 0. Необходимым и достаточным 


ісі 


условием выполнения равенства 


1 
ша Ф, (х) =—— | е- "Ра (5.87) 
п-» 00 у 27 Қ 


является следуюшее условие (Линдеберга): для 


любого є-0 


(Х – мХ,)? аЕ, (х) = 0. 


к-і|Х- МХ, | > ЕВ, (5.88) 

Примечание. Условие выполняется, в част- 
ности, если все Х, имеют одинаковое распреде- 
ление, у которого первый и второй моменты 
конечны. 


Условие (5.88) означает, что отдельные слагае- 
Х,- МХ, 
мые ------- из которых, согласно формуле 
п 

(5.86), состоит 7„ равномерно малы. В этом случае 
смысл центральной предельной теоремы состоит 
в следующем. Если случайную величину можно 
представить как сумму большого: числа не завися- 
щих друг от друга слагаемых, каждое из которых 
вносит в сумму лишь незначительный вклад, то 
эта сумма распределена приблизительно нор- 


мально. 


Пример 53 Пусть проводится измерение и Х — слу- 
чайная ошибка измерения Если случайная величина Х 
появляется в результате аддитивного наложения большого 
числа не зависящих друг от друга факторов, порождающих 
ошибки, каждый из которых оказывает на ошибку малое 
влияние, то величину Х можно считать распределенной 
нормально. 

Пример 54 Пусть Х — длина березового листка, 
случайно выбранного из некоторого множества сорванных 
листков. Тогда Х есть случайная величина, получающаяся 
наложением многих малых, не зависящих друг от друга 
факторов Поэтому для Х может быть принято нормальное 
распределение 


5.2. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 


5.2.1. ВЫБОРКИ 


Задачи математической статистики состоят в 
том, чтобы на основании знания некоторых свойств 
подмножества элементов, взятых из некоторого 
множества, сделать какие-нибудь утверждения о 
свойствах этого множества, называемого генераль- 
ной совокупностью. В генеральной совокупности 
нас обычно интересует некоторый признак, который 
обусловлен случайностью и может иметь качест- 
венный или количественный характер. 


Пример 55. Автомат производит валы. Множество 
всех валов, произведенных при определенных, остающихся 
неизменными производственных условиях, образует гене- 
ральную совокупность Если интересующим признаком 
является, например, диаметр, то этот признак имеет коли- 
чественный характер 

Пример 56. Поточная линия производит охотничьи 
патроны. Множество всех патронов, произведенных при 
некоторых остающихся неизменными условиях, составляет 
генеральную совокупность Если нас интересует способность 
патрона функционировать или отказывать, то это качествен- 
ный признак. 


Интересующий нас параметр некоторой гене- 
ральной совокупности может быть представлен 
в математической модели некоторой случайной 
величиной Х. В количественном случае Х есть 
сам признак; для качественного же признака, 
например типа «хороший — плохой», Х можно 
определить так: 


0, если «хороший», 
Х = 
1, если «плохой». 


Под случайной выборкой объема п понимается 
выбор и объектов из генеральной совокупности, 
причем выбор отдельных объектов производится 
независимо один от другого. Результатом слу- 
чайной выборки объема п является совокупность 
(хі, ..., х,) значений признака. 


Пример 57 Совокупность (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0) яв- 
ляется выборкой объема 10 из партии патронов Таким 
образом, здесь девять хороших и один плохой патрон 


Тот факт, что можно сделать много выборок 
объема п и получить различные совокупности 
значений признака, ведет к следующему абстракт- 
ному определению понятия выборки. 

Пусть имеется генеральная совокупность, в 
которой признак Х имеет распределение Ғ(х). 
Тогда п-мерный случайный вектор (Х;, ..., Х,) В 
котором величины Х; независимы друг от друга 


и все имеют распределение Е(х), называется 
математической выборкой обьема п. Каждая 
реализация (хі, ..., х,) случайного вектора 
(Хі, ..., Х,) есть выборка. 


В случае, если это не вызывает недоразумений, 
прилагательное «математическая» опускается. 

5,2.1.1. Гистограмма и эмпирическая функция 
распределения. Пусть имеется выборка (х1,..., х,)- 
так называемая таблица наблюденных значений - 
из генеральной совокупности с признаком Х. 
Пусть распределение Х неизвестно. Для того чтобы 
получить первое представление об этом распреде- 
лении в случае количественного признака, состав- 
ляют так называемую гистограмму. Производат 
разбиение действительной оси на конечное число 
граничащих друг с другом промежутков А), ..., Ақ. 
Затем подсчитывают число т, выборочных значе- 
ний, лежащих в А, (1 < і < К). Эти числа называются 
групповыми частотами. Над А; рисуют прямоуголь- 
ник высоты т;/п (относительные частоты попада- 
ния в интервалы). Возникаюший таким образом 
ступенчатый график называется гистограммой 
выборки. 


Пример 58. Из текущей продукции автомата была 
сделана выборка в 350 валиков, признаком Х являегся 
отклонение диаметра валика от номинального размера 
Табл 51 даег соответствующее статистическое распреде- 
ление 
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Таблица 5.1 


Статистическое распределение отклонениц от номинала 
350 валиков из продукции автомата 


і 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


На рис. 5.9 показана соответствующая гисто- 
грамма. 


туп 


420 


2700 


Рис. 5.9 


Удобным способом получить представление 
о распределении Х, приемлемом и при качествен- 
ных признаках, является построение эмпирической 
функции распределения. Для данного действи- 
тельного числа х подсчитывается число выборочных 
значений, меныше х. Обозначим это число через 


та (х) 


т, (х). Функция Е, (х) = называется эмпири- 


ческой функцией распределения выборки (Ху, .. 
Она является ступенчатой функцией. 


., Ха). 





Рис. 5.10 


Пример 59. Пусть при откармливании 10 животных 
зарегистрированы следующие прибавки в массе (в килограм- 
мах): 2,0; 2,8; 2,3; 3,4; 2,9; 2,8; 3,0; 3,2; 3,0; 2,8. На рис. 5.10 
изображена соответствующая эмпирическая функция рас- 
пределения. 





МАТЕМАТИЧЕСКАЯ СТАТИСТИКА 


Функция Ғ,(х) может рассматриваться как 
приближение истинного распределения Ғ(х) гене- 
ральной совокупности. Примем обозначение 


|, (х) – ЕФ. (5.89) 
+ 00 


Для любых непрерывных функций распределения 
выполняется соотношение 


Пт Р (2. < >) = 0 (А), 


п — оо п 


+ со 
где О(Х) = У (— 1)* е- 20% Отсюда вытекает, 


К = – о, 


что при п-» оо почти наверное О, сходятся к 0; 
другими словами, при п— оо последовательность 
Е,(х) эмпирических функций распределения почти 
наверное равномерно сходится к функции распреде- 
ления Е (х) признака Х в генеральной совокупности. 
5.2.1.2. Функции выборок. Пусть (Х,, ..., Х,)- 
математическая выборка. Случайная величина 2, = 
=2(Х,, ..., Х,) называется функцией выборки. 


Пример 60. Пусть хет ух, Реализация х = 
А ігі 
1 
=> = при конкретной выборке называется эмпириче- 


ігі 


ским средним выборки (хи, ..., Х,). 
Пример 61. 52 = ту - ху. Реализация з? = 
(1 


1 
п-1 





п 
Уе - х)? называется эмпирической дисперсией 
і=1 
‚ Хе). 

Вопрос о распределении функции выборки 
является основной задачей математической ста- 
тистики. 

В случае малой въборки (п относительно мало) 
представляет интерес распределение функции вы- 
борки 2, В случае большой выборки (п велико) 
достаточно знать асимптотическое распределение 
7„ т.е. предельное распределение 2, при и ~» оо. 

Не существует общего критерия, который позво- 
лял бы решить, когда выборка может считаться 
большой, а когда малой. В то время как распреде- 
ление одной функции выборки уже при п = 30 
можно с очень хорошим приближением заменить 
асимптотическим распределением, для другой 
функции выборки подобное приближение и при 

= 100 все еще невозможно. 


выборки (хи, ... 


Пример 62. Пусть признак Х распределен нормально 
по М(х; а, о). Тогда Х распределено нормально по 
М(х; а, о/ үт. й 

Пример 63. Пусть ОХ < +оо. Тогда Х асимптоти- 
чески распределено нормально по М(х; МХ, /ОХ/п). 


Пример 63 показывает, что для определения 
асимптотического распределения нужны только 
очень слабые предпосылки, которые практически 
всегда выполнены. Для вычисления точного 
распределения функции выборки, как показывает 
пример 62, необходимо знать распределение при- 
знака Х генеральной совокупности. 


СВОЙСТВА ТОЧЕЧНЫХ ОЦЕНОК 
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5.2.1.3. Некоторые важные распределения. 
х?-распределение. Пусть Х,, .., Х,-не- 
зависимые случайные величины, где Хұе М (х; а, с) 
для всех і. Совокупность (Хі,..., Х,) можно пони- 
мать как выборку объема п из генеральной сово- 
купности, в которой признак Х распределен по 
М(х; а, с). Рассмотрим функцию выборки Хх? = 


п 


1 
= —5- (Х; – а). Распределение этой величины 
с 


ілі 
называется )7-распределением с п степенями сво- 
боды. Табл. 5.2 содержит плотность распределения 
для ҳ? и некоторые функции выборки, тесно свя- 
занные с 77. 
Распределение Т = Х/Ү с независимыми Х и У, 
где Х нормально распределено с законом 


М(х; 0, 1), а У = хип (с и степенями свободы), 
называется 1-распределением или распределением 
Стьюдента с п степенями свободы. Оно имеет 





ПЛОТНОСТЬ 
Г (и + 1)/2) ( + “үле (5.90 
Ло) Ути Г(и/2) п | | 


Х2-распределение и 1-распределение табулиро- 
ваны; х -распределение табулировано до и = 30. 


Таблица 5.2 


Некоторые распределения, связанные с у: 


Плотность распределения 


Величина 
при х>0 


х(и/2) - 107 х/2 
2721 (1/2) 


(п/2)" цэ 
Г (2) ~ 


е "х!2 


Это объясняется тем, что |/ 232 асимптотически 


распределено с законом М (х; И2т + 1, п), и это 
приближение при п = 30 уже является достаточно 
точнъм (табл. 1.1.2.7, 1.1.2.8). Пусть независимые 
случайные величины Х.(і-і1, ..., п) и Ү;( = 
= 1, ..., и) нормально распределены с законом 
М(х; 0, с). Введем отношение 


І зүү2 
шат )(0-9 


Причем обозначения г! = п — 1,7, -п;- 1. Распре- 
деление Ғ называется Е-распределением со степе- 
нями свободы (г, г») (табл. 1.1.2.10). 


Распределение 4 = п ИЕ называется 2-распре- 
делением со степенями свободы (Гү, Г) (табл. 1.1.2.9). 





5.2.2. ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ 


В цехе на поточной линии изготовляются 
патроны для винтовок. Пусть вероятность того, 
что произвольно выбранный патрон негоден, рав- 
на р. Для того чтобы точно определить р, пришлось 
бы расстрелять все патроны, что не представляет 
собой разумного способа проверки. Для оценки 
величины р делается выборка. Признак Х является 
качественным: 


И если патрон годный, 


1, если патрон негодный. 


Тогда МХ = 0:(1– р) + 1-р = р; таким образом, 
речь идет о том, чтобы оценить МХ при помощи 
сделанной выборки. Рассмотрим функцию выборки 


которая имеет значение относительной частоты 
негодных патронов в выборке объема п. Если 
(хі, ..., Ха) — реализация выборки, то 


А >) 
Хх = — Х, 
п 

:=1 


является, согласно закону больших чисел, прибли- 
женным значением неизвестного р. В обшем случае 
задача оценки неизвестного параметра у (который 
как-либо связан с генеральной совокупностью, 
например, у = МХ) на основании выборки озна- 
чает следующее. Нужно задать функцию выборки, 
реализация которой в некотором смысле могла бы 
рассматриваться как приближение у. Такая функция 
выборки называется точечной оценкой у. 

5.2.2.1. Свойства точечных оценок. Оценка 
Г(Х,, ..., Х,) параметра у называется состоя- 
тельной, если Г (Х ,,..., Х„) сходится по вероятности 
к параметру у, т.е. если для любого &>0 
выполняется равенство 


ша Р(Г(Х,,... 


п- ао 


2 Х,)-у|<а) = 1. 


Пример 64. 1) Х есть состоятельная оценка МХ, 
2) 52 есть состоятельная оценка для РХ = о?. 


Оценка называется несмешенной, если ее мате- 
матическое ожидание равно оцениваемому пара- 
метру. 


Пример 65. 1) му = У мх. 1 У мх-их, 


(1 ісі 


- 1 

Х есть несмещенная оценка МХ. 2) М5? = ЯСТ ум (Х, – 
(1 

— Х): = с?; 52 есть несмешенная оценка 02. 


Оценка Г = Г(Х,,..., Х,) параметра у называется 
асимптотически несмешенной, если 


їл МГ ву. 


п э О0 
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Каждая несмешенная оценка является асимпто- 
тически несмешенной, так как МГ = у для любого 
конечного п. 


Пример 66. Иногда в качестве оценки с? исполь- 
зуется также 


5*? = 1. У – х), м5*2 = Ааа, 
ісі 


Эта оценка не является несмешенной, однако она является 
асимптотически несмешенной, так как Їйл М5*? = с. 
п — 00 


Оценка Г, параметра у называется более зф- 
фективной, чем другая оценка Г;,если М (Г, — ү)? < 
< М(Г,- у)2. Если обе оценки несмещенные, то 
это означает: ОГ, < РГ,. При достаточно общих 
условиях для дисперсий оценок одного и того же 
параметра можно указать положительную нижнюю 
границу. 

Оценка, дисперсия которой в действитель- 
ности принимает это минимальное значение, на- 
зывается эффективной. Она является наилучшей 
оценкой в том смысле, что лучше всего исполь- 
зует информацию, имеюшуюся в выборке. 

Однако во многих случаях эффективные 
оценки не сушествуют. 

5.2.2.2. Методы получения оценок. 

5.2.2.2.1. Метод моментов. Для парамет- 
ров, которые известным образом составляются 
из моментов, оценку получают, заменяя моменты 
через так называемые эмпирические моменты. В 
качестве К-го эмпирического начального момента 
берут функцию выборки 


1 
а, = — ју 
И 
ізі 


В качестве эмпирического центрального момента 
К-го порядка берут функцию выборки 


Пример 67. Математическое ожидание - первый 
(начальный) момент. Следовательно, метод моментов в ка- 
честве оценки для МХ дает величину 


Х = 1 у Х, 
п 
ігі 
Пример 68. Дисперсия есть второй (центральный) 


момент. Метод моментов дает в качестве оценки для 
ОХ = с? величину 


1 - 
5° = ——— Уе - Ху. 
іші 


Пример 69. Для ковариации метод моментов дает 
оценку 








+ я у – Х)(Ү,- 7). (5.92) 


(=1 
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Пример 70. Для коэффициента корреляции, согласно 
методу моментов, получается оценка 


У, (Х,- Ху. – 9 


і= 1 


К<----------- (5,93) 
у (к, - Ху У (у – 9} 


іші (51 

Ковариацию и коэффициент корреляции можно 
рассматривать только тогда, когда в генеральной 
совокупности появляются два интересуюших нас 
параметра: Х и У. Выборка обљема п состоит 
тогда из последовательности пар ((х1, Уу), (Хо, уэ)... 
гэ (Ху, Уп)). 

5.2.2.2.2. Метод наибольшего правдо- 
подобия. Пусть дана выборка (Х,,..., х,) объема 
п из генеральной совокупности с непрерывно 
распределенным признаком Х. Пусть плотность 
вероятности Х содержит неизвестный параметр у, 
который следует оценить по выборке, и имеет 
вид Ј (х, 7). 

Функцией правдоподобия называют функцию 
параметра у, определяемую соотношением 


Ї4(ху,..., Хү ү) = Р(х, У) (22, Үү)... (Хе 7). 
(5.94) 


Рассмотрим случай дискретного Х с возможны- 
ми значениями хі, хҙ,.. и  вероятностями 
Р(Х = х) = р(у). Обозначим через х, наибольшее 
из возможных значений, которые встречаются в 
выборке, а через /,, /:,...,/,- абсолютные часто- 
ты, с которыми появляются значения Ху,...,Х, 


п 
в выборке ( Ул 2 
і= 1 
В этом случае функцией правдоподобия назы- 
вают функцию параметра ү, определяемую соот- 
ношение 


хі, ..., ха; 7) = р11(ү)р32(ү) ...р (у). (5.95) 

Метод наибольшего правдоподобия состоит в 
том, что в качестве оценки параметра у берется 
значение, при котором функция правдоподобия 
достигает своего максимума. Это значение у яв- 
ляется функцией х;,...,х,: 


у == Г(х,,.. Ха). 
Соответствующая функция выборки Г(Х1,..., Х,) 
называется наиболее правдоподобной оценкой у. 


Параметр у (и одновременно Г(Х,,..., Х,)) 
находят, решая относительно ү уравнение 


(5.96) 


Часто вместо (5.96) используют уравнение 


0. (5.97) 


Если плотность /(х, Ү1,...,Ү!) или функция вероят- 
ностей Р(Х =х,) = рь(у1,...,7,) зависит от І пара- 
метров, то наиболее правдоподобную оценку системы 
параметров Үі,...,Ү! получают решением системы 
уравнений 


— = (і = 1,...,0 (5.98) 
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или 
ділі, _ 


0 1=1,...,0. 
дү, ( 


(5.99) 


Наиболее правдоподобные оценки имеют неко- 
торые замечательные свойства. При достаточно 
общих условиях они являются состоятельными и 
асимптотически нормально распределенными (одна- 
ко не всегда несмещенными), и имеют среди всех 
асимптотически нормально распределенных оценок 
наибольшую эффективность. Справедливо следую- 
щее положение: если вообще имеется эффектив- 
ная оценка, то она получается методом наиболь- 
шего правдоподобия. 


Пример 71 Следует оценить вероятность р некото- 
рого события А Пусть 


х = 0, если А не происходит, 
1, если А происходит, 


есть индикатор события А (см 5.1.2); Р(Х = 0) = ро(р) = 
= 1 - р, Р(Х = 1) = р, (р) = р Пусть в п независимых наблю- 
дениях событие А происходит т раз, те /о-т-т, 
Г. = т Таким образом, согласно (5 95), имеем Ё = р"(1—– р)" 7", 


дт _ Т "т -0 Отсюда следует, что р= = и, (А) 
ср р 1-р п 
(частота А) Следовательно, м,(4) есть наиболее правдо- 


подобная оценка неизвестного р. 

Пример 72 Пусть Х распределено по закону Пуас- 
сона с неизвестным параметром 4. Проведем выборку и 
получим значения хі, ,х, (х, — целые числа). Пусть ғ- 
наибольшее из наблюдавшихся в выборке чисел, /о,...,/,- 
абсолютные частоты, с когорыми числа 0, 1. 2,. .," появ- 


! 
ляются в выборке, р(Х)= Р(Х =] = жез, Тогда, согласно 


и АКО 
формуле (595), Г. = || еј В соответствии с (597) 


еті — 
ПГ А 
получаем С. Г: ЕЕ = 0, откула А = 
СА. А 
1#0 
ГА 
У іу, п 
і- 0 1 2 2 
= -------- хұ-х Величина х есть, таким образом, 
у п , 
У Ј, к= 1 
150 


наиболее правдоподобная оценка для Х и вместе с тем 
состоятельная, асимптотически нормально распределенная 
оценка параметра А распределения Пуассона. 

Пример 73 Пусть Х распределено нормально с не- 
известными параметрами а и с. Их следует оценить, 
исходя из выборки (хі, ,х,) объема п Функция правдо- 
подобия 


(ху, ,х,,4, 99-( 1) | - іт у - а | 
И2по? 5 Қат 


Следовательно, 





п п 1 
Ш = – 51027 – ме! – + (х, — 42. 
к=1 


Согласно (599), получаем следуюшие уравнения для 
определения а и 02: 








п п 
2 | ї 2-2 | 1\2 «2 
откуда а = — х=хиб-=>—–— (хе — х) = 5 Следо- 
п п 
к-1 к-1 


2 2 
вательно, (х, 5% ) есть наиболее правдоподобная оценка 


2 
параметров (а, с?) Мы уже знаем, что 8" не является 
несмешенной оценкой, а только асимптотически несмешена 


5.2.2.3. Доверительные оценки. Точечная оценка 
дает оценочное значение соответствуюшего пара- 
метра из данной выборки, но ничего не дает для 
точности и достоверности оценки. Такие данные 
поставляют доверительные оценки (границы). 

Пусть(Х|,..., Х,)есть некоторая математическая 
выборка из генеральной совокупности с признаком 
Х, распределение которой зависит от парамет- 
ра у. Пусть а6(0, 1). Пусть Г(Х),...,Х, и 
Г(Х,,...,Х,) – такие функции выборок, что при 
произвольном значении параметра ү выполняется 
равенство 


Р(Г(Х,,...,Х,) су <Г(Х,.. „Х)) = 1-а. 


(5.100) 


Тогда случайный интервал (Г, Г) называется 
доверительной оценкой параметра ү с мерой 
надежности | – и. 

Если имеется реализация (Х,,...,Х,) выборки 
(Хі,...,Х,), т.е. если произведена выборка, то 
реализация доверительной оценки дает интервал 
(у, у) и в большом ряду выборок истинное значение 
ү лежит примерно в (1 — о): 100% случаев внутри 
вычисленных доверительных границ. Равенство 
(5.100) можно интерпретировать и так: случайный 
интервал (Г, Г) «покрывает» истинный параметр с 
вероятностью 1-0. 

5.2.2.31. Доверительная оценка неиз- 
вестной вероятности по большим вы- 
боркам. Частота И’,(А) является точечной 
оценкой р = Р(А); она асимптотически нормально 
распределена с МИ’, (4) = р, БИ’, (А) = рајп. 


Х-а 
Если ХЕМ(х; а, о), то та ЕМ (в 0, 1). За- 


дадим а. Величина 2, такая, что 


2. 
Х - | 
Р(-«< 270 4 4)” е- ах = 





— 2Ф, (2,) -1- %, 


может быть найдена из уравнения 


2Фо (2,) = 1 – с (5.101) 


при помощи табл. 1.1.2.6.2. 
Если эти рассуждения применить к ИУ,(4), то 
по заданному а можно найти 2, так, чтобы 


8 -а < ВР ај = 
Урајп 
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откуда можно вычислить оба значения р(/У,), р(И’,), 
которые представляют доверительные оценки для р. 
Если а выбрано достаточно малым, то случайный 
интервал (р(И/,), р(И’,)) «покрывает» р с мерой 
надежности, близкой к 1. 

5.2.2.3.2. Доверительная оценка а при 
неизвестном с из нормально распре- 
деленной с законом М(х; а, с) генераль- 
ной совокупности. Оценка основана на том 
факте, что при высказанных предположениях вели- 


Х -а 
чина И" удовлетворяет і-распределению с 


т = п — | степенями свободы. Следовательно, на 
основании табл. 1.1.2.8 по заданному а можно 
отыскать число і,,-1, для которого справедливо 
равенство 


Х — 
Р. < == Упа) = 1-а 


ИЛИ 
- 5 - 5 
Р(х ----і,,!-і жа< Х + эм) = 1-24. 
Ип Ип 
Таким образом, случайный интервал 


(<- Елен Хы) есть доверитель- 
үн үн 
ная оценка а с мерой надежности р+ 1 – о. 
5.2.2.3.3. Доверительная оценка с при 
неизвестном а из генеральной сово- 
купности, нормально распределенной 
с законом М(х; а, с). Отправной точкой 
является тот факт, что при заданных предпосылках 
(п — 1) 52 


2 
величина 22 удовлетворяет %'-распределе- 


нию с и — 1 степенями свободы. Из табл. 1.1.2.7 
по заданному а и т=п – 1 степеням свободы 
определяют два числа с, и с; такие, что 


а а 
Р (Хх? < с) = 1— Р (72 > с,) = > Р(х? > с.) = > 


, 
с, = а, су = 72». Например, для а = 0,02 и 
т = 19 получаем, что с, = Хбоо = 7,6 и с = 801 = 
= 36,2. Числа сі, с; определены так, что 


– 1) 5? 
(а < а, 1 
о 


2 2 2 2 
69-25 сә -351-:-а 


С2 С1 


ИЛИ 


> 


есть до- 


4 
” ' 


(5 — 152 (п— = 
Таким образом, | —— == 
с сі 
верительная оценка с? с мерой надежности 1 – 9. 
5.2.2.3.4. Доверительные интервалы 
асимптотически нормально распреде- 
ленных оценок. Если Г есть некоторая 
асимптотически нормально распределенная точеч- 
ная оценка у, то 2, определяется формулой 
(5.101) и для этого 2, справедливо соотношение 


откуда получается доверительная оценка ү с мерой 
значимости 1 – а. Пример: 73 был конкретным 
использованием этого общего соображения. 


5.2.3. ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ (ТЕСТЫ) 


5.2.3.1. Постановка задачи. Пусть два предприя- 
тия производят провод. Пусть Х — прочность на 
разрыв провода, изготовленного на предприятии А; 
У - прочность на разрыв провода, изготовленного 
на предприятии В; Х, Ү можно считать нор- 
мально распределенными и независимыми. Пусть 
на основании многолетних наблюдений известны 
Сх и бу. С каждого предприятия был взят и 
проверен провод из 50 катушек. При этом полу- 
ЧИЛИСЬ средние прочности на разрыв: 
х = 120,8 кге/мм? (предприятие А) и 
у = 128,2 кгс/мм? (предприятие В). Следует прове- 
рить, можно ли считать зто расхождение слу- 
чайным или оно является значительным (сушест- 
венным). Мы выдвигаем гипотезу, что расхождение 
случайно, т. е. истинные средние прочности на раз- 
рыв совпадают. Следовательно, тогда гипотеза 
Но (нулевая гипотеза) может быть сформулиро- 
вана так: МХ - МҮ. При этой гипотезе величина 


22 Х-Ұ _(Х- уп 
үр(Х-Ү) усок+% 


распределена по закону № (х;,0, 1). Для заданного 
х (о называется вероятностью погрешности или 
уровнем значимости) из табл. 1.1.2.6.2 можно опре- 
делить величину 2, такую, что Р(2|»с,)- 
=1— 2Фо(2,) = 9. 

Конкретная выборка дает для «величины теста» 
2 значение 2. Если |2|» 2, то говорят, что г 
лежит в критической области. Тогда при одно- 
кратном проведении” опыта происходит событие, 
вероятность которого меньше о. Согласно опытно- 
му факту, описанному в 5.1.1.2, в этом случае 
гипотеза МХ = МУ должна быть отвергнута. 
Говорят, что наблюдавшееся расхождение значи- 
тельно. Если вычисленное 2 не лежит в крити- 
ческой области, т.е. |2| <2,, ТО МОЖНО лишь 
утверждать, что предложенная гипотеза не противо- 
речит материалу наблюдений. 

Пусть в рассмотренном вначале конкретном 
примере сх = 8,0 кгс/мм?, бү = 9,4 кгс/мм?. Тогда 


2 





-----ш 82 9 4)2 
ур(Х – У) = “0 + ді = 1,75 кгс/мм?. Если 
взять в качестве вероятности погрешности 
а = 0,05, то получим, что 2, = 1,96, 
х-у 7,4 
= ------- = ------- = — 4,23, > а = 1,96. Так м 
25 7175 1,75 12122 и 


образом, вычисленное 2 лежит в кригической 06- 
ласти. Следовательно, гипотеза МХ - МҮ должна 
быть отвергнута, т. е. качественное различие меж- 
ду продукциями предприятий А и В сушествен- 
но и его нельзя обьяснить случайностью выборки. 

5.2.3.2. Обшая теория. На основании материала 
выборки следует проверить гипотезу Но. Гипотеза 
Но может быть, например, гипотезой о равенстве 
определенных параметров распределения, о равенст- 
ве законов распределения, о некоррелированности 
двух случайных величин и т.д. Для проверки 
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такой гипотезы необходима контрольная вели- 
чина Т, которой является соответствуюшим 06- 
разом выбранная и приспособленная к задаче 
функция выборки. По заданному уровню значи- 
мости 4 (чаще всего выбираются о равным 
0,05, или 0,02, или 0,01) определяется область 
В — так называемая критическая область, удовлет- 
воряющая условию 


Р(ТЕВ| Но верна) < а. (5.102) 


Область В можно найти практически, если 
известно распределение (или по меньшей мере 
асимптотическое распределение) контрольной вели- 
чины 7. 

Метод проверки состоит в следующем. Произво- 
дится выборка, которая дает частное значение 
г контрольной величины Т. Если (ЕВ, т.е. если 
осуществляется событие, имеющее очень малую 
вероятность а, то от гипотезы Но отказываются. 
Если ї-не лежит в В, то можно заключить, что 
данные наблюдения не противоречат принятой 
гипотезе. 

Ошибочное решение, когда гипотеза Но отвер- 
гается, хотя она и верна, называют ошибкой 
первого рода. Чем меньше о, тем меньше вероят- 
ность того, что совершается ошибка первого рода. 

Ошибочное решение, когда гипотеза Но не 
отвергается, хотя она неправильна, называют 
ошибкой второго рода. Если а. задано, то, согласно 
условию (5.102), критическую область В можно 
выбрать бесконечно многими способами. Ее выби- 
рают так, чтобы вероятность допустить ошибку 
второго рода была по возможности наименьшей. 
Критические области рассматриваемых в дальней- 
шем тестов выбираются именно с этой точки 


зрения. 
5.2.3.3. 1-критерий. {-критерий служит для срав- 
нения двух средних значений из нормально 


распределенных генеральных совокупностей в пред- 
положении, что дисперсии су и су равны, хотя 
и неизвестны. Таким образом, проверяемая гипо- 
теза Но утверждает, что МХ = МУ. Пусть 
(Хь,..., Хи), (Ү,,..., У а) — независимые случайные 
выборки из обеих генеральных совокупностей; 
они могут иметь совершенно разные объемы. В 
качестве контрольной используют величину 


Х-Ү 


піп (п, + по- 2) 
Ум – 15% + (п, - 1)5% 


п + п, 
(5.103) 


При сделанных предпосылках (нормальная рас- 
пределенность Х и У и равенство дисперсий) 
и в предположении, что гипотеза Но правильна, 
Т удовлетворяег 1-распределению Стьюдента с 
К-т + п — 2 степенями свободы. Поэтому крити- 
ческая область В критерия может быть установ- 
лена следующим образом. Для уровня значи- 
мости и из табл. 1.1.2.8 определяется і,,, где 
Кен + в – 2. 

Если вычисленная (согласно (5.103)) реализация 
г удовлетворяет неравенству |: | > & к. то гипотезу 
Но отвергают. 

По отношению к предпосылке «нормальной 
распределенности» 1-критерий не очень чувстви- 
телен. Его можно применять, если статистические 
распределения обеих выборок не имеют нескольких 


Т- 





вершин и не слишком асимметричны. Предпосылка 
сх бү во многих случаях может быть обосно- 
вана на содержательном уровне; гипотезу 
бу = бү можно проверить и по Ё-критерию 
(см. ниже). 


Пример 74. Нужно проверить влияние двух раз- 
личных кормовых смесей на увеличение веса свиней. Для 
этого 10 свиней кормили только первой кормовой 
смесью, а 10 других свиней — только второй (п, = п; = 10). 
Пусть Х — увеличение массы при одной кормовой смеси, 
а У— при другой. Величина Х и У можно считать 
нормально распределенными (центральная предельная теоре- 
ма). Так как дисперсия увеличения массы складывается из 
свойств отдельных животных, а эти свойства действуют 
независимо от питания, то можно принять сх = сү 

Таким образом, выполнены предпосылки для примене- 
ния (-критерия. Получились следующие эмпирические средние 
значения: х = 112,1 кг, у = 100,2 кг. Эмпирические дисперсии 
равны соответственно 5% = 211, 5$ = 86. Согласно (5.103), 
получаем 


(2121-1002 "1900 ю-2 10(10 + 10 —2) _ 
ү9-211 + 9-86 10 + 10 


Для х = 0,05 и К = 10 + 10 – 2 = 18 из табл. 1.1.28 находнм 
10.05.18 = 2,101. Так как | | > Га у, то гипотеза Но отвергается. 
Следовательно, с вероятностью погрешности 0,05 можно 
сказать, что один корм лучше другого. 


5,2.3.4. Ғ-критерий. Гипотезы о дисперсии имеют 
в технике, большое значение, так как с? есть 
мера таких числовых характеристик, как точность 
машин, погрешности измерительных приборов, 
точность технологических процессов и т. п. 

Е-критерий служит для проверки гипотезы 
сх бү при условии, что Х и У распределены 
нормально. Из каждой генеральной совокупности 
производятся выборки объема п! и по. В качестве 
контрольной величины используют отношение 
эмпирических дисперсий Е = 52/54 или Е = 
= 8%/8% (смотря по обстоятельствам, большую 
дисперсию выбирают в качестве числителя). Величи- 
на Е удовлетворяет Е-распределению с (т,, тэ) 
степенями свободы (ті = п, — 1, т» = по — 1). Кри- 
тическая область выбирается следующим образом. 
Для уровня значимости а при р = 9/2 и соответ- 
ствующих степенях свободы т, т; из 
табл. 1.1.2.10 выбирают значение Ё. ту Если /, 
вычисленное по выборке, больше, чем это крити- 
ческое значение, то гипотеза должна быть откло- 
нена с вероятностью погрешности а (тех значений 
х, которые указаны в таблице, достаточно для 
практических целей). 


Пример 75. Двумя измерительными приборами Х 
и Упроизведены соответственно 10 и 20 измерений. Получи- 
лись следующие эмпирические дисперсии: 5$ = 12,2, $ = 
= 8,0. Тогда /= 5$ /5у = 12,2/8,0 = 1,525. Из табл. 1.1.2.10 
для уровня доверительности а = 0,10 находим 20,05. 9,19 = 
= 2,42. Так как вычисленное значение / меньше, чем кри- 
тическое значение, то различие между 5х и 5% незначи- 
тельно, т.е. гипотеза, что оба измерительных прибора 
одинаково точны, не противоречит данным наблюдений. 


5.2.3.5. Критерий Уилкоксона служит для про- 
верки, относятся ли две выборки к одной и 
той же генеральной совокупности; другими сло- 
вами, гипотеза Но: Ех (х) = Ру(х) проверяется по- 
средством одной выборки (Х,.. Хи) из Х и одной 
выборки (уі,...,Ун,) из У. Относительно распре- 
делений Х и Уникаких предположений не делается. 


462 


МАТЕМАТИЧЕСКАЛ СТАТИСТИКА 





Способы проверки, при которых не делается пред- 
положений о распределении в генеральной совокуп- 
ности, называются способами, свободными от пара- 
метров, в противоположность рассматривавшимся 
до сих пор параметрическим критериям, в кото- 
рых предполагалась нормальная распределенность 


Х и У. Значения Х1, Ху, И Ун, Ул, обеих 


выборок упорядочиваются вместе по их величинам. 
Пусть, например, для и; = 4ип, = 5 получилась сле- 
дующая последовательность: узХзХау1УзХоуаУзХа. 
В случае у;<х; говорят, что пара значений 
(Ху у;) образует инверсию. В нашем примере х; и 
ха образуют по одной инверсии (с у5), х› образует 
три инверсии (с у, уі, у5), а хі образует пять 
инверсий (со всеми у. В качестве контрольной 
величины принимается и — полное число инверсий. 
Если гипотеза верна, то и не должно слишком 
сильно отклоняться от своего математического 


П1П> 
. От гипотезы отказывают- 





ожидания Ми = 


пэ 
ся, если 





и — больше определенного крити- 








ческого значения и, Критическое значение и, 
берут для заданного уровня значимости из 
табл. 1.1.2.11. Для больших и; и п,, для которых и, 
нельзя взять из табл. 1.1.2.11, справедлива формула 


піп, (п; + п + 1) 
И, = 2, —————-———————, 


12 


причем 2, определяется, согласно (5.101), из 


табл. 1.1.2.6.2. 


Пример 76. Из двух партий некоторой продукции 
было взято по 12 деталей и для каждой из них измерен 
определенный признак. Нужно проверить гипотезу о том, что 
этот признак в обеих партиях имеет одинаковое распре- 
деление, другими словами, что производственный процесс 
от партии к партии изменяется несущественно. 

Табл. 5.3 показывает результаты измерений. 


Критерий согласия у: служит для проверки гипо- 
тезы Но о том, что Ех(х) = Ғо(х), где Ех (х) – 
функция распределения Х,а Ғо(х) — заданное (гипо- 
тетическое) распределение. 

Рассмотрим сначала случай, когда Ғо(х) пол- 
ностью определено, т.е. не содержит неизвестных 
параметров. Область значений случайной величи- 
ны Х делится на конечное число непересекающих- 
ся множеств (так называемых классов) Ду,..., Ақ. 
При непрерывном Х классы А; являются про- 
межутками, при дискретном Х — группами возмож- 
ных значений Х. Пусть р; есть «теоретическая 
вероятность» того, что Х попадает в А; если 
гипотеза Но верна. Если А, = [а, Ь), то 


р; = Ғо(5) — Ғо(а)). (5.104) 


Теперь из Х производится выборка (Х1,..., Х,) 
обьема п. Пусть М;- число значений выборки 
в А; Тогда 


Разбиение на классы довольно произвољно. Не- 
обходимо, однако, чтобы для граничных классов 
выполнялось неравенство пр; > 1, для остальных 
классов пр; > 5; этого всегда можно добиться за 
счет укрупнения классов. Если разбиение на клас- 
сы удовлетворяет указанным требованиям, то 
контрольная величина равна 
к 


к 
(2 = у Шел». с пр) _ (2, мг. —п. (5.105) 
пр; пр; 


ігі 


В предположении, что гипотеза Но верна, Х 
имеет асимптотическое ҳ?-распределениес т = К - 1 
степенями свободы. Так как х? есть мера отклоне- 


. ния истинного распределения от гипотетического, то 


гипотеза отвергается, если значение, вычисленное 
Таблица 5.3 


Результаты измерений деталей, взятых из двух партий некоторой продукции 


Номер детали 





Упорядочивание по величине дает: 0,2(у); 0,8(х); 
0,9(х); 1,0(х); 1,107); 140); 160); 1,7(х); 1,8(у); 1,9(х); 
2,1 (у); 2,3(х); 2,5(х); 2,7(у); 2,8(у; 3,0(х); 3,10); 3,3(х); 


3,4 (х); 3,5(х); 3,6(у); 3,8(х); 4,0(у); 4,7 (у). 
Число инверсий есть и=1+1+1+4+5+6+6+8+ 


+9+9 +9 + 10 = 69. Следовательно, |и — пра. -|69- 


— 72| =3. Для а=0,05 из табл. 1.1.2.11 получаем, что 
и, = 35,0. Таким образом, гипотезу Но: Ех (х) =Ру(х) не 
следует отвергать. 


5.2.3.6. х2-критерий. При помощи рассмотрен- 
ных до сих пор критериев можно было прове- 
рить, являются ли некоторые различия, имеюшиеся 
в материале наблюдений двух выборок, сушествен- 
ными (значимыми) или случайными. Обратимся 
теперь к критериям, при помоши которых про- 
веряют, удовлетворяет ли рассматриваемая случай- 
ная величина Х заданному закону распределения 
Ео(х). Они называются критериями согласия. 


по конкретной выборке согласно (5.105), пре- 
вышает определенное критическое значение. Это 
критическое значение (2 для заданного уровня 
значимости кит = К — | степеней свободы находят 
из табл. 1.1.2.7. Если Х? > 72, то гипотеза отвер- 
гается. Для и > 30 значение 72 находят уже не из 
табл. 1.1.2.7, а вычисляют по формуле 


1 —_ 
ха = = (У2т- 1 + га), 


где 2... определяемое равенством 2Ф, (2) = 1-20, 
вычисляется из табл. 1.1.2.6.2. 


Пример 77. От аппаратуры, применяемой при про- 
ведении тиража лотереи, требуется, чтобы для 90 возмож- 
ных значений имелось равномерное распределение. Для 
проверки в аппарат было положено пять шаров и про- 
ведено п = 100 проверочных выниманий по одному шару. 
Распределение Ғо(х) определяется в соответствии с пред- 
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положением равномерного распределения пати возможных 
значений Х (Х - номер вынутого шара) следующей функции 
вероятности: р; = 1/5 для {= 1,...,5. Здесь классы — сами 
возможные значения. Таблица 5.4 содержит результаты 
вниманий т, и данные, нужные для вычисления 72. 


Таблица 5.4 
Результаты выниманий при 100 пробных тиражах 


Число т; 
испытаний, 


в которых 
был вынут 





Для «-005 и т-5-1-14 степеней свободы из 
табл. 1.1.2.7 найдем 72 = 9,5. Так как вычисленное у? = 29 
меньше, чем 72, то результаты тиража не дают повода 
сомневаться в равномерном распределении. 


5.2.3.7. Случай дополнительных параметров. Ча- 
ще всего гипотетическое распределение Ғо(х) уста- 
новлено неоднозначно, и гипотеза говорит лишь 
о том, что Ро(х) относится к определенному 
множеству функций распределения Р(х;9,,...,9,), 
которое зависит от г параметров. Например, 
гипотеза могла бы гласить: «Х имеет нормаль- 
ное распределение» (здесь есть два параметра 
а и о), или «Х имеет распределение по закону 
Пуассона» (здесь имеется один параметр Х). В этом 
случае поступают следуюшим образом: по выборке 
получают наиболее правдоподобные оценки пара- 
метров 91, ..., 9, и принимают Ғо(х)- Е (х; 94, .. 
.., 9,), затем по формуле (5.104) вычисляются р, а 
по (5.105) - величина 72. Если производится оценка 
г параметров, то остается только т=Кк—"—1 
степеней свободы. В остальном критерий остается 
прежним. 

Пример 78. При помощи измерительного прибора 
было проведено 200 измерений известных расстояний, и 
случайная погрешность измерения записана в микрометрах. 
Действительная ось была разделена на девять промежутков, 
которые указаны в табл. 5.5. 


Таблица 5.5 


Статистическое распределение случайной 
погрешности 
измерения в 200 измерениях 


Номер 


Интервал в мкм 
промежутка р 


Частота т; 


меньше — 15 

от —15 до - 10 
от -10 до —5 
от —5 до 0 

от 0 до 5 

от 5 до 10 

от 10 до 15 

от 15 до 20 
больше 20 


1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 


Дробные значения т; появляются из-за того, что значе- 
ния, попадаюшие на границу классов, обычно приписы- 





ваются поровну как одному, так и другому классу. Про- 
веряется гипотеза Но о том, что случайная погрешность 
измерения Х распределена нормально. Следовательно, гипо- 
тетическое распределение имеет плотность 


а} 
оса, с) = е 239 7, 


27.0 





которая содержит два неизвестных параметра а и с. По 
этой выборке, состоящей из 200 измерений, были вычислены 
наиболее правдоподобные оценки для а и с. Они дают 


х = 4,60 мкм и и = 95,2 мкм?. Таким образом, функция 
распределения Ғо(х), используемая для проверки, имеет 


ПЛОТНОСТЬ 
__1(х— 46) 
1 2 95,2 


Ло(х) = е 


И2л.95,2 


Отсюда по табл. 1.1.2.6.2 можно вычислить р; Например, 
- (Хоа < 25246) 60х46. -200) - 


//952 И95,2 И95,2 


- Ф (200) = + – 0,4772 = 0,0228, 


1 
2 
р,-Р(-15«Х«-10)- Р(-2% <Х-46. -18) - 
95,2 
= Ф,(- 1,49) - Фо(- 2,00) = Фо (2,00) — Фо (1,49) = 
= 0,4772 — 0,4319 = 0,0453. 


Табл. 5.6 содержит р, (і = 1,...,9) и все данные, необхо- 
димые для вычисления 72. 


Таблица 5.6 


Таблица вычисления для Х2-критерил 


0,0228 
0,0453 
0,0954 
0,1557 


0,1968 
0,1928 
0,1466 
0,0864 
0,0582 





Таким образом, вычисление дает 7? = 6,61. Так как произво- 
дится оценка двух параметров, то мы имеем теперь 
9 — 2 – 1 = 6 степеней свободы. Для а = 0,05 и т = 6 из табли- 
цы 1.1.2.7 получаем 72 = 12,6. Так как вычисленное 72 
меньше табличного, то гипотеза о нормальной распределен- 
ности случайной погрешности измерения соответствующего 
прибора не противоречит материалу наблюдений на уровне 
значимости 0,05. 


5.2.3.8. Критерий согласия Колмогорова — Смир- 
нова. Этот критерий использует непосредственно 
эмпирическую функцию распределения Х (см. 5.2.1). 
В основе лежит функция выборки 


р, = вир | (9- Ео(х) |, 


-оО < х < + 00 


причем Ғ,(х) - эмпирическая функция распределе- 
ния, а Ео(х) - гипотетическое распределение. Имеет 
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место равенство 


Ми Р (2. < Ж) -00) 


00)- У (– реку, 


Қш-- о 


где 


Контрольная величина Упо, асимптотически 
имеет функцию распределения О(%. Для уровня 
значимости а из табл. 1.1.2.12 берут такое значе- 
ние №, при котором О(Ж) = 1— а. Если Упр, > 
>, то гипотезу Но о том, что Х распреде- 
лена по закону Ғо(х), отбрасывают. Критерий 
Колмогорова — Смирнова в общем неприменим, 
если в Ғо(х) входят оценки параметров, которые 
были произведены по той же самой выборке, 
по которой была вычислена Ё, (х). 


5.2.4. КОРРЕЛЯЦИЯ И РЕГРЕССИЯ 


5.2.4.1. Оценка корреляционных и регрессионных 
характеристик по выборкам. Для случайного векто- 
ра (Х, У) выборка (объема п) дает п пар зна- 
чений признака (хі, Ул), (Хо, у),...,(х уһ). В этом 
случае говорят о связанной выборке в противо- 
положность независимым выборкам, где совер- 
шенно независимо друг от друга наблюдаются 
п, значений х и и, значений у. Для прямых 
регрессии (5.60), (5.61) могут быть даны оценки; 
точнее говоря, теоретические характеристики регрес- 
сии (5.62), (5.63) можно оценить по выборке. 
По функциям выборки из 5.2.2.2, в частности 
(5.92) и (5.93), получаются следующие оценки: для 


_ 1 _ 1 
их: х=— 0 ху для рү: ў === ) у; для 0%: 
іші іші 





1 1 
- о _ сүй. 44, - т 
54 = за, х)?; для сў: 5 1 % 
і= 1 і= 1 
— у). Для ковариация получают в качестве 


оценки так называемую эмпирическую ковариацию 


п 
1 _ - 
тхүз---- (х; — Х(у;- У). Отсюда, заменяя в 
п — 

і=1 | 
(5.62), (5.63) теоретические величины их оценками 
(эмпирическими величинами), получают оценки для 
теоретических корреляционных и регрессионных 
характеристик. Например, эмпирический коэффи- 
циент корреляции: 


> (х — Х)(у;- У) 


тху іші 


жү үз (х; — х)? у (у = У)? 


і= 1 





(5.106) 


Г = 


Аналогично получаются эмпирические коэффициен- 
ты регрессии: 


5ү тху 5Х тхү 
ђ = Р — = ===, Б = Р ------2-, . 
Ү/Х 57 55 Х/Ү зү 8 (5.107) 


И эмпирические прямые регрессии: 


у= у + Бух (х —х), х=х+Ьх/у(у – у). 


При приблизительно линейно коррелированных Х и 
У при помощи этих прямых регрессии можно 
сделать наилучшее предсказание для У при данном 
значении Х или наилучшее предсказание для Х 
при заданном значении У. Вопрос о том, имеется 
ли приблизительно линейная корреляция между 
Х и У только в редких случаях может быть 
решен теоретически. Это удается, например, если 
известно, что (Х, У) распределены нормально. 
Тогда линии регрессии являются прямыми, т. е. 
имеется точная линейная корреляция. В общем 
случае рассуждение проводится следующим обра- 
зом. Каждое значение выборки (Хь у) представ- 
ляет одну точку в плоскости х, у, так что 
полная выборка дает совокупность точек в плос- 
кости х, у. На рис. 5.11 приведены три примера 





Рис. 5.11 


таких совокупностей точек. На рис. 5.11, а график 
у(х) (см. 5.1.4.7) является параболической кривой, 
обрашенной выпуклостью вверх; здесь предполо- 
жение о линейной корреляции было бы неверным. 
На рис. 5.11,6 график у(х) - приблизительно пря- 
мая. Таким образом, здесь можно приближенно 
принять линейную корреляцию. В случае 
рис. 5.11, в следует предполагать отсутствие кор- 
реляции. 

При предположении приблизительно линейной 
корреляции г есть мера силы связи между Х 
и У. Величина |), близкая к 1, означает очень 
тесную связь, в то время как величина |”), 
близкая к 0, говорит об очень слабой связи 
или об ее отсутствии. 

5.2.4.2. Проверка гипотезы г=0 в случае 
нормально распределенной генеральной совокупности. 
В исследованиях корреляции очень важным яв- 
ляется вопрос о том, действительно ли имеется 
корреляция, отличная от нуля, или ее нет, т.е. 
существенно ли отлично от нуля значение г. 
Следовательно, нужно проверить гипотезу г = 0. 
Для этого от конкретной оценки г, согласно 
(5.106), переходят к соответствующей функции 
выборки К согласно с (5.93). В предположении, 
что Х и У распределены нормально, величина К 
распределена асимптотически нормально по закону 
М(х; ғ, Ср), где 


ор ^ 5, = 


Следовательно, критическая область может быть 
определена так. Для о из табл. 1.1.2.6.2 по формуле 
(5.101) вычисляют 2.. Если для вычисленного по 
выборке г справедливо неравенство || > 2,5, ТО 
гипотеза г = 0 отклоняется. Этот критерий годится 
только для больших выборок. Для малых выборок 
можно построить критерий на основании того 
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факта, что при данных предпосылках величина 
око Ин — 2 удовлетворяет 1-распределению 
1- К? 
Стьюдента с п- 2 степенями свободы. 
5.2.4.3. Общая задача регрессии. Пусть слу- 
чайная величина У зависит от К переменных 
х1,...,Хк И распределена нормально с дисперсией 
с, не зависящей от х, и математическим ожи- 
данием 


МУ=у=а+ В, х, + Вх, +... + Вахо 





(5.108) 


В зтом случае говорят, что х, определяют У 
только в среднем. 


Пример 79. В технике часто встречаются случайные 
величины следующего типа: У<а+Ви+ Во? +... + В + 2 (), 
где 2()єММ(: 0, о); | означает время. 

Если положить х; = М (ј = 1,...,К), то очевидно, что 
У — случайная величина описанного выше типа. 

Задача состоит в том, чтобы посредством серии из п 
независимых наблюдений (у;, Х1,....Хы) (і = 1,...,п) оценить 
неизвестные параметры о, В,,..., В, входящие в соотноше- 
ние (5.108). Отдельные наблюдения удовлетворяют соот- 
ношению (5.108) не точно: появляется ошибка 6, и 


у=< + Ваха: +...+ Вхи + 5. (5.109) 
Относительно 6, предполагается следующее: 1) все 6, не- 
зависимы друг от друга; 2) б.е М(г; 0, с) для всех |і. 
Тогда для плотности вектора (5), ..., 5,) справедлива 


формула 





лы. (а узж(- 5 28) (5.110) 
па 


ісі 


из которой, заменяя 6, согласно (5.109), получаем функ- 
цию правдоподобия для оценки о, В,,...,В,: 


-( 4. )өв(-дн бал == Вилу (5.111) 
28 | 
Уста: А 


Уравнения наибољшего правдоподобия 


д. 4: 

да ’ 20, 
дают оценки 4, В, которые точно совпадают со значе- 
ниями, вычисленными для неизвестных параметров о, В, 


по методу наименьших квадратов. Например, в одномерном 
случае 





-0 (-5,..,8) (5.112) 


у=а + Вх, + б), а = у – Вх, 


где 


Шы 
в = (+ 29 - ЛЕ ФА - ғ) 


Техника проведения вычислений 4 и В, описана 
в 7.1.5.1. 


6. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 





6.1. ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 


6.1.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
И СИМПЛЕКС-МЕТОД 


6.1.1.1. Общая постановка задачи, геометри- 
ческая интерпретация и решение задач с двумя 
переменными. Линейным программированием на- 
зывается раздел математики, в котором изучаются 
методы нахождения минимума или максимума 
линейной функции конечного числа переменных при 
условии, что переменные удовлетворяют конечному 
числу дополнительных условий (ограничений), 
имеющих вид линейных уравнений или линейных 
неравенств. 

Таким образом, задача линейного програм- 
мирования (ЗЛП) в общем случае может быть 
сформулирована следующим образом. 

Найти такие значения действительных перемен- 
НЫХ Ху, Хо, ..., Хр ДЛЯ которых целевая функция 


О (х) = рх; + р2Х: +... + РпХп 


принимает минимальное значение на множестве 


точек, координаты которых удовлетворяют ус- 
ловиям 
дахъ + дщ»Х» +... + аъпХа = Ву, 
412Х) + 422Х5 +... + ах, = ђ, 
Ят1Х1 + @т2х2 +... + дтаХа = Въ» 
х 20, х»>0..., х, >20. 
Здесь коэффициенты ар, Б, р, (+ 1, 2, ..., т; ј = 
= 1, 2, ..., п) — действительные числа. Без огра- 
ничения общности можно предполагать, что 
Б, >20, 5,.20,..,58,20. 


В матричном виде задачу линейного программи- 
рования можно сформулировать так: 


Ах = Ь,х>0, Оли (х) = рЈх, 


где х = (ха, ..., х,) Е В", А — матрица (а) раз- 


мера т хп, 


..» р,)1, 


ђ = (Бі, Б, ... 


р = (ра, р2,. 
‚ Ь,)Г> 0 


(последнее неравенство означает, что №; >20, ... 
..., бт > 0; аналогичный смысл имеет неравенство 
х > 0). Индекс у целевой функции означает, что 


ищется минимум этой функции. Если ищется 
максимум целевой функции С (х) = р,х, +... + рых» 
то это равнозначно отысканию минимума функции 
О (х) = —б(х) = (-р1)хь, ..., +(—ра)Х. Если в 
дополнительных условиях имеется неравенство, 
например ах, +... + ашх, < В, то введением вспо- 
могательного переменного у можно перейти к 
уравнению ах, +... + ах, + у = 0, Для нового 
переменного также справедливо неравенство у > 0; 
в целевую функцию оно входит с коэффициентом 0. 
Если для переменного х; не задано условие х, > 0, 
то могут быть введены, например, новые перемен- 
ные х, и ху с дополнительными условиями ху > 0 
и ху >20, причем х; = ху – ху. Поэтому в дальней- 
шем мы будем рассматривать в основном только 
задачи минимизации целевой функции О (х) при 
условиях, заданных линейными уравнениями с 
неотрицательными свободными членами РБ, и в 
предположении неотрицательности переменных. 
Эти задачи мы и будем называть задачами 
линейного программирования. 

Точка х = (хи, ..., х,), удовлетворяющая всем 
условиям, называется допустимой точкой. Мно- 
жество всех допустимых точек называется до- 
пустимой областью. Если после отбрасывания 
одного условия допустимая область не изме- 
няется, то это условие называется лишним. 

В задачах с двумя переменными можно отка- 
заться от перехода от неравенств к уравнениям, 
так как линейное неравенство ах; + ах < Б 
допускает непосредственную геометрическую ин- 
терпретацию: все точки, удовлетворяющие этому 
неравенству, лежат на прямой ах, + ах» = Би в 
одной из двух полуплоскостей, на которые эта 
прямая делит плоскость. Если заштриховать по- 
луплоскость, не удовлетворяющую неравенству, 
и проделать это для всех неравенств в отдель- 
ности, то часть плоскости, оставшаяся в конце 
концов незаштрихованной, и образует допустимую 
область. 


Пример 1. 
: х, + 2х, < 12, 
П: Хү < 8, 
ПІ: хіх; 23, 
(6.1) 
ГУ Хү > 0, 
У: х2 > 0, 


Ола (х) = х, + 2,5Х2. 


Для того чтобы найти полуплоскость, удовлетво- 
ряюшую условию 1, построим сначала прямую х, + 2х; = 12 


це» 
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(0; 6) и (12; 0)- точки ее пересечения с осями) затем 
возьмем произвольную точку не лежашую на этой 
прямой, и проверим, удовлетворяют ли ее координаты 
неравенству І или нет. Если удовлетворяют, то вся полу- 
плоскость, в которой находится эта точка, является допусти- 
мой (по отношению к этому условию). В противном слу- 
чае полуплоскость является недопустимой и на рисунках 
заштриховывается. Таким же образом поступим с усло- 
вием П и снова исключим точки, не входящие в допусти- 
мую область Графическое изображение двух этих нера- 
венств дано на рис. 6.1. Затем переходим к условиям ІП, ТУ и 
У. Все точки плоскости, не исключенные условиями 1-У, 





4 /2 
Рис. 6.1 


образуют допустимую область. Вследствие неотрицатель- 
ности переменных она всегда лежит в первом квадранте 
плоскости. На рис. 6.2 изображена допустимая область для 
нашего примера. 

Точки, в которых целевая функция принимает значе- 
ние 17, лежат на прямой х; + 2,5х. = 17 линии уровня 





О = 17, принадлежащей числу 17 (на рис. 6.2 эта линия 
обозначена точками). Все линии уровня, принадлежащие 
каким-либо другим значениям, также являются прямыми, 
параллельными прямой 0 = 17. Если сместить прямую 
О = 17 параллельно самой себе в одном направлении, то 
значения, принадлежащие линиям уровня, уменьшатся; 
при параллельном переносе в другом направлении они 
увеличатся. В каждой точке допустимой области целевая 
функция принимает значение, принадлежащее той линии 
уровня, на которой лежит эта точка. Направление, в котором 
следует осуществлять сдвиг, чтобы достичь меньших 
значений целевой функции, можно найти построением дру- 
гой линии уровня, например линии О = 15. Путем параллель- 
ного переноса прямой 0 = соп в направлении меньших 
значений целевой функции в допустимой области дости- 
гают того, что эта прямая будет пересекать допустимую 
область по части ее границы. (В общем случае парал- 
лельная прямая может либо пересекать допустимую об- 
ласть в одной точке, либо проходить по отрезку, лучу или 
прямой.) В примере 1 это точка Р, лежащая на линии 
уровня, принадлежащей числу 3 (см. рис. 6.2). Все другие 
допустимые точки лежат на линиях уровня, принадле- 
жаших большим значениям. Все точки, лежащие на линиях 
уровня с меньшими значениями, являются недопустимыми. 
Таким образом, точка Р есть искомая оптимальная точка. 

Заметим, что оптимальная точка является угловой 
точкой допустимой области. Точка Р не есть относитель- 
ный минимум целевой функции, так как линейная функ- 
ция вообще не имеет относительных экстремумов, т.е. Р 
не может быть найдена методами дифференциального 
исчисления. 


Все задачи линейного программирования с 
двумя переменными можно решить при помощи 


графического объясненного на 
примере. 

Множество всех оптимальных решений зада- 
чи линейного программирования выпукло. 

Для пояснения рассмотрим допустимую область 
примера 1 (с целевой функцией Ош» (х) = х; + Хо; 
рис. 6.3). Минималь- 
ное значение прини- 
мается целевой функ- 
цией не только в 
обеих угловых точках 
Р, и Р;, но и на всем 
отрезке между ними. 
Некоторые примеры 
допустимых областей 
даны на рис. 6.4. Со- 
ответствующие осо- 
бенности могут встре- 


метода, этом 










титься и в задачах Неограниченная 
линейного програм- долустимая 
область 


мирования с более чем 
двума переменными. 
Допустимая об- 






ласть для задач в В". 0 Л) 
Обобшая двумерный 5 

случай, допустимую 2% 

область в простран- Оно из 
стве К" можно рас- 6= слови 


сматривать как пере- злишне 


сечение конечного чис- 
ла полупространств. 
Она образует так на- 
зываемое многогран-. 
ное множество. Точ- 2 
ка называется верши- 

ной допустимой 06- 
ласти в В", если она 0 2; 
является допустимой т; 

и представляет собой 
точку пересечения п 
линейно независи- 
мых гиперплоскостей. 
(Каждое линейное 
уравнение задает ги- 
перплоскость. Каж- 
дому линейному не- 
равенству сопоставла- 
етса ограниченное ги- 
перплоскостью полу- 
пространство; гипер- 
плоскость получают, 
заменяя знак нера- 
венства знаком равен- 
ства.) Вершина назы- 
вается вырожденной, 
если она является 
точкой пересечения 
более чем п гипер- 
плоскостей. Вершину 
х нельзя представить 
в виде выпуклой ли- 
нейной комбинации двух других точек допусти- 

1 2 
мой области (равенство х = Ах + (1 – А) х при всех 
1 2 

допустимых хэ х не выполняется ни для каких 
Х, удовлетворяющих условию 0 <А < 1). Всякая 
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допустимая область имеет конечное число вершин. 
Если допустимая область образована п неравен- 
ствами х; > 0(ј = 1, ..., п) и т уравнениями, то 
она может иметь самое большее Ст, вершин. 

Если допустимая область ограничена и не пуста, 
то она является выпуклым многогранником, и задача 
линейного программирования в этом случае 
всегда разрешима, а оптимальное значение целевой 
функции достигается по крайней мере в одной из 
вершин многогранника. Если допустимая область 
пуста, то задача линейного программирования 
неразрешима. Если допустимая область не огра- 
ничена (см. первый пример на рис. 6.4), то задача 
линейного программирования может быть раз- 
решимой или неразрешимой. Если задача имеет 
решение, то всегда имеется по меньшей мере одна 
вершина, где достигается оптимальное значение 
целевой функции. 

Если допустимая область является многогран- 
ником, то каждая допустимая точка х имеет по 
меньшей мере одно представление вида 


к і 
х= У Мх, 
ілі 
к л 
где У м=1, №20 при ісі, ..., К, причем 
=1 
1 К 
х, ..., Хх – вершины многогранника. 


Если многогранное. множество имеет по мень- 
шей мере одну вершину, то каждая точка множества 
имеет по меньшей мере одно представление вида 

к і к Ј 
х = У Мх + у Ир, 
1 


іші ік 


к 
где У Мн 1, №20 при і= 1, 
=1 ; ј 
іі, ..., ћ; х-вершины и г- направляющие 
векторы неограниченных ребер многогранного 
множества. 
6.1.1.2. Канонический вид ЗЛП, изображение 
вершнны в симплекс-таблице. Основным алгоритмом 
решения задач линейного программирования яв- 
ляется симплекс-метод (см. 6.1.3). Его можно 
применять в том случае, когда задача програм- 
мирования задана в специальном, каноническом 
виде. Позднее будет показано, как каждую задачу 
линейного программирования с непустой допусти- 
мой областью можно привести к такому виду 
(см. 6.1.4). 
В рассмотренной в 
уравнения ЗЛП 


> № Ш20 при 


6.1.1.1 формулировке 


а11Х1 +... + ах, = Бу, 


а,1Х1 +...+ АтпХа = В» 


(6.2) 
Хү > 0, .... х, 2 0, 


О (х) = рх! +... + РпХп 
имеют каноническиц вид, если каждое і-е урав- 
нение содержит переменное х, такое, что коэф- 
фициент перед ним в зтом уравнении равен 1, 


а во всех других уравнениях равен 0. Если при этом 
Б, >0,..., 5, > 0, то говорят о допустимом канони- 


ческом виде. Переменные х) называются базис- 
ными, остальные -- свободными. 
В следуюшем примере, относяцемся к допустимому 


каноническому виду, мы отметим базисные переменные 
подчеркиванием: 


Зхъ + ха + 2хз = 5, 
—х! + 3х3 + ху = 9, 


Хі — 4х3 + ха + 1. 


Здесь А, 2, А, = 5, Аз = 4. Если уравнения заданы в кано- 
ническон форме, то целевая функция легко может быть 
выражена через свободные переменные. Если целевая 
функция имеет вид 


О (х) = х + 13х, + 2х, + 17х4 + Зх., 


то вычитанием из этого выражения первого уравнения, 
умноженного на 13 (так как там выделено переменное х;, 
а в целевой функции х; имеет коэффициент 13), второго 
уравнения, умноженного на 3, и, наконец, третьего уравнения, 
умноженного на 17, получим целевую функцию 0(х)- 
= --52х1 + 35х3 + 109. Вместе с уравнениями канониче- 
ского вида и условиями знака она описывает ЗЛП в 
каноническом виде: 


Зх, + ха + 2х, = 5, 
-хі + Зхз + х = 9, 
х — 4х3 + ха = 1, (6.3) 
х > 0, х 20, ..., х; » 0, 
Оыһ = -52х, + 35х; + 109. 


Значение величины Ол, при нулевых значениях свобод- 
ных переменных обозначим через Оо. Здесь Оо = 109. 


6.1.1.2.1. Симплекс-таблица. ЗЛП канони- 
ческого вида может быть записана в таблице сле- 
дующего вида. Левый крайний столбец содержит 


Симплекс-таблица 


В общем случае 


Рн] 





Для примера (6.3) 





номера А; базисных переменных, верхняя строчка — 
номера Х,.; свободных переменных. В точке 
пересечения строки, соответствующей значению 
М, и столбца, соответствующего + „ стоит КОЭф- 
фициент ал; , при свободной переменной в урав- 
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нении і, в котором выделена базиснал переменнал 
ху. Соответственно справа записаны постоянные 
члены уравнений, внизу — коэффициенты целевой 
функции от свободных переменных, а в правом 
нижнем углу записано значение — О. 
Каноническому виду ЗЛП или соответствую- 
щей симплекс-таблице сопоставляется точка 
ХХ, =>,, Хэ, =>, ..., Х = Б,, Хр нкт =... = ху, = 0. 


Координаты этой точки удовлетворяют п линейно 
независимым условиям ЗЛП: т уравнениям и и – т 
неравенствам х; > 0 для свободных переменных. 
Если, кроме того, Ё; > 0 (допустимый канонический 
вид), то точка является допу- 
стимой и, следовательно, вер- 
шиной (см. 6.1.1). 


В примере (6.3) получается 
точка хі = 0, х = 5, хз = 0), ха = |, 
х5 = 9. Если сравнить задачу (6.3) 


с задачей, содержашей только 
два переменных: 
Зх, + 2х3 #5, —х,+ Зхз , 


<9 
х; = 0, хз = 0, 


О = – 52х, + 35хз + 109, 





и представляемой графически на плоскости хі, хз 
(рис. 6.5), то, рассматривая х;, хе, ха как вспомогатель- 
ные переменные, получим, что искомая вершина есть 
начало координат. 


6.1.1.2.2. Свойства вершин и обраще- 
ние базисов. Вершина, полученная при помощи 
ЗЛИ канонического вида, обладает следующими 
свойствами: п — т ее координат имеют значение 
0 (свободные переменные); т координат имеют 
значение 20 (базисные переменные); вектор- 
столбцы матрицы А, соответствующие базисным 
переменным, линейно независимы, т. е. образуют 
базис пространства В”. Невырожденная матрица, 
составленная из этих вектор-столбцов, назы- 
вается базисной матрицей. 

Если число линейно независимых уравнений 
среди условий ЗЛП в пространстве В" равно т, 
то эти условия в совокупности необходимы и 
достаточны для того, чтобы определяемая ими 
точка была вершиной допустимой области (в том 
числе и в случае, когда ЗЛП задана не в кано- 
ническом виде). 

Если вершина известна, то всегда можно найти 
соответствующий канонический вид ЗЛП, умно- 
жив матрицу коэффициентов и столбец «правых 
частей» слева на матрицу, обратную базисной. 
При таком преобразовании системы уравнений 
допустимая область не изменяется. 

В примере (6.3) точка х,-1, х;=2, хз -0, ха =0, 
Ха 10 по указанному выше критерию также является 
вершиной, так как столбцы в (6.3), соответствующие базис- 
ным переменным х;, х;, х4, образуют невырожденную 
матрицу и, следовательно, линейно независимы: 


базисная 310 31017 00 1 
матрица | 71011 |-101 -110-3 
10 10 01 1 
Найдем канонический вид, соответствуюший этой вершине: 
00 1 31 2005 10-4101 
10-3 -10 3019 1=| 01 14-30 2 
011 10 4101 00 1 1110 


Получим канонический вид уравнений 
Хі- 4х3+ ха = 1, 
х2 + 14хз — 3х. = 2, 

- хз + Ха + х5 = 10, 


из которого сразу можно найти вершину. Чтобы получить 
канонический вид ЗЛП, следует, кроме того, привести 
целевую функцию к новым свободным переменным х}, ха 


6.1.1.2.3. Базисные решения. Вершина, 
обладающая указанными в 6.1.1.2.2 свойствами, 
соответствует допустимому базисному решению. 
Если вершина имеет т положительных координат 
(т — число линейно независимых уравнений-ус- 
ловий), то соответствующие переменные должны 
быть выбраны в качестве базисных переменных, и 
тогда вершине отвечает точно одно базисное 
решение. Если вершина имеет меньц.е чем т поло- 
жительных координат (вырожденная вершина), 
то ей, возможно, отвечают несколько базисных 
решений. 

Зная базисное решение, всегда можно одно- 
значно найти вершину. 

6.1.1.3. Симплекс-метод при заданной началь- 
ной таблице. Так как решение ЗЛП достигается 
(по крайней мере) в вершине допустимой области, 
то достаточно рассмотреть значения целевой 
функции только в вершинах. 

Данной допустимой симплекс-таблице соответ- 
ствует одно базисное решение, т. е. одна вершина. 
Проверка выделяет ту вершину, которую следует 
считать оптимальной. В других случаях способ 
ведет или к заключению, что задача неразре- 
шима (т. е. минимальное значение целевой функции 
в допустимой области равно - оо), или к новому 
базисному решению, в котором значение целевой 
функции не больше, чем в первом. В общем случае” 
после конечного числа шагов достигается вершина, 
в которой целевая функция имеет оптимальное 
значение. При наличии вырожденных вершин в 
очень редких, исключительных случаях может 
оказаться, что мы снова и снова будем проходить 
один и тот же цикл базисных решений, относящих- 
ся к одной и той же вырожденной вершине. Этот 
особый случай будет рассмотрен в 6.1.5. Допусти- 
мой симплекс-таблице соответствует точка ми- 
нимума, если все коэффициенты целевой функции 
неотрицательны: 


Ру, > 0, ... 


Тогда минимальное значение целевой функции 
равно Оо“). 

(Этот критерий становится понятным, если 
вспомнить, что все переменные в целевой функции 
0 - Р Хү +... + РХ, + до могут прини- 
мать только неотрицательные значения.) Если 
все коэффициенты целевой функции положительны, 
то вершина, соответствующая таблице, является 
единственной оптимальной точкой. 

Если критерий не выполнен, т. е. не все коэф- 
фициенты целевой функции неотрицательны, то 


: Р, > 0. 


т+ 1 


следует перейти от одного допустимого базисного 


*) Условие Ру аза < 0, ..., Ру, < 0 есть критерий макси- 


мальности; исходя из него, можно описать также дальнейшие 
этапы метода максимизации целевой функции (заметим, что 
умножением целевой функции на - | можно легко перейти 
от максимизации к минимизации). 
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решения к соседнему допустимому, т.е. такому, 
в котором множества базисных и свободных 
переменных изменены на один элемент. В невы- 
рожденном случае этому геометрически соответ- 
ствует переход от одной вершины к другой вдоль 
ребра допустимой области (обе вершины при- 
надлежат одному ребру). Этот процесс называют 
также симплекс-шагом или заменой базиса. Опи- 
шем последовательно его этапы. 

1) Выбор разрешающего столбца: 
среди элементов последней строки таблицы выби- 
рается любой Ру» < 0, и соответствуюший стол- 
бец называется разрешаюшим. В качестве Ру» реко- 
мендуется выбирать минимальное р, 

2) Выбор разрешаюшей строки: если 
айр «0 для всех элементов разрешающего 
столбца, то минимума не сушествует (целевая 
функция в допустимой области не ограничена 
снизу). Если это не так, то для всех положитель- 
НЫХ а/ж нужно вычислить отношения ђ; /арь Строка 


і, для которой отношение минимально, называется 
разрешаюшей строкой 1%: 
. Б; Бі» 
тіп = ; 
ај, > 0 аж аре 








общий элемент ав» разрешаюшего столбца и 


разрешаюшей строки называется разрешаюшим 
элементом. 
3) Замена базиса при помоши раз- 


решающего элемента а» ж — процесс, про- 


изводящий в таблице преобразования канонического 
вида, при котором базисное переменное х,» становит- 


ся свободным и одновременно свободное пере- 


менное Х/ж становится базисным. Если м - какое- 


либо значение в таблице, то через у будем 
обозначать значение, стояшее в новой таблице на 
том же самом месте: 





а) 1" = ј*, 1 = 1 для всех ізі”, 
ј“ = 1“, ) +) для всех ј # ј“. 
А | А А А . ЧЭ 
6) др = 4 5 а - — @р+@» * ДЛЯ всех тг”, 
мр 


А 


ре - — ружа *. 
В) ае = агуйрр для всех ј ж)“; Би = Бржариј. (ж) 


Отметим, что элементы правого столбца и 
нижней строки пересчитываются по тому же 
принципу, что и элементы в центральной части 
таблицы. То же имеет место и вг) и д). 


г) ду = ау — др. для всех іж і* и јеј“, 
Ру = ру – дар для всех ј # ј“. 
При вычислениях вручную рекомендуется про- 
делать вычисления г) по столбцам для каждого 
ТЕ. Заметим, что 


(новый столбец) = (старый столбец) — 


то, что уже 
стоит в новом 
столбце после 
выполнения в) бец 


разреша- 
ЮШИЙ СТОЛ- 


«То, что уже стоит в новом столбце после вы- 
полнения в)» есть число ёр, постоянное при пере- 


счете каждого столбца. 


А 


д) 7 = у - Биар для всех 121“, (-00)- 
== (-00) - бири. 


Правый столбец таблицы преобразуется ана- 
логично нормальному разрешающему столбцу, 
остается неизменным также правило преобразо- 
вания такого столбца, сформулированное в г). 
Единое для столбца число, уже имеюшееся после в), 
здесь есть Бр». 










оо #4.) о. 


Всегда должно получаться В; 20 и (-00)> 
>(-00). Может случиться, что р, < 0, хотя р, > 0. 


Пример 2. 
2х; — хз +3х4 + хв = 1, 
ха + Зха - 2, 
2х, + хо = 6, (6.4) 
хз +х6 = 6, 
-2х, +хз —3х4 ФХь - 2, 


хі >0, .. 


Ома = Ах, - бх, + Эх. = 66. 


.» хз >0, 


ЗЛП задана в канонической форме. Запишем соответ- 
ствуюшую симплекс-таблицу: 
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) Выбор разрешаюшего столбца: 
имеется только один отрицательный коэффициент 
в целевой функции (—6). Следовательно, ј* = 3 
(разрешающий столбец есть (—1, 0, 0, 1, 15. Раз- 
решающий столбец содержит положительные 
элементы (аз = 1, а5з = 1). 

2) Выбор разрешающей строки: най- 
дем тіп (6:1, 2:1) =2(=Ь5/азз). Следовательно, 
і* = 5. Разрешающий элемент 45; = 1. Он обведен 
рамкой. 

3) Замена базиса: 

а) В левом столбце новой таблицы на место 5 
ставится 3. Наоборот, в верхней строке вместо 3 
запишем 5. Остальные индексы остаются на своих 
местах. 

6) Место элемента а;з = | в новой таблице за- 
нимает 453 = 1:453 = 1:1 = 1. 

в) В новой таблице место разрешающего столбца 
(кроме разрешающего элемента) займет столбец: 


— (то, что уже стоит в новом столбце после 


выполнения 6))- (разрешающий столбец, кроме 
разрешающего элемента), 
Т. е. йвз = –1:(—1) = 1, 423 = —1.0 + 0, аз = 


= —1.0=0, авз = -1-1+ — фз--14-6)-6. 
В новой таблице место разрешаюшей строки 
(кроме разрешаюшего элемента) займет строка: 


(то, что уже стоит в новой строке после 
выполнения б)): (разрешающая строка, кроме раз- 
решаюшего элемента), 


„ т.е. аг, = 1-(-2) = – 2, 454-1-(-3)--43, 
Б = 1.2 = 2. Таким образом, мы получили сле- 
дуюшие элементы новой таблицы: 





(/ = 1), мы 
следующие 


стоящий под 1 
новой таблице 
элементы (кроме элемента - 2, уже стояшего там 


г) В столбец, 
должны внести в 


после в)): 








Яв 481 483 
@21 421 423 
аз, |=| ап 4(-481)| 273 | 
461 461 463. 
р: рі рз 

да = 2 – (– 2):(– 1) = 0, 

421 = 0 (– 2): 0 = 0, 

аз =2 - (–2):0 = 2, 

бе =0-— (~ 2): 1 = 2, 

р =4—(–2)-(–6)= -8. 


Пересчитав оставшиеся два столбца, получим 
полную таблицу: 





Пока критерий минимальности не выполнен, 
необходимы дальнейщие замены базисов. Они 
приводят к следующим таблицам: 










8 3 
4 2/3 2/3: 1/3 
7 44-1 

1 

3 





В последней таблице все коэффициенты целевой функции 
неотрицательны (даже положительны). Следовательно, в 
точке ху = 2, хі = 2, ха=6, ха -0, хе 0, х = 0, х,=2, 
Ха = 3 целевая функция принимает минимальное значение 
Оо--(-38) = 38 (Переменным, индекс которых стоит в 
верхней строке, в базисном решении приписывается значение 
0; это свободные переменные. Каждое из переменных, 
индекс которых стоит в левом столбце, приравнивается к 
числу, записанному в правом столбце той же самой строки; 
это базисные переменные ) 


6.1.1.4. Получение начальной вершины. 

6.1.1.4.1. Метод искусственных пере- 
менных. Для оптимизации целевой функции 
посредством симплекс-метода должна быть задана 
симплекс-таблица, соответствующая допустимому 
базисному решению. Рассмотрим ЗЛП с и пере- 
менпыми, не имеющую еще канонического вида 
(ср. (6.2)). Введением искусственного переменного 
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Х,., В Каждое і-е уравнение (і = 1, ..., т) и другой 
целевой функции С мы приходим к следующей 
вспомогательной задаче, всегда имеющей решение: 


аху +... + аха + Ха+1 = Ві, 
эээ. (6.5) 
ди Хъ +... + атхи + Ха+т = би 

х 20, ..., х, 20, х1 20, ..., Ха+т 2 0, 


Си (х) = Ха+а +... + Хаят 


Если исходная задача (6.2) имеет допустимую точку, 
ТО дополним ее, положив х,,1 = 0, ..., Хи+и = 0, 
до допустимой точки х задачи (6.5). Так как С(х) > 0 
для всех допустимых точек (6.5), то точка х такая, 
что С (х) = 0, есть оптимальная точка вспомогатель- 
ной задачи _ > 


Примечание. Если оптимальной точкой вспомо- 


гательной задачи является такая точка х, что С (х) > 0, то 
исходная задача (6.2) не имеет допустимых точек и потому 
неразрешима. 


6.1.1.4.2. Решение вспомогательной 
задачи. Уравнения вспомогательной задачи (6.5) 
имеют канонический вид. Все искусственные 
переменные выбираются базисными, а все осталь- 
ные — свободными. Преобразование целевой функ- 
ции к небазисным переменным (ср. (6.2)) дает сле- 
дующий результат: 


С (х) = (- > с.) хъ +27.. + (- > а х, + (3 8) 


(6.6) 


Следовательно, таблица 





есть допустимая симплекс-таблица для (6.5). 
Поэтому оптимальное решение вспомогательной 
задачи может быть найдено при помощи симплекс- 
метода. Как только какое-либо искусственное пере- 
менное станет небазисным, соответствующий ему 
столбец может быть опушен. 

6.1.1.43. Переход от оптимальной 
таблицы вспомогательной задачи к 
начальной таблице исходной задачи. 
В оптимальной таблице вспомогательной задачи 
вычеркиваются все столбцы, где соответствуюшими 
свободными переменными являются искусствен- 
ные переменные. 

Случай І. Оптимальное значение целевой 
функции положительно (т.е. число, стоящее в 
правом нижнем углу таблицы, отрицательно). 
Тогда допустимая область исходной задачи пуста, 
исходная задача неразрешима. 

Случай П. Оптимальное значение целевой 
функции равно С (х) = 0. 

Случай Па. Среди базисных переменных нет 
искусственных. Тогда базисное решение, представ- 


ленное таблицей, есть допустимое базисное решение 
исходной задачи. Остается только пересчитать 
целевую функцию О (х) исходной задачи в функцию 
свободных переменных и внести в таблицу новую 
строку целевой функции. 

Случай Пб. Среди базисных переменных есть 
по меньшей мере одно искусственное переменное. 
Этот случай сводится к случаю Па следующим 
методом. Если все коэффициенты в строке, соот- 
ветствующей искусственному базисному перемен- 
ному, равны 0, то строка в таблице вычеркивается. 
(Это может повторяться не более т — г раз, где 
т — число строк, а г — ранг матрицы А.) В противном 
случае какой-либо отличный от нуля коэффициент 
в этой строке выбирается разрешающим, произ- 
водится замена базиса симплекс-методом и столбец, 
принадлежащий искусственному свободному пере- 
менному, вычеркивается. 


Пример 3. 
3х1 + 2хз - №5 ж 12, 
хр Хә + ху = 5, 
хү + хз + ха = 6, (6.7) 
х 20, ..., х5 > 0, О = 2х, + хо — ха + Зха — хе. 


Начальная таблица соответствующей вспомогательной 


задачи (С (х) = хе + Ху + Хе): 





ДВОЙСТВЕННОСТЬ В ЛИНЕЙНОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ 


Мы пришли к случаю Па. Целевая функция задачи (6.7), 
пересчитанная в функцию переменных хо», хз, имеет вид 
О (х) = – 3х, — 2х. + 10, и таблица 





есть допустимая начальная таблица для (6.7). 


6.1.1.5. Вырожденный случай и его рассмотре- 
ние при помощи симплекс-метода. Как было упо- 
мянуто в 6.1.1.3, применение симплекс-метода 
может натолкнуться на трудности, если вершина, 
соответствующая симплекс-таблице, вырождена и 
имеет несколько базисных решений. В этом случае 
при некотором і в таблице Ё; = 0. Тогда в ка- 
честве разрешающей строки обычно следует выби- 
рать как раз строку, в которой Б, = 0; значение 
целевой функции при замене базиса не изменяется. 
Теоретически (в практических примерах чрезвы- 
чайно редко!) может случиться, что после несколь- 
ких замен базиса мы снова придем к такой же 
таблице и, следовательно, никогда не достигнем 
оптимального значения (это явление называется 
зацикливанием). Если симплекс-метод снова и снова 
приводит к вырожденным таблицам без изменения 
при этом целевой функции, он дополняется таким 
образом, чтобы препятствовать появлению таких 
циклов. Метод дополнения геометрически может 
быть истолкован как предварительное внесение 
малых изменений в правые части условий, по- 
средством чего граничные гиперплоскости допусти- 
мой области сдвигаются так, что вырожденных 
вершин больше не существует. 

6.1.1.5.1. Лексикографический 
док векторов. Вектор х = (ха, ..., Хү) назы- 
вается лексикографически меньшим, чем вектор 
у = (у1, ..., Ук)’ (обозначается х < у), если сущест- 
вует такое /, что х; = уу, ..., х;- = Уј-1) Ху) « Ур 
Тогда пишут также у > х. 


поря- 
)Г 


Пример 4. у> 0 означает, что первая отличная от 0 
компонента у положительна (последующие компоненты 
могут быть произвольными). 


6.1.1.5.2. Дополнение к симплекс- 
таблице. Каждая правая часть В, дополняется 
до вектора (Р, ба, ..., Ви) при помощи т других 
чисел так, чтобы векторы удовлетворяли условию 
(ба, ..., и). > 0 и были линейно независимы. 
Это условие выполнено, например, если положить 
Би =1 и; = 0 при із К. Далее, — Об дополняется 
до вектора (Оо, — 0;, ..., -0,) произвольными 


числами (например, нулами). Получаем таблицу 
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6.1.1.5.3. Дополнение к симплекс-ме- 
тоду (см. 6.1.1.3). 

2) Частные Ё, Гар», 
таких, что а; > 0, объединяются в векторы-частные 


(2 мг 


образованные для всех і 











И ээг 

а ји ар» ад 

мальный среди них соответствует строке Ре. 
36) Бек = бари ји дла всех К. 


): лексикографически мини- 


Зд) Бк = Б — бика“ для всех ГР и всех К; 
(-0)-1-04- Быкр» для всех К. 

Получаемые таким образом векторы всегда 
будут удовлетворять условию (Р, Ви, ..., Б) > 0; 
линейная независимость этих векторов будет также 
обеспечена. | Выполнение соотношения (— Оо, 
–д,, ..., –д,)! > (-0о – 01, ..., -0.)! гаранти- 
рует, что при дальнейших вычислениях мы никогда 
не вернемся к однажды уже рассмотренной таблице. 

Этот расширенный симплекс-метод может при- 
меняться в общем случае. 

Пример 5. Следующая таблица представляет собой 


пример, в котором существует возможность после несколь- 
ких замен базиса снова вернуться к той же самой таблице: 





Последовательно можно выбрать следующие пары значе- 
ний (“, ј“): (1, 3), (2, 4), (3, 5), (4, 6), (5, 1), (6, 2). Получен- 
ная таким образом таблица будет тождественна исходной. 
Если же снова выбрать ј* = 3, но применить симплекс-метод 
с лексикографическим расширением: 





то вектор (0, 1, 07, возникающий при {= 1, будет лексико- 
графически больше, чем вектор (0, 0, 1/2) , соответствуюший 
і = 2; таким образом, следует выбрать 1% = 2, после чего 
возникает новая таблица: 





Метод, примененный к этой таблице, ведет к выводу, что 
задача неразрешима, так как целевая функция в допустимой 
области не ограничена снизу. 


6.1.1.6. Двойственность в линейном програм- 
мированин. 

6.1.1.6.1. Теоремы двойственности. 
Каждой ЗЛП можно сопоставить точно одну двой- 
ственную ей ЗЛП; связь задается следующим 
образом. 
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ЛИНЕИНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 





Исходная ЗЛП “ Двоиственнаа ЗЛП 
1 2 1 Т 1 Т 2 1 
Ах + Арх > Ъ, Аци + 4214 <р, 
ОА’ ег. С 
1 2 2 Т 1 т? 2 
Арх + Аззх = Б, А ри + Ази = р, 


1 2 1 2 
х > 0, х – произвольное, и > 0, и — произвольное, 


1122 11 22 
Опип (х) = рїх + рТх; С тах (м) => и + БТИ, 


При этом векторы переменных х и и и соот- 
ветственно векторы правых частей и. коэффи- 
циентов целевой функции разложены на два век- 
тора, а матрица коэффициентов состоит из четы- 
рех подматриц. 

В частности, в первой задаче по знаку огра- 
ничено ровно столько переменных, сколько есть 
неравенств среди условий во второй задаче. 

Важные частные случаи: 


Двойственная ЗЛП 


АТи <р, и> 0, 


Сах (и) = БТ 


Ах > Б, х — произвольное, 


Ола (х) = р1х — С ла (и) = -1, 


Теоремы двойственности. Ёсли рас- 
смотреть задачу, двойственную к двойственной 
задаче, то снова придем к исходной задаче. 

Если в одной задаче допустимая область 
пуста, то в другой целевая функция неограничена 
снизу (при минимизации) или сверху (при макси- 
мизации). 

Если разрешима одна задача, то разрешима и 
другая; оптимальные значения целевых функций 
при этом одинаковы. Если первичная задача имеет 
допустимую точку х, а двойственная задача — до- 
пустимую точку и, то обе задачи разрешимы и 
С (и) < тах 6 =тшО < 0 (х). 

Если для двух допустимых решений С (и) = О (х), 
то ии х — оптимальные решения. 

Теорема о дополняющей нежест- 
кости. Если х и и допустимы в первичной, 
соответственно двойственной задаче, то для 
того, чтобы они были оптимальными решениями, 
необходимо и достаточно выполнение следую- 
щего условия: 


Іт 1 2 1 
и(Аых-- Ах —ђ) =0, 


1 1 2 1 
хТ(АТи + Аи р) = 0. 


Это означает, что в точке, где достигается опти- 
мальное значение, никогда не может одновременно 
быть так, чтобы і-я компонента вектора решения 
была положительна, а і-е неравенство второй 
задачи выполнялось строго. 

Если известно оптимальное решение и двой- 
ственной задачи, то, подставив его в приведенное 
выше условие, получим линейное уравнение для х. 


1 2 1 
Вместе с Ах + Ах = ђ они составляют систему 


уравнений, из которой можно найти оптималь- 
ное решение первичной задачи. 

Теневые цены. Если заданы две задачи, 
соответствуюшие первому из вышеприведенных 
«важных частных случаев», то для каждого і опти- 
мальное значение х, называется теневой ценой еди- 
ницы ингредиента, ограниченного і-м неравенством 
двойственной задачи. Ее величина показывает, 
насколько увеличилось бы оптимальное значение С, 
если бы граница р, этого переменного увеличилась 
на единицу. Теневая цена совпадает с коэффи- 
циентом целевой функции при 1-м свободном 
переменном в оптимальной канонической форме 
двойственной задачи, так что ее можно определить 
без рассмотрения первичной задачи. 

6.1.1.6.2. Двойственный симплекс- 
метод. Двойственный симплекс-метод копирует 
вычисления в таблице заданной задачи, которые в 
случае применения симплекс-метода следовало бы 
выполнять в двойственной задаче. . 


Замечания 


Если р = 0, то при помощи вспомогательных переменных в двойст- 
венной задаче можно сразу найти начальную таблицу 


В то время как первичная задача задана без ограничений знака, 
двойственная ей задача имеет вид ЗЛП 





Симплекс-таблица, соответствующая канони- 
ческому виду ЗЛП (ср. 6.1.1.2, называется 
двойственно-допустимой, если р,>0 для всех 
коэффициентов целевой функции, т. е. для К = т + 
+1, ..., п. Геометрически этой таблице соот- 
ветствует точка пересечения п граничных ги- 
перплоскостей допустимой области (которая, од- 
нако, не обязательно является допустимой точ- 
кой). 

Двойственный симплекс-метод дает последо- 
вательность двойственно-допустимъх таблиц до 
тех пор, пока не будет найдена допустимая 
таблица. По критерию минимальности симплекс- 
методом тем самьгм будет найдена оптимальная 
точка. Геометрически это значит, что мы подходим 
извне (через точки пересечения, которые не яв- 
ляются допустимыми) к оптимальной вершине 


допустимой области. Двойственно-допустимой 
таблице соответствует точка минимума, если 
все правые части неотрицательны:7, >0,..., 5, 2 0. 


Если этот критерий не выполнен, то переход 
к новой таблице разбивается на следующие этапы. 

1) Выбор разрешающей строки: среди 
Б; < 0 в таблице выбирается произвольное число 
Б.ж, а соответствующая строка называется разре- 
шающей; в качестве б» рекомендуется выбирать 
минимальное ђ;. 

2) Выбор разрешающего столбца: 
если аж > 0 для всех элементов разрешающей 
строки, то минимума не существует (допустимая 
область пуста). Если это не так, то для всех отри- 
цательных а, составляется частное р/ а» |. Стол- 
бец ј, в котором частное минимально, выбирается 
в качестве разрешающего столбца ј“: 

ру Түр 


аж < 0 Гар)! [аж ж | | 


МОДИФИЦИРОВАННЫЕ МЕТОДЫ, ДОПОЛНИТЕЛЬНОЕ ИЗМЕНЕНИЕ ЗАДАЧИ 
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3) Замену базиса производат, как и в случае 
симплекс-метода (см. 6.1.1.3). 

Двойственно-допустимая таблица называется 
двойственно-вырожденной, если все р, = 0. 


6.1.1.7. Модифицированные методы, дополни- 
тельное изменение задачи. 
6.1.1.7.1. Модифицированный симп- 


лекс-метод. Предположим сначала, что ЗЛП 
уже ‘имеет канонический вид (в противном слу- 
чае см. 6.1.1.7.3) и переменные перенумерованы 
Так, ЧТО Х,-т-1,.... Ха являются базисными: 


011Х1 +... + Олүа-тХа-т + Ха-теі = Ва, 
Сп Х1 + ... + Чт, п-тХп-т + + Ху = В„,(6.8) 
ху20 для ј = 1,...,п, 


Отт (х) = &1Х1 +... + 86. – тХь – т + То. 


Эта ЗЛП представлена в следуюшей основной 
таблице: 


(6.9) 





Введем следующие обозначения: В = (Вл... Ви), 
ој = (91...90). ДЛЯ іш 1,...,(п – т), бу = (0,... 
...,0, 1, 0,...,0) с 1 на (/ – и + т)-м месте для 


1-(1-т-1,...,йп. 

Модифицированная симплекс-таб- 
лица. Место симплекс-таблицы занимает следую- 
шая модифицированная симплекс-таблица: 









91,п-т-41 о Ят 


(6.10) 
ат,п-т-1 + тп 


первую расстановку чисел в которой получим, 
подставив на места, обозначенные буквами, соот- 
ветствуюшие данные основной таблицы. 

Для описания свойств модифицированной 
симплекс-таблицы введем следуюшие обозначения: 


41,н-т-1--. ат 
4= |: : Эф» 


Ят, п-т+ 1 ... Дип 





Левый столбец указывает индексы базисных 
переменных. 

Столбец Б содержит значения базисных пере- 
менных в точке пересечения, представленной таб- 
лицей (при Б > 0 — вершина). 

Величина Оо есть значение целевой функции 
в этой точке пересечения. 

Величины р;,...,р, являются коэффициентами 
целевой функции, выраженной через свободные 
переменные. 

Столбцы матрицы А являются столбцами 
канонического вида, соответствующими перемен- 
НЫМ Х,-.+1,:::, Хр; При этом А — матрица, обрат- 
ная базисной. 

Все эти свойства сохраняются при переходе 
к новой, модифицированной симплекс-таблице по 
приведенному ниже методу. 

Допустимой модифицированной симплекс- 
таблице соответствует точка минимума, если все 
коэффициенты целевой функции неотрицательны: 
Рі 2 0,...,р, > 0. Тогда минимальное значение це- 
левой функции равно Оо. 

Переход к новой таблице. В случае, 
если этот критерий не выполнен, модифици- 
рованный симплекс-метод ведет точно к таким же 
переходам от вершины к вершине, как и симплекс- 
метод, изменяется лишь способ преобразования. 
Определяются только те значения симплекс- 
таблицы, которые используются для нахождения 
разрешающего элемента. Затем проводится замена 
базиса только для тех значений, которые стоят 
в модифицированной симплекс-таблице. Основой 
метода является тот факт, что, зная матрицу, 
обратную базисной, мы можем в случае надоб- 


ности полностью найти канонический вид 
(см. 6.1.1.2). 
1 Выбор разрешаю щего столбца: 


среди р; < 0 в таблице выбирается произвольное 
р» < 0; если “> п – т + 1, то соответствующий 
столбец канонического вида известен; в против- 


ном случае мы находим его по формуле 
(ал. ауе) = Ав, и вносим в таблицу. В любом 
случае столбец, соответствующий “, является 
разрешающим. 

2) Выбор разрешающей строки 


производится, как и в случае симплекс-метода 
(ср. 6.1.1.3). 

3) Замена базиса при помощи раз- 
решающего элемента ај осуществляется 
проше, чем в случае немодифицированного симп- 
лекс-метода, так как индексы столбцов фиксиро- 
ваны и соответствующая верхняя строка остается 
неизменной. Обозначим через у элемент новой 
таблицы, стоящий на месте элемента м. Тогда 

а) Ме М для всех і 9 і*; Аж = ј*; 

б) деу = а ар для всех ј = (п – т + 1),...,п; 


ж Бү аре; 
в) Фу=аџу— раци ДЛЯ всех ізі" и всех 
]1=(п-т+1, ..., п, а рр=рј— ри ДЛЯ всех 
ј=(п— "т+1),..., п. (Ср. указание, данное в Зг) 


при описании симплекс-метода (см. 6.1.1.3).) 
Если (п-т--1)</%, то это не означает не- 
применимости формул, приведенных в 6) и в). 
г) Б; =ђ, — Бад» для всех і жі, -Оо< (- Оо) - 
- Бару. 
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Правая часть вычисляется таким же образом, 
как столбцы в в). 

д) р; = є; + ри, для всех ј = 1,...,и – т (век- 
тор р уже известен из результата в)). 

После вычислений всегда должно получаться, 
что 5,220 и (-00) 2 (– О). Может случиться, 
что р; < 0, хотя р; > 0. Коэффициенты целевой 
функции при новых базисных переменных должны 
быть равны 0; их можно положить равными 0 
сразу. 

Для вырожденного случая справедливо все, что 
было изложено относительно симплекс-метода. 

Преимущества модифицированно- 
го симплекс-метода. В случае симплекс- 
метода ошибки округления могут неограниченно 
расти от таблицы к таблице, так как на каждом 
шаге переход к следующей таблице определяют 
данные таблицы, имеющие некоторую погреш- 
ность. Напротив, в случае модифицированного 
метода применяются в, Фр, определенные из 
основной таблицы. К тому же после определен- 
ного достаточно большого числа шагов мы можем 
«обновить» все данные (устранить ошибки округ- 
ления), взяв из основной таблицы базисную 
матрицу (образованную из и, соответствующих 
базисным переменным ху, В порядке их следо- 


вания в модифицированной таблице) и найдя об- 
ратную ей. Так возникает обновленная матрица А, 
при помощи которой можно вычислить обновлен- 
ные ђ = АВ, р! = —ЕГА и — О = — 2. Остаљ- 
ные ру (ј = 1, ..., т) вычисляются по формуле 
р; = &; — р ај при помощи обновленного р и данных 
основной таблицы. Таким образом, вся модифици- 
рованная таблица может быть вычислена непо- 
средственно на основе данных основной таблицы, 
если только заданы индексы базисных переменных. 

Далее, модифицированный метод ведет к умень- 
шению количества вычислений по сравнению с 
симплекс-методом, если число переменных по край- 
ней мере в три раза.больше, чем число уравнений, 
и многие коэффициенты равны нулю. 


Пример 6. Мы снова используем пример 2, который 
уже был решен при помощи симплекс-метода. В качестве 
основной таблицы имеем: 














первая таблица 


Отсюда получим первую модифицированную симплекс- 
таблицу (найдем в соответствии с 1) /*=3, вычислим 
(413, .... аза) = Авз и внесем в таблицу (разумеется, при 
практическом использовании — сразу в ту же самую таблицу). 
В соответствии с 2) найдем і%-- 5, так как №: 043 = 
=6:1 = 6, Ь;:аѕз= 2:1 = 2. 

Следовательно, число 1, 


взятое в рамку, является 


разрешающим элементом. В соответствии с 3) получим 
вторую таблицу: 





Она изображает ту же самую вершину, которая была 
получена после первого симплекс-шага в 6.1.1.3. После 
следуюших трех модифицированных симплекс-шагов мы 
получим модифицированную симплекс-таблицу вершины, для 
которой выполняется критерий минимальности (так же 
как после трех симплекс-шагов была найдена оптималь- 
ная симплекс-таблица той же самой вершины). 


6.1.1.7.2. Модифицированный двойст- 
венный симплекс- метод. Данному канони- 
ческому виду ЗЛП, как и в 6.1.1.7.1, сопостав- 
ляется основная таблица и модифицированная 
симплекс-таблица. Мы применяем те же обозначе- 
ния, что и в 6.1.1.7.1. 

Если (бъл вали) > 0, то (при любом знаке 
В,) может быть применен двойственный симплекс- 
метод, так как задан двойственно-допустимый вид. 
Его также можно перевести в модифицирован- 
ный вид (с теми же преимушествами, которые 
указаны в 6.1.1.7.1). 

Критерий минимальности для модифицирован- 
ного двойственного симплекс-метода такой же, 
как И в случае двойственного симплекс-метода. 

Если критерий минимальности не выполнен, 
то переход к новой модифицированной симплекс- 
таблице осушествляется следуюшим образом. 

1 Выбор разрешающей строки: сре- 
ди Б; <0 в таблице выбирается произвольное 
рх < 0 (например, наименьшее 5), затем вы- 


числяются отсутствующие элементы этой разре- 
шающей строки 1%: 


а +) = (дұ , -т- ез ж) 9) ДЛЯ Ј = 1,...,П - Т 
и вносятся в таблицу. 

2) Выбор разрешающего столбца: 
ј“ определяется, как и в двойственном симплекс- 
методе; если ј* > п— т + 1, то соответствующий 
столбец канонического вида уже известен. В про- 


тивном случае он вычисляется по формуле 


первая таблица с внесенными в нее разрешающим 
столбцом 
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(ау...) = Ай» и вносится в имеющуюся 


таблицу. 

3) Замена базиса при помощи раз- 
решающего элемента а» делается, как и в 
случае модифицированного симплекс-метода. 

6.1.1.7.3. Получение начальной вер- 
шины. Если данная ЗЛП еще не имеет канони- 
ческого вида, то он может быть получен путем 
решения вспомогательной задачи (6.5), как в 
6.1.1.4.1. Модифицированный симплекс-метод может 
быть применен также для решения этой вспомо- 
гательной задачи; однако столбцы, соответствую- 
щие вспомогательным переменным, здесь вычерки- 
вать нельзя. Если найдена оптимальная модифи- 
цированная симплекс-таблица вспомогательной 


задачи такая, что Оо = 0, то в качестве «новой 
целевой функции» вспомогательной задачи может 
рассматриваться исходная целевая функция *). Затем 
вычисления продолжаются при помощи модифи- 
цированного симплекс-метода с тем дополнитель- 
ным условием, что столбцы, соответствующие 
искусственным переменным, не используются в ка- 
честве разрешающих столбцов (критерий минималь- 
ности относится соответственно только к другим 
столбцам). 

Существует также метод нахождения первой 
двойственно-допустимой модифицированной табли- 
цы. Но модифицированный двойственный метод 
(так же как двойственный} чаще всего используется 
тогда, когда такая таблица задана непосредственно. 


6.2. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА 


6.2.1. ЛИНЕЙНАЯ ТРАНСПОРТНАЯ 
ЗАДАЧА 


Линейные транспортные задачи составляют 
особый класс задач линейного программирования. 
Задача заключается в отыскании такого плана 
перевозок продукции с т складов к п потреби- 
телам, который требовал бы минимальных затрат. 
Если потребитель ј получает единицу продукции 
(по прямой дороге) со склада і, то возникают 
издержки р, Предполагается, что транспортные 
расходы пропорциональны перевозимому количест- 
ву продукции, т. е. перевозка К единиц продукции 
вызывает расходы Кр 

Далее, предполагается, что 


(6.11) 


где Ё; есть количество продукции, находящееся 
на складе і, и а;- потребность потребителя /. 


т п 
Замечание. Если Ун» У ад то количест- 
іші ј= 1 


т 
во продукции, равное У б;— У а, остается на 
і= 1 ј= 1 


складах. В этом случае мы введем «фиктивного» 
т п 


потребителя п + 1 с потребностью ) бђ— У а и 
ігі 151 


положим транспортные расходы р; „+; равными 0 
т п 


для всех і Если Ум < У а, то потребность не 
іші је1 


может быть покрыта. 

В этом случае начальные условия должны 
быть изменены таким образом, чтобы потребность 
в продукции могла быть обеспечена. 

Обозначим через х;; количество продукции, 
поставляемое со склада і потребителю ). В пред- 
положении (6.11) нам нужно решить следующую 
ЗЛП: 


т 
У хужар для ј = 1,...,п; 
1 


(6.12) 


п 
У ху = 5 для і = 1,...,т; 
је1 


Ху20 для і= 1,...,тиј= 1,...,и; 


Кана = У У руху. 


1=1]=1 


Транспортную задачу мы можем характеризо- 
вать транспортной таблицей и таблицей издержек: 





Допустимый план перевозок будем представлять 
в виде транспортной таблицы: 





Сумма элементов строки і должна быть равна 
Б, а сумма элементов столбца ј должна быть 
равна а, и все х;; должны быть неотрицательны. 


Пример 7. 








“) В случае Оо»0 в оптимальной точке вспомо- 
гательной задачи допустимая область исходной задачи 
пуста; следовательно, сама задача неразрешима. 
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Мы получаем следуюшую ЗЛП: 


Ха + Х12 + Хъз + Х14 + Х15 


Ха + Х22 + Хо + Х24 + Хз = 15, 


--.-- а 


Хї1 + Ха 
х2 , + х22 
Хіз + хәз 


Хі4 


Х15 


ху 2 


“+ Хҙ4 


Хз + Хз2 + Хзз + Хза + Хз5 = 20, 


+ ха = 20, 

+ Хэг = 5, 

+ Хзз = 10, 

+ Хза = 10, 

+ х25 + хз5 = 5; 
0 для і= 1, 2, 3; ј = 1, 2, 3, 4, 5; 


Кап == 5х; + бхі; + Зхъз + 5х14 + 9х;; + бх, + 4х, + 7х3 + 3х4 + 5х, + 2х. + 5хз2 + 3Хэз + Хза + 8х3. 


Такие задачи целесообразно решать при помощи 
особого варианта симплекс-метода — так называе- 
мого транспортного метода (см. 6.2.3). 

Все транспортные задачи имеют оптимальное 
решение. Если все значения и; и Ё; в условии 
транспортной задачи целочисленны, то перемен- 
ные х;; во всех базисных решениях (а также и 
в любом оптимальном базисном решении) имеют 
целочисленные значения. 


6.2.2. ОТЫСКАНИЕ НАЧАЛЬНОГО 
РЕШЕНИЯ 


В транспортной таблице | 





выберем ячейку (1%, 
= шт (05 аж) ж): 


Л) и запишем в ней х; жјж = 





а) Если бр < < а 


і* вычеркиваются (все содержимое склада і* постав- 


я, ТО остальные ячейки строки 


ляется в ј“ и а» заменяется на (ам -- 5»), а 
5» - на 0. 
6) Если/»- > ар, ТО остальные ячейки столбца 


ј“ вычеркиваются (потребитель ј“ уже получил всю 
продукцию) и би заменяется на (б;» — ај»), а 


ај« - на 0. 


*) В случае тіп {Б;», ар) = 0 в таблицу вносится 0. 
Следует различать внесение 0 и невнесение какого-либо 
числа вообще! 


Полученная таблица содержит на одну строку 
или на один столбец меньше, чем предыдущая. 
В полученной таблице выбирают новую ячейку и 
повторяют предыдущие рассуждения до тех пор, 
пока в таблице не окажется ни одной свободной 
ячейки. 

В результате каждой ячейке исходной таблицы 
можно сопоставить либо зачеркнутую ячейку, 
либо ячейку, в которую внесено число х;;. Тем 
самым найдено базисное решение: переменные, 
соответствующие зачеркнутым ячейкам, являются 
свободными переменными; остальные являются 
базисными, и им мы сопоставим значения Х;,. 
В каждой строке и в каждом столбце будет 
стоять по меньшей мере одно базисное перемен- 
ное (возможно, со значением 0, что соответствует 
вырожденному случаю). 

Для того чтобы найти наиболее экономичное 
начальное базисное решение, обычно выбирают 
ячейку (1%, ј“), которой соответствуют минималь- 
ные транспортные издержки: тіп ру; = ре. 

Если же выбирают верхнюю левую ячейку, то 
метод выбора называется правилом северо-западно- 
го угла. 


Разберем отыскание начального решения на примере 7. 

1. Применение правила северо-западного угла: в верхнюю 
левую ячейку записываем тіп (15, 20} = 15, а остаток строки 
вычеркнем: 





В левую верхнюю ячейку получившейся таблицы записы- 
ваем тіп (5, 15} = 5, а остаток столбца вычеркнем: 
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В конце концов получим таблицу 





Ей соответствует базисное решение 1% = 15, 
Хоа = 5, Хр; = 5, Хау = 5, Хаз = 5, Хза = 10, Хэ, = 5 
(базисные переменные); остальные переменные 
являются свободными, и в базисном решении им 
соответствует значение 0. 

П. Найдем шшри; = | = рза. В ячейку (3, 4) за- 

і ) 
пишем тіп (20, 10) = 10и остаток четвертого столб- 
ца вычеркнем. Найдем тіп ру = 2 = ра. В ячейку 


је 
(3, 1) запишем тіп (10, 20) = 10 и остаток третьей 
строки вычеркнем. Найдем тіп ри; = 3 = рз. В 
і ж З 
ј#4 


ячейку (1, 3) запишем тіп (15, 10} = 10 и вычеркнем 
остаток третьего столбца. Продолжал таким обра- 
зом дальше, получим таблицу 


0 
Ш 
211) ыыы 









6.2.3. ТРАНСПОРТНЫЙ МЕТОД 


Пусть имеется транспортная таблица, соответ- 
ствующая начальному решению, х;у = х;у для базис- 
ных переменных, ху = 0 для свободных перемен- 
ных (ячейки, соответствующие свободным перемен- 
ным, остаются пустыми). Далее, нам требуется 
таблица расходов с заданными р, (Ниже мы 
постоянно будем ссылаться на пример 7 из 6.2.1.) 

Отыскание симплекс-множителей. 
Заполним таблицу расходов, оставив ячейки, соот- 
ветствующие свободным переменным, пустыми. 
В крайний правый столбец внесем значения неиз- 
вестных и;,...,и„, В нижнюю строку — значения 
неизвестных 0},...,0, (рис. 6.6). Эти т + п неизвест- 
ных для всех (і, )), соответствующих базисным 
переменным, должны удовлетворять линейной 
системе уравнений щ + и, = Ру. 

Для всех базисных решений эта система имеет 
треугольный вид, ранг ев матрице равен 
п + т — 1. Следовательно, систему всегда можно 
решить следуюшим способом. 


Полагают ғ, = 0. Если значения К неизвестных 
(1<К<п--т- 1) определены, то в системе всегда 





Рис. 6.6 


имеется уравнение, одно из неизвестных в котором 
уже найдено, а другое еще нет. 

Переменные и; и 1, называются симплекс- 
множителями. Иногда они называются также 
потенциалами, а транспортный метод — методом 
потенциалов. 





и] 

и2 

из 
05 = 0 — из = 8, так как из + и; = рз; = 8, — 04 = — 7, так как 
из + 04 = рза = 1, — 03 = —5, так как из + 03 = 3, —и; = 


= 12 +0, = —8— 0 = —б6—и, = 11. 


Симплекс-множители нужны для того, чтобы 
найти свободную ячейку (1, /), которая при замене 
базиса переходит в базисную (это соответствует 
отысканию разрешающего столбца в симплекс- 
методе). 

Для определения симплекс-множителей мы 
вносим на свободные места в таблице значения 


Ру = рју— щ — 0) 


(коэффициенты целевой функции, пересчитанные для 
свободных переменных). Если все р, > 0, то базис- 
ное решение оптимально (см. критерий минималь- 
ности). В противном случае вы выбираем произ- 
вольное рав < 0, чаще всего наименьшее. Индексом 
«В помечено свободное переменное х.в, которое 
должно войти в базис. Соответствующую ячейку 
транспортной таблицы мы отметим знаком +. 


Пример 9 





—6 —8 —5 –7 0 


Минимальный элемент — 7 — (а, В) = (2, 5) 
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Кроме ячейки (а, В) транспортной таблицы, 
мы пометим знаками - и + другие занятые 
числами ячейки таким образом, чтобы в каждой 
строке и каждом столбце транспортной таблицы 
число знаков -- было равно числу знаков -. 
Это всегда можно сделать единственным образом, 
причем в каждой строке и каждом столбце 
будет содержаться максимум по одному знаку + 
и по одному знаку -. 


Пример 10. 





Знак + поставлен в ячейке (2, 5) Соответственно в 
последнем столбце должен быть поставлен знак —, это 
можно сделать только в ячейке (3, 5). Следовательно, 
знак -- должен быть поставлен В последней строке. В 
ячейке с числом 10 этого сделать нельзЯ, так как тогда 
в соответствующем столбце не было бы знака —, и т.д. 


Затем мы определяем минимум М из всех 
элементов, помеченных знаком —, и выбираем 
ячейку (у, 6), где этот минимум достигается. 


В нашем примере с М = 5 можно выбрать (у, $) = 
= (2, 3); при этом (у, 6) определяет базисное переменное, 
которое должно стать свободным, т.е. базисное перемен- 
ное, соответствующее индексу разрешающей строки симплекс- 
метода. 





Переход к новой транспортной таблице (замена 
базиса) происходит следующим образом: 

а) В ячейку (а, В) новой таблицы записывается 
число М. 

6) Ячейка (у, 6) остается пустой. 

в) В других ячейках, помеченных знаками — 
или +, число М вычитается из стоящего в 
ячейке числа (—) или складывается с ним (+). 
Результат вносится в соответствующую ячейку 
новой таблицы. 

г) Непомеченные числа переносятся в новую 
таблицу без изменений. Остальные ячейки новой 
таблицы остаются пустыми. 


Пример 11. 





Получается новая транспортная таблица, и 
повторяется ход предыдущих рассуждений. После 
конечного числа шагов критерий минимальности 
будет выполнен (если не учитывать теоретиче- 
ски возможного зацикливания в случае вырож- 
дения). 


Пример 12. Ниже воспроизведен ход решения примера 
7 из 6.2.1. 


ЗАДАЧА О СМЕСАХ 





Первая транспортнал таблица была получена в 6.2.1 
при помоши правила северо-западного угла (составление 
первой вспомогательной таблицы и второй транспортной 
таблицы было описано выше). Затем поочередно находятся 
новая вспомогательная и новая транспортная таблицы до 
тех пор, пока (после четырех замен базисов) не будет 
достигнут минимум. 

Следует обратить внимание напредпоследнюю транспорт- 
ную таблицу, так как она совпадает с найденной при 
помоши улучшенного метода отыскания начального решения 
в 6.22, если начать с нее, то потребуется лишь одна 
замена базиса. 


В вырожденном случае, как и в симплекс- 
методе, особый метод для предотврашения зацикли- 
вания применяется только тогда, когда после 
нескольких последовательных шагов М становится 
равным 0. 

Если дана вырожденная транспортная таблица 
{ее можно узнать по имеющемуся 0), то, заменив 
а, на а, + пе и все фр, на Б +, где є»0 
подразумевается очень малым, исправим значения 
Ху базисных переменных так, чтобы для новых 
а; и 5, получилось базисное решение. Это всегда 
можно сделать единственным образом (как и при 
отыскании симплекс-множителей). 


481 





Если полученный таким образом элемент Ха 
окажетса отрицательным, то в этой же. строке 
должен найтись положительный (еше до изменения) 
элемент Хх, и в этом же столбце - положи- 
тельный элемент Х,, Тогда ячейка (5, г) свободна, 
отмечаем ее знаком + и проводим замену базиса. 
Так можно избавиться от всех отрицательных 
значений *). 

Затем при помощи транспортного метода расче- 
ты продолжают дальше (вырождение уже никогда 
больше не встретится). Устремляя = — 0, приходим 
к оптимальному решению исходной задачи. 


6.3. ТИПИЧНЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ 


6.3.1. ИСПОЛЬЗОВАНИЕ 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ МОЩНОСТЕЙ 


Пример 13. Требуется изготовить четыре вида изделий 
А, в количествах от а, до 8, (і = 1, 2, 3, 4). Себестоимость 
одного изделия составляет р. Каждое изделие А, требует 
а) минут рабочего времени на каждом из станков М, 
( «1, 2, 3), общее время использования которых должно 
быть заключено в пределах от п, до т, минут. Надо 
найти план производства с минимальной себестоимостью. 
Переменное х; — число изделий вида А, которое следует 
произвести. 

Модель: а1ух! + ах» + азухз + 44)Х4 < т, для] = 1, 2,3; 
аху Жаза + азуХз + даха > п, для ј=а1, 2, 3; х, 
х>а, х2 0 для ігі, 2, 3, 4; О„њ(х) = рх, + рх + 
+ Рэхз + РаХ4: 


Вариант. Если р; — прибыль на единицу продукции, 
то ищем тах 0 (х). 

Замечание. При больших количествах изделий тре- 
бованием целочисленности можно пренебречь; при вычисле- 
ниях в единицах серий или объемов эта трудность чаще 
всего отпадает сама собой. Если действительно встретится 
описанный выше случай, то в громоздких задачах рекомен- 
дуется применять специальный симплекс-метод для «дву- 
сторонне ограниченных задач». Однако чаше всего для 
многих ј имеем п,=0 или т; = оо (соответствующее не- 
равенство излишне), а для многих і имеем а; = 0 или БВ; = оо 
(соответствующее неравенство тождественно условию знака 
или излишне); тогда методы решения, изложенные в 
6.1.1, имеют одинаковую эффективность. 
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МЕ Ро 3," 1» Р; > га ? 


Другие примеръ 


Виды квалифицированных 
кадров 
Сельскохозяйственные куль- 
туры 

Виды скота 


Учреждения, готовяшие ква- 


лифицированные кадры 
Рабочая силы, техника 


Рабочая сила, скотные дво- 
ры, корма 





6.3.2. ЗАДАЧА О СМЕСЯХ 


Пример 14. Требуется изготовить сплав из трех метал- 
лов М, каждый с плотностью ад, содержанием углерода 
а и содержанием фосфора аз, которые могут быть исполь- 
зованы в количествах от а; до М и стоят р; рублей за 
килограмм. Сплав должен иметь плотность в пределах от 
п, до ту, содержание углерода от м; до т; и содержание 
фосфора от п. ДО тэ: сплав должен быть произведен в 
количестве с килограммов и быть при этом как можно 
более дешевым. 

Переменное х; = (количество затраченного метал- 
ла М,)/с. 

Модель, как и в 
а = а/с, В; = М/с. 


6.3.1, где нужно положить 


ж) Часто бывает достаточно везде заменить = на — ғ. 





Другие примеры. 


Кормовые средства Содержание питательных ве- 
шеств, содержание вред- 
ных вешеств 
Калорийность, 
серы и пыли 
Урожайность листьев, уро- 


жайность клубней 


Отопительный газ содержание 


Сорта свеклы 


6.3.3. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ, СОСТАВЛЕНИЕ 
ПЛАНА, СОПОСТАВЛЕНИЕ 


Пример 15 Требуется изготовить т видов продукции 
Р, в количествах а, Имеется п станков М; с 5, минутами 
рабочего времени. Каждая единица продукции Р; может быть 
изгоговлена по выбору на любом станке; это требует 
с, Минут и стоит р, рублей Надо найти наиболее зкономи- 
чное распределение продукции по станкам. 

Переменное х,;- количество продукции Р, произ- 
веденной на станке М; 

Модель 


ы 
= 
2 
~. 
|| 
5 


ху > 0 для всех (+, Л, 


Оа (х) = У У руху 


141151 


Модель является обобшением транспортной модели. Задача 

может быть решена при помоши симплекс-метода. 
Вариант Требуется минимизировать обшее рабочее 

время станков (и рабочее время обслуживаюших их рабочих). 
Модель аналогична приведенной выше, но с целевой 


функцией О- У У сух. 


1=11=1 


Другие примеры. 


Сельскохо- 
зяйственные 
культуры 
Предприятия 


посевные 
плошади 


доход от 
урожал 


источники 
энергии 
предприятия 
продукция в 
квартале і 


степень ис- 
пользования 
затраты | прибыль 
1 (производ- 
ственные · 
затраты) + 
+ (затраты 
на хранение) 


Продукция 
Поставки в 
квартале / 


Замечание. В случае с;; = 1 можно применить 
транспортный Метод после того, как путем введения фиктив- 
ного Р„+; мы получим Уа; = УЬ. В случае необходи- 
мости некоторые распределения могут быть исключены 
(например, при составлении плана надо учитывать, что 
продукцию, произведенную в третьем квартале, нельзя вывезти 
во втором), для этого достаточно положить в соответ- 
ствующих ячейках р; = 90. 

При п = т, а; = 1, ме 1, су = 1, хуе (0, 1) при всех іи / 
как частный случай получается задача о сопоставлении. 








ТИПИЧНЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 


Примеры. 


изделий 


п предприятий 


производст- 
венные затра- 
ты 

затраты на 
освоение 


предприятий, 
которые нужно 
построить 
поездов, кото- 
рые следует со- 
ставить 
штатных единиц 


п местораспо- 
ложений 


п путей маневры 


п работников производи- 
тельность 
затраты 


времени 


ВИДОВ 
НОСТИ 


деятель- |” работников 





Решение можно найти при помоши транспортного мето- 
да (с модификацией, чтобы не допустить вырождения). 


6.3.4. РАСКРОЙ, 
ПЛАНИРОВАНИЕ СМЕН, ПОКРЫТИЕ 


Пример 16. Для заготовок в виде стержней длины | 
каждый имеются варианты раскроя 2; (і = 1, 2, 3, 4, 5, 6). 
Требуется получить а; частей Т, длины |, /+ 1, 2, 3, 4). 
При каждом варианте раскроя получается К, частей Т, 
(При этом Кац + Ко, + КаВ + Ка < 1. Это условие, наложен- 
ное на коэффициенты, содержится в определении «вариант 
раскроя» и не является условием оптимизации.) Требуемое 
количество частей должно быть получено из минимального 
количества стержней. 

Переменноех, — число стержней, разрезанных соглас- 
но варианту 2. 

Модель: Ку + Кох + Кзухз + Каха + Каха + Квухв Фа) 
при /-1, 2, 3, 4; х,20 при і-і, 2, 3, 4 5, 6; 
От (х) = хі + х; + ха + ха + х5 + Хе. 

Замечание. Вводя вспомогательные переменные и 
умножая уравнения на — 1, сразу придем к двойственно- 
допустимому» каноническому виду; таким образом, целесооб- 
разно применить двойственный или модифицированный 
двойственный симплекс-метод. 

Другие примеры. 


Доски (из опилок и струж- | Более мелкие доски 
ки) 

Ткань, свернутая в 1-мет- 
ровый рулон, или лист жес- 


ти ширины | 


|-метровые полотна ткани 
или полосы жести ширины 1, 





Планирование смен в библиотеках и продажу билетов 
в кассах также можно моделировать подобным образом: 
2, — возможные в течение дня смены; Т; — определенное 
время дна; ку = 1, если 2, предусматривает работу во 
время Т, в противном случае К, = 0; а; – число работ- 
ников, требующихся в момент времени Т}; х; — количество 
работников смены 2, В частном случае а; = 1, Кре(0, 1) 
возникают задачи о покрытии, которые, разумеется, надо 
всегда решать методами целочисленного линейного програм- 
мирования. 

Пример 17. Для строительства гидроэлектростанций 
могут быть использованы шесть мест 2, (і = 1,...,6). 
Каждая ГЭС 2, могла бы обслужить (к, ж 1) или не 
обеспечить (Ку = 0) некоторые из четырех регионов. После 
сооружения минимального количества электростанций каждый 


ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
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из четырех регионов должен быть «покрыт» хотя бы один 
раз 

Переменное х, = 1, если в 2, построена ГЭС, и 
хм = 0 в противном случае 

Модель такая же, как модель раскроя. но с усло- 
висм а =а = 0з = 4 = 1 и с дополнительным условием 
«х, = 0 или л, = 1» при ї = 1. 2, 3, 4, 5, 6 


Вариангы примера Пусть расходы на строительство 
7, равны р, Ищегся наиболее дешевое «покрьп ие» всех 
местностей Целевая фупкция в этом случае” Да, = р.х + 
= рахо + рада + раха + раку + Рьхь Можно потребовать гакже 
п-крагиое покрытие —>а, = п 


Другие примеры. 


Фазы регулирования улично- 


Потоки движения, которым 
надо дать дорогу 
Требующиеся знания (меди- 
цина, радио, иностранные 
языки) 


го движения 
Кандидаты в экспедицию 





6.4. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 


6.4.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 


Если все коэффициенты условий и целевой 
функции зависят от одного или нескольких пара- 
метров, то говорят о параметрическом програм- 
мировании. Практически применимые методы су- 
ществуют для случая, когда от параметра линей- 
но зависят только коэффициенты целевой функции 
(см. 6.4.2). Случай, когда от параметра линейно 


зависят только правые части условий, может 
быть сведен к первому путем рассмотрения 
двойственной задачи (см. 6.1.1.6). Законченная 


теория, которая, однако, ведет к очень громозд- 
ким вычислениям, имеется также для случая, когда 
коэффициенты целевой функции линейно зависят от 
нескольких параметров (при помощи двойственной 
задачи также рассматривают зависящие от пара- 
метров' постоянные члены условий). Аналогичное 
утверждение имеет место, если от параметров 
линейно зависят как коэффициенты целевой функ- 
ции, так и постоянные члены условий. 

Для случаев, когда от параметров зависят 
коэффициенты при переменных в условиях, общих 
методов еще не существует. 


6.4.2. МЕТОД РЕШЕНИЯ ДЛЯ СЛУЧАЯ 
ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ 
ЦЕЛЕВОЙ ФУНКЦИИ 


Пусть ПЗЛП (параметрическая ЗЛП) 


а11Х1 + ... + АјуХп = ђ,, 


4,1Х1 +... + атх, = Вы, 
х >0,... 
От = (11 +910) х1 +... + (ра + 44) ха 


рассматривается при всех Г, ~ оо <і< + о. 
(Другие типы задач линейного программирова- 
ния с однопараметрической целевой функцией 
сводящиеся к этому типу, описаны в 6.4.1.) 
Геометрическая интерпретация в 
случае двух переменных (ср. 6.1.1.1). При 
всех значениях і задачи 


» Ха > 0, 


а11Х| + 2х5 В), 


ди Ха + да Хо < Въ, 
х 2 0, х > 0, 
Ота = (р: + 410) х; + (р + 420) хо 
16% 


имеют одинаковую допустимую область. С изме- 
нением і линии уровня постепенно «врашаются». 
На рис. 6.7 изображено пять положений линий 


тіп 
2-4, 2-, гі, 
= 
тип 
2-4, 2-4 


уровня при этом «врашении», Из рисунка видно, 
что При іі, ілі), і-і; оптимальной точкой 
является одна и та же вершина. При і-і; 
оптимальны две соседние вершины (и все ребро 
между ними). При большем 1 + 14 оптимальна 
только одна новая вершина. 

Если вершина ПЗЛП является оптимальной 
точкой при і-іо, то существует определенный 
промежуток {< го <1 такой, что для целевой 
функции, зависящей от і, в этом промежутке 
указанная вершина оптимальна, в то время как 
при 1, лежащем вне ёго, она оптимальной не явля- 
ется. (При этом возможно Е = — 00, = + оо, 1 = 1.) 

Этот промежуток называется тогда областью 
устойчивости вершины. Если Е, и Е, — две вер- 
шины и Г лежит внутри обеих областей устой- 
чивости, то области устойчивости тождественны. 
Нетождественные области устойчивости имеют 
максимум одну общую точку. 

Пусть ПЗЛП имеет оптимальное решение по 
крайней мере для одного значения параметра. 
Тогда в интервале - оо < ! < + оо имеется конеч- 
ное число характеристических значений 
10 <141,<1,<...<1, таких, что 

а) при :<: не существует решения ПЗЛП 
(этот интервал может быть пуст, ір = — оо); 

б) сегменті; 1 < &., при каждомі = 0, 1,...г—1 
является областью устойчивости по меньшей мере 
одной вершины ПЗЛП, ижежи может быть 
областью устойчивости вершины при определенных 
і = 0, 1,...,ғ; 

в) при Е > 1, не существует решения ПЗЛП (этот 
интервал может быть пуст, 1, = + оо). 
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Если рассматривать оптимальное значение целе- 
вой функции для каждой ПЗЛП с фиксированным 
| как функцию і, то получим функцию опти- 
мальных значений Оо(!). 

Функция оптимальных значений непрерывна, 
вогнута и кусочно линейна на интервале значений 
і, для которых ЗЛП разрешима. Точками излома 
являются характеристические значения 
11, ААА ДАРА 

Метод решения. Основная идея метода 
состоит в решении ПЗЛП для фиксированных 
значений і и последовательном изменении і от 
одного характеристического значения 1; к другому. 

Рассмотрим ПЗЛП канонического вида, которую 
можно получить, как описано в 6.1.4. Строка 
симплекс-таблицы, отведенная под целевую функ- 
цию (ср. 6.1.2) заменяется на две строки: одну 
для р, другую для а; Соответственно 
— Оо = – Оор — Оса. При замене базиса обе строки 
преобразуются в отдельности, как обычная строка 
целевой функции: 





(здесь буквами обозначены числа в соответствую- 
щей таблице; вообще они не являются числами 
из первоначально заданной ПЗЛП). 

Если не известно ни одного значения 1, для 
которого ПЗЛП разрешима, можно поступить сле- 
дующим образом. Сначала найдем оптимальное 
решение для произвольно большого ї. Это означает, 
что в качестве элементов «управляющей строки» 
для выбора разрешающего столбца нам требуются 
только 4, если они отличны от нуля, а р, 
нужны только в том случае, если 4, = 0. Таким 
образом, мы будем выполнять шаги симплекс- 
метода до тех пор, пока это возможно. В резуль- 
тате придем к одному из двух случаев. 

Случай І. Все а; в полученной таблице не 
меньше 0, и там, где 4) -0, везде р; > 0. Это 
значит, что мы получили оптимальную таблицу, 
соответствующую вершине с областью устойчи- 
вости, простирающейся до 1, = + оо. 

Тогда дальше мы поступаем, как описано ниже 
в разделе «Определение левой границы области 
устойчивости». 

Случай П. Случай [ не имеет места, т. е. 
при отрицательном элементе управляющей строки 
все а; соответствующего столбца в таблице не 
превышают 0. 

Рассмотрим тогда (независимо от р; и 4)) все 
столбцы, содержащие только неположительные 
элементы а; 

Пусть соответствующее множество индексов 
есть Ј. Определим Г как наибольшее Е, для кото- 
рого р, +ай>0 при всех /е./. Если такого Г не 


существует, то ПЗЛП не имеет оптимального 
решения ни при каких г. 

Используем р, + 4И в качестве новой управ- 
ляющей строки и применим симплекс-метод. Если 
он ведет к оптимальной вершине, то Г’ = в, является 
правой границей ее области устойчивости, и далее 
мы поступаем, как описано в разделе «Определе- 
ние левой границы области устойчивости». Если 
симплекс-метод не приводит к оптимальной верши- 
не, то это происходит потому, что по отношению 
к новой управляющей строке вновь имеет место 
случай П. Опять повторяя все рассуждения, полу- 


чаем г" и т.д. После конечного числа шагов 
мы получим 1, или установим неразрешимость 
задачи. 


Определение левой границы об- 
ласти устойчивости. Пусть мы знаем пра- 
вую границу 1,. области устойчивости и опти- 
мальную таблицу соответствуюшей вершины Е. 
Выберем г“ чуть меньше, чем 1,:і (при 6,41 = оо 
возьмем достаточно большое положительное число). 
Имеются две возможности: 1) таблица еще опти- 
мальна при Г“, и г* является внутренней точкой 
области устойчивости вершины Е; положим в этом 
случае Е = Е“; 2) таблица больше не является 
оптимальной для 1”, тогда 1,„1 есть левая граница 
области устойчивости вершины Е. Вычислим опти- 
мальную таблицу, соответствующую !“, при помощи 
симплекс-метода. Если оптимальной вершины не 
существует, то 1,1 = ® и ПЗЛП неразрешима при 
значениях параметра, меньших (4,,,. Если опти- 
мальная вершина существует, то мы обозначим ее 
через Е“; точка г“ — внутренняя точка ее области 
устойчивости. 

В оптимальной таблице, соответствующей 
вершине Е, определим . минимальное 1, для кото- 
рого все р, +аи не меньше 0 (это может быть 
и — оо). Полученное значение есть &,. 

Продолжая применять этот метод, мы получим 
решение ПЗЛП для всех |, при которых оно 
существует. 

Примечание 1. Метод упрощается, если из- 
вестно значение параметра, для которого ПЗЛП 
разрешима. Сначала при помощи симплекс-метода 
определим соответствующую оптимальную табли- 
цу. После этого применим метод «определения 
левой границы области устойчивости» ко всем 
характеристическим значениям, лежащим слева от 
этого значения, и аналогичный метод «определе- 
ния правой границы области устойчивости» ко 
всем характеристическим значениям, лежащим спра- 
ва. В оптимальной таблице, соответствующей Е“, 
в этом случае надо найти максимальное значение 
і, для которого все р, + ау > 0. 

Примечание 2. Если задана верхняя граница 
ах Выше которой значения і нас не интересуют, 
то применим симплекс-метод с целевой функцией, 
соответствующей Грах: Если получим оптимальное 
значение, то используем іш, в качестве ё, +; при 
«определении левой границы области устойчи- 
вости». Если же нет, то продолжаем вычисления, 
как в случае П. 

Примечание 3. Если задана нижняя грани- 
ца, ниже которой значения : нас не интересуют, 
вычисления прекращают сразу как только харан- 
теристические значения і или значения Г, Г’... 
в случае П будут меньше значения Гил. 


СЛУЧАЙ ОДНОПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ЦЕЛЕВОИ ФУНКЦИИ 


Примечание 4. Вырождение вершин играет 
такую же роль, как и при решении непараметри- 
ческой задачи линейного программирования; здесь 
мы не будем специально на этом останавли- 
ваться. 


Пример 18. 
Ха — хз + Х6 = 1, 
хү — х; + 2х6 = 3, 
х2 + хз + Хв = 2, 
хі 20,..., х6 > 0, 


От -(-3 т 31) хз + (1 ни 1) Х5 + (1 + 31) х. 


Мы сразу находим начальную вершину и составляем 
соответствующую таблицу (см. ниже) и управляющую строку 
для больших ! Таблица не является оптимальной при 
произвольно больших 1, так как в столбце ј = 3 (и, кроме 
того, в столбце ј = 5) стоит отрицательный управляющий 
элемент. Мы выбираем столбец ј = 3 в качестве разрешаю- 
щего столбца и вычисляем следующую таблицу (см. ниже). 
Управляющий коэффициент, соответствующий / = 5, все еще 
отрицателен. Но мы не можем выбрать столбец /--5 
в качестве разрешающего столбца: имеет месго случай П. 
Множество Ј есть {5}; определим наибольшее г такое, что 
рз + 45 = 1–!2 06 #1. Мы составляем управляющую 
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строку с г = | и устанавливаем оптимальность таблицы. 
Таким образом, г, = 1. Для значений г“, чуть меньших 
чем 1, таблица остается оптимальной. Определим наимень- 
шее г, для которого все р; + 4/4 не меньше 0. 


4 + 0: >0-—1> —2/3, 
откуда 
1, 1 = - 2/3 
Запишем новую управляющую строку при := —2/3. При 


г, чуть меньшем чем -2/3, таблица больше не является 
оптимальной, так как управляющий коэффициент при ј = 6 
становится отрицательным. 

Выбираем столбец /-6 в качестве разрешающего 
столбца и т. д. Четвергая таблица при г“, несколько меньшем 
чем — 1, не является оптимальной; она соответствует верши- 
не, область устойчивости которой состоит только из 
= – 1. 

Результат. При | < г < оо оптимальной таблицы не 
существует. При —2/3 < г< | оптимальна вторая таблица, 
Оо() = -6- 6. При —1<:< – 2/3 оптимальна трења 
-х <Е< ~ 1 оптимальна пятая 


таблица, Оо(1) = - 2. При 
таблица, 0о(4) = 3 + 5. 
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Пример 19 Постановка задачи видна из левой таблицы: Г = 1/4, а !,=1!" = 0. Правая таблица оптимальна при 


всех (0 





6.5. ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 


6.5.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, 
ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ 


Если к задаче линейного программирования 
(см. 6.1.1) добавить еше условие, что все или 
некоторые переменные могут принимать только 
целочисленные значения), то получим задачу 
целочисленного линейного программирования. 

Чисто целочисленное программирование — ли- 
нейное программирование с требованием цело- 
численности для всех переменных. 

Смешанно-целочисленное программирование — 
линейное программирование с требованием цело- 
численности только для некоторых, а не дла всех 
переменных. 

Если все переменные могут принимать только 
значения 0 или 1, то говорят о булевом програм- 
мировании (чисто булевом ). Если это справедливо 
лишь для некоторых переменных, то говорят о 
смешанно-булевом программировании. 

Примеры применения целочисленного линей- 
ного программирования содержатся в задачах об 
использовании производственных мошностей (см. 
6.3.1), если имеюшиеся мошности не могут быть 
использованы по частям, в задачах о смесях 
(см. 6.3.2), если компоненты смесей могут добавлять- 
ся только определенными порциями; в транспорт- 
ных задачах (см. 6.2), в задачах о распределении 
(см. 6.3.3), в задачах о раскрое и покрытии 
(см. 6.3.4) и во многих других случаях. 


Геометрическая интерпретация и 
разрешимость задач с двумя переменными 
вытекает из изложенного в 6.1.1, если принять во 
внимание, что в случае чисто целочисленной задачи 
допустимыми точками являются только точки коор- 
динатной сетки (точки с целочисленными коорди- 
натами) в допустимой области ЗЛП. В случае 
смешанно-целочисленной задачи получаются от- 
резки прямых в допустимой области ЗЛП. 


Пример 21. 


2х, + Хэ < 4, 2х, + Зх, < 6, 


Хү 2 0, $) > 0, 


Отит = 


Для решения целочисленных задач линейного 
программирования разработаны разнообразные 
методы: 

а) метод сечения (см. 6.5.2); 

6) метод разветвления (см. 6.5.3); 

в) доказательство целочисленности всех базис- 
ных решений соответствуюшей ЗЛП для частных 
классов задач (например, транспортная задача в 
6.2.1); в этом случае решение ЗЛП, независимо 
от требования целочисленности, дает решение 
целочисленной задачи линейного программи- 
рования; 

г) приближенные методы, которые дают хоро- 
шие допустимые решения (но в обшем случае 
неоптимальные). 


Хү, х. - целочисленные, 


-Хі- Ха. 


ЧИСТО ЦЕЛОЧИС. Н ННЫЕ 





Замечание к г). Поиск (возможно, длитель- 
ный) допустимой точки координатной сетки, бли- 
жайшей к решению ЗЛП, часто ведет к практи- 
чески пригодному решению. В некоторых приме- 


7 Оптимум 





р- оптимальная точка для ЗЛП 
р" ближайшая к р точка сетки 


р” оптимальная точка сетки 


Рис 68 
рах, однако, он может дать точки, лежащие 
как угодно далеко от оптимальной (рис. 6.8). 


6.5.2. МЕТОД СЕЧЕНИЯ ГОМОРИ 


6.5.2.1. Чисто целочисленные задачи линейного 
программирования. Сначала решается ЗЛ П, соответ- 
ствующая целочисленной задаче линейного про- 
граммирования. Если ее оптимум Р является 
точкой координатной сетки, то Р — решение цело- 
численной задачи. В противном случае к ЗЛП 
добавляется еще одно условие («сечение»), такое, 
что все допустимые точки координатном сетки 
удовлетворяют ему, а точка Р — нет. 

Геометрически это значит, что Р и окрест- 
ность Р отсекаются от допустимой области ЗЛП. 
Решается новая ЗЛП и т. д. Надлежащим методом 
построения сечений можно достичь того, что после 
конечного числа шагов возникнет ЗЛП, оптималь- 
ная точка которой целочисленна и тем самым 
является решением первоначальной целочисленной 
задачи линейного программирования Первый 
метод такого рода был разработан Гомори в 
1958 г., и на его основе с тех пор было 
развито несколько методов. Постоянное добавление 
условий ведет к тому, что задача решается 
при помощи двойственного или модифицирован- 
ного двойственного симплекс-метода. 

Указание к построению модели. Если 
первоначально задача содержит дополнительные 
условия в форме неравенств, то посредством 
введения вспомогательного переменного перейдем 
к ЗЛП с условиями-равенствами. Если постоянный 
член и все коэффициенты неравенства целочисленны, 
то на вспомогательное переменное также можно 
наложить требование целочисленности. Неравенства 
с рациональными коэффициентами перед введением 
вспомогательного переменного следует умножить 
на общий знаменатель рациональных коэффициен- 
тов. Неравенства с иррациональными коэффициен- 
тами приводят (если иррациональные числа не 
приближены рациональными и не преобразованы 
так, как указано выше) к смешанно-целочислен- 
ным задачам программирования, так как в этом 
случае для вспомогательных переменных нельзя 
потребовать целочисленности. 

Построение сечений. Пусть ім) – дроб- 
ная часть числа и 0< м} < 1. Например, 
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(4,1) = 0,1 вследствие того, что 4,1 =4+ 0,1, но 
(-4,1) = 0,9, так как —4,1 = —5 + 0,9. 

Пусть задана оптимальная таблица из т строк, 
соответствующая ЗЛП, на все и переменных которой 
наложено еше дополнительное требование цело- 
численности. Пусть строка, соответствующая в 
симплекс-таблице базисному переменному х, есть 
і | арц. 9 „| др причем 5; нецелочисленное. Тогда 


к таблице приписывается еще одна строка, соот- 
ветствующая условию п+1| – (ад |--— (ар, ,Н- 
— {6}, и Хав: рассматривается как целочисленное 
вспомогательное переменное такое, что х, +; 2 0. 
После этого применяется двойственный симплекс- 
метод. 

Указания к использованию метода. 
Если в процессе вычислений получится оптималь- 
ная таблица, в которой вспомогательное пере- 
менное имеет положительное значение, то соот- 
ветствующая строка может быть вычеркнута. Таким 
образом, мы воспрепятствуем чрезмерному увели- 
чению числа строк. 

Выбор среди нескольких нецелочисленных Ё; в 
таблице может быть произвольным; рекомендуется 
выбирать 5, с максимальной дробной частью 
(6). 

Если ясно, что оптимальное значение целевой 
функции должно быть целым, то строка целевой 
функции тоже может быть использована для 
построения сечения. 

Может случиться, что, хотя допустимая область 
ЗЛП не пуста, она не содержит ни одной точки 
координатной сетки. Этот случай распознают 
так же, как и при использовании двойственного 
симплекс-метода (не находится разрешающих 
столбцов). 

Пример 22 


А, + КА: = 4. 
2%) ЭХ, + А = 6. 
\1. Ар Лу а - Әсе бо њше 0 и целочисленны, 


Да» = -Ұр- а 


Сначала мы решим ЗЛП (пе обращая внимания па 
це точислепность) при помощи симилекс-метода 
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В оптимальном решении ЗЛП х, нецелочисленно. По- 
этому из соответствуюшей строки мы должны построить 
сечение и решить новую ЗЛП при помоши двойственного 
симплекс-метода: 





Мы используем і-4 для построения сечения (для 
этого целесообразно сразу оставлять пустую строку в новой 
таблице) и снова применим двойственный симплекс-метод: 





Оптимальная точка целочисленна; следовательно, набор 
Хү-2, х =х. =0, ха = 2 является оптимальным ре- 
шением целочисленнои задачи линейного программиро- 
вания (если бы вычисления были продолжены, то строка, 
соответствующая хі, могла бы быть вычеркнута). 


Если рассматривать хз, ха 
как вспомогательные пере- 
менные, то задачу графически 
можно изобразить в плоскости 
хі, х2; сечения имеют вид 
2х: +х. <4 и 2х, + 3х, <6 
(рис. 6.9). 


6.5.2.2. Смешанно-це- 
лочисленные задачи ли- 
нейного программирова- 
ния. Основная идея — та 
же самая, что и в чисто 
целочисленном случае; 
нецелочисленные Ё; в 
таблице, конечно, только 
тогда дают повод для построения сечения, когда 
на соответствующее базисное переменное наложено 





сечений 


Рис. 6.9 


требование целочисленности. Однако строятся 
сечения по-другому: 
Пар, ... ар, а Б; 
п + 1 |44), б), ... а), дн | - 154, 
-1 для ар, > 0, 


где ба, -| ғы) 
И для ар, < 0. 


Г (у 


ЦЕЛОЧИСЛЕННОЕ ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 





Пример 23. Рассмотрим ЗЛП из 6.5.2.1 (пример 22), 
но потребуем целочисленность голько для хі. Вычисления 
до получения оптимальной точки аналогичны примеру 22 
применяется 


Затем вводится двойственный 


симплекс-метод: 


сечение и 










3/4 
– 1/2 


-1/4 
1/2 





Оптимальная точка имеет координаты 
Хз = 2/3, Ха = 0. 

В геометрической ингерпретации примера 22 сечение 
равнозначно дополнительному условию 4х, + 3х, < 8. 


Хә = 4/3, 


Ху = 1, 


6.5.3. МЕТОД РАЗВЕТВЛЕНИЯ 


Предположение, что переменные могут при- 
нимать только целочисленные значения (т.е. в 
практических применениях чаше всего конечное 
число значений), дает возможность решить задачу 
проверочной подстановкой всех допустимых зна- 
чений в целевую функцию и сравнением полу- 
ченных значений. Удобной ДЛЯ использования 
эта идея, однако, становится лишь тогда, когда 
полный перебор может быть сокрашен дополни- 
тельными рассуждениями. Эти рассуждения основа- 
ны на принципе разветвления комбинаторного 
программирования. Для решения обшей чисто- и 
смешанно-целочисленной задач линейного програм- 
мирования возникает, таким образом, следуюший 
метод. 

Для оценки целевой функции на некотором 
множестве допустимых решений целочисленной 
задачи служит оптимальное решение соответствую- 
шей ЗЛП (так как, если к ЗЛП добавить требо- 
вания целочисленности, оптимальное значение не 
может улучшиться). Множество допустимых реше- 
ний постепенно расшепляется по мере того, как 
для оптимальной таблицы с нецелочисленными 
Ь; = [5,] + 16) ([а] – целая, а {а} - дробная часть 
числа а, 0 < {а} < 1) ставятся две задачи: Ги П (см. 
пример 24) с условиями х; < [5,] или х; > [5,]+1. 
Допустимые области обеих задач, взятые вместе, 
содержат все допустимые решения целочисленной 
задачи. 

Рекомендуется сначала проводить разветвление 
для тех і, при которых (9, максимально близ- 
ко к 0,5. 

Разветвление, конечно, следует проводить толь- 
ко для таких і, для которых х; должно быть 
целочисленным. Для того чтобы иметь возмож- 
ность по мере надобности просто добавлять новые 
условия, используют двойственный симплекс-метод. 


Пример 24. Задача Ацеџоҷисл: 


— 2х, + 2х, + ху = 3, 


2х, + 2х, + ла = 13, (6 13) 


СРАВНЕНИЕ МЕТОДОВ 


все Хү, х;, х3, Ха > 0, ху, х, — целые, 
Она = 2х, — ЗХ.. 


Двукратное применение симплекс-метода к А (пусть это 
будет Ацелочисл без требования целочисленности) приводит 
к оптимальной таблице 





хі имеет в этой таблице нецелочисленное значение. Рас- 
шегіление 


АТ х <2-х + х = 2 
1 ~ 1 5 » 
<) > 3 


АП хі >хъ- ха 3 


при помощи уравнения, полученного из последней строки 
таблицы: 


1 
Хү +4 4 -1 - 2, 


должно быть пересчитано к небазисным в данный момент 
переменным ха, хз. 


В общем случае в качестве формального мето- 
да расщепления строки і задачи с п переменными 
и т строками получим: 


1. | ад,-- 4), | Б, 
п+ 1 | пад" – ар | -- (Ы). 
П. Пар, ---ад „15 


п+1 Га, ар 166) - 1). 


В нашем примере получаются таблицы А І 


и А П. 





489 


Теперь обе задачи решаются при помощи двой- 
ственного симплекс-метода. Если в оптимальной 
точке для хі и х; не получаются целочисленные 
значения, то задача разветвляется дальше (при 
помощи наиболее удобного оптимального значения) 
И Т.Д. 

На рис. 6.10 показан ход решения примера 24; 
там указаны оптимальные значения хі, х; и целе- 
вой функции. 


А 
2,-4/2,2,"2, = -7 


АТ 


А 
2,22, 272, (= -1/2 2,-4,,- 72,0=-9/2 


А 11 АТ 
2, =4/2, 2,74, (--6 Делугтимоя ОВ 
ПЕРИ 
АШ АП 


2,7, 2274/2, 0--7/2 2/"2,2" 4, 0-9 


А 111 А 1111 
2,272, 252, 0-0 ТИМА область 
72777 


Рис. 6.10 


Решение А 1 І П дает оптимальное решение целочислен- 
ной задачи линейного программирования Яцелочисл» Оо = - 5. 
Допустимые точки задачи Ацелочисл, Содержащиеся в 
А П, имеют значения целевой функции не менее --9/2, 
т. е. больше, чем Оо. 

Допустимые точки задачи Ацелочисљ Содержащиеся в 
А 1111, имеют значения целевой функции не менее —5, 
т.е. среди них могли бы быть точки с оптимальным 
значением О, (это можно было бы исследовать путем 
дальнейшего разветвления), но во всяком случае — не допусти- 
мые точки задачи Ацелочисл С Меньшим, чем Оо, значением 
целевой функции. 


6.5.4. СРАВНЕНИЕ МЕТОДОВ 


В некоторых примерах больших вычислительных 
затрат требуют методы сечения, в других — мето- 
ды разветвления. Оба пути решения интенсивно 
разрабатываются, так что постоянно появляются 
новые варианты, эффективность которых, в общем, 
едва ли может быть оценена. При использовании 
вычислительных устройств методы разветвления, 
как правило, требуют большего объема памяти, но 
численно они устойчивее. В обоих методах труд- 
ность состоит в том, что надо решить, рассматри- 
вать ли число В, несущее в себе погрешности 
округления, как целое или нет. 


7. ЭЛЕМЕНТЫ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 
И ИХ ПРИМЕНЕНИЯ 


7.1. ЭЛЕМЕНТЫ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 


Одна из важнейших задач вычислительной 
математики — установление правил вычисления (ал- 
горитмов), при помоши которых исходные данные 
(вход) при использовании ранее созданных вспомо- 
гательных схем и устройств (таблиц, настольных 
вычислительных машин, аналоговых вычислитель- 
ных машин, цифровых вычислительных машин 


и т.д) преобразуются в выходные данные 
(выход): 
Вход Реализатор Выход 


алгоритма 





Для создания таких правил на основе теорети- 
ческих положений должны быть проведены осо- 
бые, ориентированные на возможности практи- 
ческой реализации рассуждения. 


Пример |! Нужно вычислить наименьший корень 
уравнения х? — 20х + 1 = 0 Но теоретический результат 


х= 10 – 99 как основа для проведения вычисления не- 
удобен, если вычисление должно проводиться с постоянным 
числом десятичных знаков (например, три). 10,0 — 09,9 = 00,1 


7 
Если же применить эквивалентное выражение 10-99 = 


= (10 + |/99)- 1, то получится приголный алгоритм, так гав 
теперь (10,0 + 09,9)“ ! = 19,9"! = 0,05 


Некоторые обшие положения 

1. Математические аналитические методы реше- 
ний зачастую оказываются непригодными дла ис- 
пользования в качестве вычислительных алгорит- 
МОВ. 

2. Алгоритмы должны быть по возможности 
изменяемыми в зависимости от набора исходных 
данных; заметим, что границы изменения этих 
данных не всегда известны. 

3. Метод может применяться как алгоритм толь- 
ко тогда, когда он полностью схематизирован. 
Это означает, что в каждый момент должно быть 
однозначно установлено, какой следуюший шаг 
должен быть сделан. 

4. Алгоритм должен строиться преимушественно 
рекурсивно. Рекурсивный алгоритм состоит из от- 
носительно небольших составных час?ей, которые 
неоднократно реализуются для различных наборов 
значений. 

5. Вычислительный алгоритм должен быть 
конечным, т. е. приводить к результату за конеч- 
ное число шагов. Бесконечные математические 
модели (последовательности, ряды и т. п.) должны, 
согласно этому, приводиться всегда к конечному 
представлению. 


6. Вычислительный алгоритм может содержать 
лишь такие операции, которые являются выпол- 
нимыми на используемых вычислительных устрой- 
ствах (или согласуются с вычислительной машиной). 


7.1.1. ПОГРЕШНОСТИ И ИХ УЧЕТ 


Если величины представляются численно (т. е. 
посредством конечной р-разрядной дроби), то они 
реализуются лишь приблизительно, с некоторой 
погрешностью. В соответствии с общепринятыми 
в математике обозначениями теоретическое, или 
точное, значение величины обозначают так же, 
как и саму величину: х, у, 2,...,а, Б, с, а,.... Чертой 
сверху мы будем помечать соответствующие зна- 
чения, содержащие погрешность, т. е. числа, с ко- 
торыми мы фактически проводим вычисления. 
В соответствии с этим 6(х)- х – х обозначает 
истинную погрешность; ё (х) и 6 (х) — ее нижнюю, 
соответственно верхнюю, границу, А (х) = тах (| 8(х) |, 
|6(х) |) - максимальную погрешность; р(х) = 
= 6 (х)/х — относительную истинную погрешность х. 
Следовательно, 


х=х-6(х), 6(х) < б(х) < 6 (х), |х – Х| < А(х). 


Для проведения численного расчета нужно знать, 
каковы исходные данные, с какой точностью 
должны быть получены выходные данные, какова 
возможная точность выполнения операций и какой 
алгоритм должен быть применен в связи с этим. 

Существует три источника погрешностей; 1) по- 
грешность входных данных, 2) погрешность метода 
(обрыва), 3) погрешность округления (машинная 
погрешность). 

Исследование погрешности выхода является 
очень сложной проблемой. Если мы рассматри- 
ваем отдельный вычислительный шаг вида 
х= 9(а1, аҙ,....ам), в котором выходная величина 
должна быть вычислена согласно правилу 0 по М 
исходным данным, то истинную погрешность 
д(х) = х – х можно разложить на следующие три 
составляющие: 


5(х) = бы (х) + брв(х) + ӧс (х). 


Погрешность метода (погрешность обрыва): 


би (х) = 9 (а, а2,... „ам) ши 9 (41, а2,.. . ам). 

Она является мерой отклонения вычислительной 
модели от точной и может появляться даже тогда, 
когда исходные данные точны (например, целые 
числа). 
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Погрешност, обусловленная вводом: 


бвв (х) = 9 (а1, 42, ..., ам) — д (41, аз, ..., ам). 


Эта погрешность является оценкой распространения 
погрешности ввода при вычислении. 

Дополнительная погрешность, случайная по- 
грешность: 


8 (5) -Х-0(8, дас, ду). 


Она является мерой погрешностей, присоединяю- 
шихся от машинной реализации действий. 

Максимально точная оценка погреш ности ме- 
тода есть составная часть каждого вычислитель- 
ного метода. Она совершенно не зависит от 
того, как этот метод реализуетса. 

Погрешность, обусловленную входными дан- 
ными, можно заметить и оценить, если алгоритм 
прост и удовлетворяет некоторым дополнительным 
условиям. Для сложных задач простые и непосред- 
ственные методы исследования распространения 
погрешности перестают действовать. Нужно при- 
нимать во внимание, что эта часть погрешности 
не зависит от реализации вычислений. 

Число разрядов арифметики, кодирование, 
фиксированная или плаваюшая запятая, особые 
операции, сделанные с двойной точностью, и 
т. п. имеют непосредственное влияние на распро- 
странение погрешности. До сих пор существенные 
результаты имелись в трех направлениях: 

- в статистических исследованиях накопления 
погрешностей; 

— в детерминированном анализе распростране- 
ния погрешности при общих методах по Уилкок- 
сону; 

— в арифметике интервалов. 

В противоположность разрабатывавшимся до 
последнего времени моделям в арифметике интер- 
валов точная модель х = 9(а1, а2,...‚ ам) заменяет- 
ся на алгоритм, который использует интервал 
как величину входа и дает в качестве выхода 
интервал х = 9 (41, 42,...,ам) с 


а = [А < а < В,), х = [Х, <х<Х,) 


Таким образом, надо принимать в расчет 
непосредственно интервалы, так что надобность в 
специальном исследовании погрешностей отпадает. 
К настоящему времени уже имеется целый ряд 
алгоритмов арифметики интервалов. Так как эта 
арифметика должна охватывать все случаи, то 
зачастую оказывается, что выходные интервалы 
очень велики; в связи с этим арифметика точек 
с более точным слежением за погрешностя- 
ми приводит все-таки к более точным резуль- 
татам. 

Величина дополнительной погрешности зависит 
в первую очередь от функционирования вычисли- 
тельной техники. Главные причины больших слу- 
чайных погрешностей: 

— метод обрыва и округления, принятый в 
машине; 

— потеря значащих разрядов при вычитании. 
Если два числа одного порядка величины, содер- 
жащие погрешность, вычитаются, то разность, 
смотря по обстоятельствам, может оказаться и 
чисто случайным числом. Тогда, если это Число 
входит в дальнейшие расчеты, возникают большие 
случайные относительные погрешности; например, 


3,1415613 — 3,1415524 = 0,0000089; от восьми зна- 


чащих цифр остались только две; 

— техническое состояние машины; 

— потеря разрядов при превышении допусти- 
мой разрядности представления чисел (например, 
при делении на маленькие числа). 

Вычислительный алгоритм состоит из целого 
ряда отдельных операций, которые снова и снова 
повторяются. При этом погрешности выхода каждо- 
го шага оказываются входными погрешностями 
следующей операции, а точный анализ погреш- 
ностей становится далее все более трудным, и 
часто ограничиваются только оценками. 

Вычислительный метод называется устойчи- 
вым, если для любого в > 0 существует такое 
6-0, что максимальная погрешность вывода 
меньше в при максимальной погрешности ввода, 
меньшей 6. 


7.1.2. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МЕТОДЫ 


7.1.2.1. Решение линейных систем уравнений. 
Рассмотрим неоднородную систему линейных урав- 
нений 


411Х1 + 412Х:2 +... + АјаХ = Ву, 
дэ1Х1 + а22Х> +... + аэ,Х, = Ь,, 
да Ж + да Хо +... + ах, = Ь,, 


т.е. Ах = Б, которая в предположении, что 
4е А = 0, имеет для любых правых частей урав- 
нений однозначно определенное решение 
х = (х, Хо,...,Х,). Для отыскания этого вектор- 
решения имеется два вида методов: вычисление 
на основе метода исключения и вычисление на 
основе методов последовательных приближений 
(итераций). 

7.1.2.11. Прямыгр 
исключения Гаусса). 

1) Простой метод Гаусса. Известный 
метод исключения (см. 2.4.4.3.3) после преобразо- 
вания в алгоритм состоит из двух циклических 
процедур. 

Преобразование матрицы А в 
матрицу треугольного вида. 


методы (метод 


1. Пусть К = 1. 
2. Следует проверить, отлично ли ац от 
нуля. 


3. Если да, то 6-я строка становится рабочей 
строкой. Если нет, то меняем К-ю строку на 
1-ю (1 > К), в которой а, = 0. 

4. Для і = К+1, К+ 2,...,п вычисляем новые 
матричные элементы, которые обозначим, подобно 
прежним, по правилу: 

а; = 0 для ј = К, 


ау = ду + 4) для /# К, 


где 
4) = — а/а; 


аналогично представим новые правые части урав- 
нений: 


Б| =, + 40. 
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5. Увеличиваем К на единицу, если К <и ~ 2, 
и начинаем снова с п. 2. В итоге получим верх- 
нюю треугольную матрицу 


ау 412 ... Айл 
А' = 0 а ... доп 
0 0 ... ам 
Вычисление вектор-решения х= 
= (х;, Ху,...,Ха) : 
1. х, = Б, /а,„. 


2. Для і= п— 1, и – 2,...,1 


1 п-і 
же (9 - 2 ша) 


, 
ди 181 


2) Метод Гаусса- Жордана. Модифи- 
цируем простой метод Гаусса, а именно в п. 4 
позволим номеру строки і пробегать значения от 
1 до К—1] и от К-1 доп. Это приведет к 
тому, что все элементы К-го столбца, за исклю- 
чением диагонального элемента, становятся рав- 
ными 0, и вместо верхней треугольной матрицы 
мы получаем теперь в конечном результате диаго- 
нальную матрицу 


0 Фуп 


Тем самым расчет вектор-решения сушественно 
упрошается: 


х = (Ба /аз 1,..., Б, јаја). 


Тем не менее число операций в этом методе 
больше, чем в простом методе Гаусса. 

Решаюшее Значение для точности вычисления 
имеет деление на ац, необходимое при расчете 
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4. Поэтому условие п. 2 метода Гаусса для 
выбора диагонального элемента слишком слабо 
с точки зрения точности, и часто применяют 
следующую схему. 

Перестановкой строк и столбцов (последние 
должны быть «помечены» и восстановлены при 
построении вектор-решения) добиваются того, что- 
бы элемент, который имеет наибольшую по мо- 
дулю величину среди всех элементов, не исполь- 
зовавшихся ранее в качестве диагональных элемен- 
тов, оказался диагональным. 


Пример 2. Процесс полной диагонализации методом 
Гаусса — Жордана (табл. 7.1). 


Колонки 5; и 5; даны для контроля: 


п 

, , 

5 = — » ак — Р, 
к-і 


5; = Уа + + 5; = 0. 
к=1 


3) Связанный алгоритм (способ 
Гаусса — Банашевича) Можно прийти к 
очень наглядной и компактной вычислительной 
схеме, если отдельные шаги гауссова метода 





Рис 71 


исключения расположить так, чтобы работать толь- 
ко с числами, которые в дальнейшем не обра- 
батываются и могут быть просто «переписаны». 


Таблица 7. 


диагональ 
1/2 


диагональ 
-1/2 
1/4 


– 1/2 
1/4 
диагональ 
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Таблица 7.2 





Вычислительная схема (рис. 7.1, 


Численный пример: 


44-2-04-9-2, са = 116 - 2:3)-0, 


цэ-ү0-042410)- —1. 


Проверка 
К, Ус +с= Ух. К, Ус + = —1 для всех А, 


к; 7, — в = 0, Ка, Ут – Ум = 0 


Все схемы позволяют решать параллельно 
несколько систем уравнений с одинаковой матри- 
цей А и различными столбцами правых частей. 
Для этого требуется лишь иметь нужное число 
столбцов №. 

4) Нахождение обратных матриц. Для 
каждой невырожденной матрицы А существует 
магрица А ', для которой АА”! = АПА = Е яв- 
ляетсяединичной матрицей. Матрицу А“ ! называют 
матрицей, обратной к А (см. 2 4.4.2.4). 


Когда надо решать несколько уравнений с одной 
и той же матрицей, но с различными правыми 
частями, рекомендуется произвести вычисле- 
ние обратной матрицы; тогда вектор-решение 
х = А 1 можно вычислить простым перемноже- 
нием матриц. 

Для этого решают одновременно п систем 
уравнений Ау = е с правыми частями 


е!) = (1, 0,...,0)Г 
е — (0, 1, 0,....0),...,6"-400, 0,....1)7 


и составляют обратную матрицу из вектор-реше- 
ний у (К = 1, 2,...,п) как вектор-столбцов. 


Пример 3. Найти матрицу, обратную А (способ 
Гаусса — Жордана. См. табл. 7.3). 


7.1.2.1.2. Метод итерации. Возможны раз- 
нообразные способы приведения векторного урав- 
нения Ах – Б = 0 к виду х = Мх + с путем вы- 
полнения подходящих эквивалентных преобразова- 
ний. В этой форме решение х определяется 
как неподвижная точка линейного преобразова- 
ния Тх = Мх + с, которую определяют методом 
последовательных приближений. Векторная по- 
следовательность { х("?) т, определенная следующим 
образом: 


х - Мх" + с, т = 0, 1,..., 


где х9) — постоянный заданный начальный вектор, 
сходится к вектор-решению х, если матрица М 
не вырождена и удовлетворяет неравенству 


ИМ | «р«1, 
где 
| М | = ѕир | Мх ||, |х| < 1) 
или любая другая норма в пространстве матриц. 


При этом справедливы оценки 


т 


рхи | О — хе |, 
1 — 
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Таблица 7.3 





1) Метод Якоби. Ели 4-1-4048К с 
составляюшими матрицами 


0 
421 0 0 
Г =| аз 4320 , 
аһ 4,2 Дап -– 1 0 
Яъ 0 
р = 422 А 
0 Ауп 
0 а: а, 
Е-| 00 о; аз, 
Яџп- 1 | 
0 0 
то в этом методе М-М,--0 (1-8) и 
с = 71 


Таким образом, 


рх" +) = —(1, + К)х +Ь, х' задано. 


Метод сходится при | !(1+ К) | < 1; доста- 
точным условием этого является выполнение не- 


Если в 
норму 


| [+ К | < тв | ац |. 
выбрать суммарную 


равенства 
нормы 


качестве 
строки 


|| А || = тах У | а |, то получим важный результат: 
і јел 


метод Якоби сходится в предположении, что 


У ау < 1а 


ји! 


(условие доминированил диагонали). 
2) Метод Гаусса — Зейделя: 
М-Мс--(1-0) ІК. 
Формула итерации: 
(1, + Р)х" 0 = — Вх" +, х задано. 


Таким образом, 


п 
У ах" =ђ— У ар!!! 


1-1 је: њи 
следовательно, 
1 п і- 1 
хэ = -2Х У ах” + 2, ах" 0 — 8) 
ди ера 
(і = 1, 2,...,п). 


Вычислительная схема и пример. 
Итерационный метод Гаусса — Зейделя (табл. 7.4). 





2250 

2,00683 
1,99900 
1,99999 
2,00000 


ЛИНЕЙНЫЕ ЗАДАЧИ О СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯХ 


Матрица А 


- 27976 

— 3,01097 
- 3,00008 
- 3,00001 
- 3,00000 


1,1 195 
1,00067 
1,00009 
1,00000 
1,00000 

Далее не требуется! 


- 15982 

- 1,99938 
- 1,99999 
- 2,00000 
— 2,00000 


Таблица 7.4 


Сходимость при |(1,-- Рр) 'К | < 1. Достаточ- 
ными условиями этого являются, например: 
а) А симметрична и положительно определена; 


п 

6) У а, | < аи | для всех і. 
1-1 
ји! 

7.1.2.2. Линейные задачи о собственных зна- 
чениях. Принципиально имеется много возмож- 
ностей для вычисления собственных значений А; 
и принадлежаших им собственных векторов х, 
матрицы А, которые определены и связаны посред- 
ством соотношения АХ, = Ах, Поэтому при выборе 
принимают во внимание, вообще говоря, не только 
вычислительную точку зрения, но и метод, кото- 
рый будет учитывать поставленную цель и особен- 
ности матрицы. 

Мы ограничимся рассмотрением только некото- 
рых мегодов при дополнительном предположении 
симметричности (т. е. А! = А). 

7.1.2.2.1. Прямые методы. Цель прямых 
методов — одновременное определение всех собсг- 
венных значений, а также собственных векторов 
по единому методу. Поэтому можно говорить о 
численном преобразовании к главным осям, потому 
что собственные векторы А являются вектор- 
столбцами матрицы преобразований Х, а собствен- 
ные значения А; – диагональными элементами 
диагональной матрицы Р в преобразовании 
ХТАХ = р (см. 2.4.4.5.3). 

1) Решение характеристического(ве- 
кового) уравнения. Собственные значения Л, 
являются корнями многочлена Р, (А) = деца – ЛЕ), 
коэффициенты которого можно вычислить различ- 
ными способами по элементам матрицы. Для 
численного нахождения решений уравнения 
РД0) = 0 следует обратиться к 7.1.2.3. 

Собственные векторы каждого собственного 
значения получаются как вектор-решения системы 
линейных уравнений Ах = А ух, и их находят при 
помощи соответствующих методов (см. 7.1.2.1). 

Однако надо отметить, что этот метод нару- 
шает принцип непосредственпого приложения 
(ср. 7.1.3.1) и все более и более оттесняется 
другими. 





2) Метод Якоби. Рассмотрим матрицы 


10... О... 0 ..0 

01... о... 0 ..0 

00... 10 .. 0 ...0 

Та = (00... созф зпф ...0 — р-а А 

00... 01... 0 ..0 

00... 0 .. 10... 0 

00... —ипо ... соѕф... 0 — д-а 
00... 0 . 01... 0 

00... 0 .. 0 ..1 


р-И столбец 4-й столбец 

получившие название матриц элементарных вра- 
шений Ақоба, Всегда можно определить угол Ф 
в интервале (-1/4, Дэ тақ, что в преобразован- 
ной матрице А'= Тура элементы ама, 
обрашаются в нуль. 

В матрице = а очевидно, 
лишь р-я и 4-я строки, при этом: 


— а,)5іп Ф, 


меняются 
и - 
ар) = ар)Сов Фф 


” 


-- 1 о : 
Ча) = 4,51 Ф + а,)005Ф, аг) = а;; для (ЕР, 4 


В матрице А = АТ ја изменены по сравнению с 
А" только р-й и 4-й столбцы: 

ар = аг ,с0ѕ ф — а;, 511 Фф, 
а = а рѕіпф + а соѕ Фф, а; = аг, для ) Ер, 4 


Если объединить обе части, то для элементов 
в точках пересечения р-х и 4-х строк и столбцов 


получим 
- 2 
арр--а,,С08%0 


бо 4-2 : 2 
Ада = 4р5 0 + 2а, соѕ ф5іп Ф + а соѕ? ф, 


. . 2 
- Зара СО5 фзт Ф + а, ѕіп“ Ф, 


лл __ 2 : 2 "2 
ара = дар = (арр – 4а,)СО5 фвіп ф + ард(с08“ф-5107 Ф). 
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Следовательно, элементы ад И дор становятся 


нулями, если 
а,-а 
ср 2ф = ПИ 44 


Ра 


Т 
‚где – — <Ф < —. 


Идея метода состоит в вычислении матрицы 
преобразования Х как произведения таких спе- 
циальных матриц, которые находятся методом 
итерации. 

Если к А’ снова применить элементарное 
вращение Якоби, то в нуль обращаются еще два 
других элемента, а элементы, которые ранее были 


равны нулю в А, не становятся отличными 
от нуля. 
Итак, метод Якоби включает следующие 


действия (К-й шаг): 

1. Выбор элемента аб) из матрицы 4%. 

2. Вычисление А+) = Т АТ а (К = 0, 1,...). 

3. Обрыв при У [4+1 |2 < в, в > 0 задано. 

із) 

В противном случае - переход к К + 1-шагу. 
При обрыве матрица 4% имеет диагональный 
вид с точностью, определяемой в, диагональные 
элементы являются приближениями собственных 
значений, а столбцы матрицы произведения всех 
примененных Ты являются приближениями собст- 
венных векторов. 

Сходимость метода очень существенно зависит 
от последовательности элементов в процессе. Она 
доказана для 

а) классического метода Якоби: выбор в качест- 
ве основного, ведущего элемента наибольшего по 
абсолютной величине внедиагонального элемента, 
ар = тах | ар |; 

13 ] 

6) циклического метода Якоби: выбор элемента, 
согласно заранее определенной последовательности, 
способом строки или столбца. Метод создан для 
автоматического счета (на ЭВМ). 

7.1.2.2.2. Методы итерации. Под ними 
понимают все методы, задача которых - целена- 
правленное вычисление отдельных собственных 
значений или векторов. 

1) Простая векторная итерация 
(степенной метод, метод Мизеса) для 
вычисления наибольшего по величине собственного 
значения. Если матрица Я обладает простым 
превалирующим собственным значением ЛА; 
(ПА [> [А | > [Аз | 2... > | Л, |), то векторная после- 
довательность, определяемая соотношением 


ХО" = Ах") = 4"+15(0) х9) задано, 


асимптотически сходится к собственному вектору 
уі. принадлежашему Ха, х") ~ №суџ, если началь- 
ный вектор х) обладает компонентой в направ- 
лении собственного вектора у,. Собственное зна- 
чение можно вычислить следующим образом: 


| хе" + 1) 
ме Ш = 
х") 
т > оо і 
ИЛИ, лучше, 
Ме Шт Е (хе). 
т — о 


Во второй формуле К (х) означает частные Релеа: 
К (х) = хТАх/хТх. 


Собственный вектор можно вычислить по асимп- 
тотической формуле только при наличии норми- 


ровки. Собственный вектор в направлении у; 
определяется как 
уп Лу | = ша х | хе" (1-1, 2,...,п). 
т — 00 


Без такой нормировки метод численно неустойчив. 

Наименьшее по абсолютной величине собствен- 
ное значение можно найти, если принять во 
внимание, что оно равно обратной величине 
наибольшего собственного значения матрицы А“ ! 
(обратная векторная итерация). 

2) Дробная итерация. Этот метод должен 
применяться тогда, когда нужно определить 
отдельное собственное значение вместе с соот- 
ветствуюшим собственным вектором. Его исполь- 
зование опирается на знание такого хорошего 
приближения А, искомого А, что величина 
|А, – А | мала по сравнению с |А; – А |, ЛЯ К, 
и на то, что собственные значения расположены 
изолированно. _ Ё 

Матрица В(М) = А - ЖЕ имеет собственное зна- 


чение р, = А, — № Для собственного вектора х, 
матрицы А. В самом деле, В (№) х, = Ах, — Мжк = 
= уху — А» = (№ — А) хь. Но тогда р! есть до- 
минантное собственное значение матрицы В! (Аи) 
для достаточно произвольного начального вектора 


х). Поэтому, если х" +) = В! хе, или Вх" + = хі) 
то 
(м) = ша В”), =, + Їйл А! (х). 
т — 00 т — ос 
Кроме того, последовательности х/”/| хе | 


сходятся к компонентам нормированного собствен- 
ного вектора у, /| ук ||. 

7.1.2.3. Нелинейные уравнения. Пусть функция 
у = } (х) при а< х < Б определена и непрерывна. 
Пусть, далее, имеются два числа х; и х, такие, 
что а< ху < х, < Б. Если ј(х,) и /(х;) имеют 
противоположные знаки, то между хі и х; 
существует хотя бы один корень функции / (х). 

1) Итерационные методы. Нелинейное 
уравнение /(х) = 0 можно эквивалентным преобра- 
зованием многими способами привести к виду 
9(х) = Р(х). 

Пример 4. 


х? — шх-2=0, у(х) = х2 - шх-2: 


х? — 2 =пх, 9(х) = х, (х) = ех 2; 


х= е2, 9 (х) = х, (х) = ех? 2; 


2 


2 
е = хе“, а(х) = е“, #(х) = хе и Т.Д. 


Построение сходяшейся числовой последова- 
тельности (хі по правилу 9(х"* !)) = (хо) 
при заданном х! называется итерационным ме- 
тодом вычисления корня хм. 

Вследствие предположенной непрерывности пре- 
дельное значение такой последовательности являет- 
ся корнем, потому что из соотношений 


іт х") =аи іт х0 = а в силу непрерыв- 
т-» о т->»00 


ности 0 и й имеем д(а) = й(а), т.е. а = хм. 

Достаточные условия сходимости: 9 (х) и 
М(х) непрерывны в некоторой окрестности хм, 
хО) лежит в этой окрестности и в этой окрест- 
ности |а (х) | > [А (х) |. 
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0,15 - 1,9775 
0,138 — 1,980956 
0,1379373 — 1,9809733 
— 1,9809740 
- 1,9809740 


0,1379349 
0,1379348 


Даљше не заполняется, 
практике неизвестны и приведены 
итераций вполне характеризует сходимость 


потому 


Пример 5. х? — пх – 2 =0, шх = х? – 2, следователь- 
но, 9(х) = 1пх, А(х) = х? — 2. 

Из пересечения графиков этих 
х) = 0,15; 9’(х)= Их, А(х)=2х, откуда 


0 < х < 11/2 ~ 0,707. 


функций находим 
1/х> 2х для 


Выбором функций а (х) и һ(х) можно получить 
ряд хорошо сходящихся методов. 








Метод Ньютона: 
Жо) 
9(х) = х, (х) = х---с. 
Г (х) 
Сходимость имеет место тогда, когда 
| И (х) | = т <1 в окрестности хм. Если хм 








является простым корнем, то выполняются соот- 
ношения / (ху) 0 и А (хм) #0. Следовательно, 
для начального значения х9) должно выполняться 
неравенство 


Уж у (о) р (оо) р. 
Итерационная формула имеет вид 


(т) 
т+1) - хот) _ Ле ) 


"(ұйт) 
гету је ) = 0. 





х 


Метод секуших (правило ложного 
положения, метод хорд): 


(х) 


Хи 0 (т = 1, 2, ...), 
Эт 
Ј (хе) 2 Р(х 1) 
т < хет _ убт)" 

Здесь хО) и хі! — два заданных числа таких, что 
Т(х9) (х) < 0. 

Простая итерация. Если д(х) = х, ТО 
х"+ 0) = р(х); условие сходимости: |й’(х)| < 1. 
Если х") достаточно близко к хм, то для 


погрешности и” = ху — х") справедливо следую- 
щее соотношение: 


ҮЭ л (хм) г" д (Е (хм) (хм — х9), 


Пример 6. Нахождение значения квадратного корня. 


2 


РА 
хм = уа, т.е. хү есть корень уравнения х^ – а = 0, а > 0; 


1 а 
записав уравнение в виде х => х + — |, получим 
х 


"()-- (++ =) 


2 
, 1 а 
ћ (х) = 1 (1 — 4) 


“ 


что процесс останавливается. 
для того, 





Таблица 7.5 


0,0120652 
0,0000627 
0,0000025 
0,0000001 
0,0000000 


0,012 

0,0000627 
0,0000024 
0,0000001 


Данные последней колонки на 


чгобы показать, что разность двух последовательных 


откуда 





1 а 
(т+1) — (т) 
х = > (х + хө ) 


Неравенство | И (х)| < 1 равносильно а/х? < 3, отсюда сле- 
дует, что единственным условием на х! является 


(ху > а/3. 


2) Вычисление 
ных функций. Если 


корней рациональ- 


Ра (х) = ао + ах + ах? +... + ах", а, > 0, 
и все а; действительные, то нелинейное уравнение 
Р, (х) = 0 


имеет точно п корней Хур ХМ» ээ» Хм, (см. 
2.4.2.4). Некоторые из них или все могут быть 
действительными, некоторые могут совпадать 
(кратные корни). Число комплексных корней четно, 
и наряду с комплексным корнем 2 сушествует 
также сопряженный ему корень 2. Согласно этому 
многочлен нечетной степени имеет по крайней 
мере один действительный корень. 

Если некоторый корень ху известен, то Р, (х) 
можно разделить без остатка на линейный мно- 
житель (х — хм); следовательно, для вычисления 
других корней степень многочлена можно умень- 
ШИТЬ. 

Вычисление значений функции и ее производ- 
ных осуществляется при помощи указанного раз- 
ложения на линейные множители по схеме Горнера 
(см. 7.1.3.3). 

Конечно, все изложенные в 1) методы с соот- 
ветствующими изменениями могут быть применены 
и к многочленам. Но существует также большое 
количество специальных методов, которые по 
аналогии с методами решения задач на нахождение 
собственных значений могут быть подразделены 
на прямые и итерационные методы в зависимости 
от того, вычисляются ли все или только отдельные 
корни. 

Метод Лобачевского — Греффе (как 
пример прямого метода). Для простоты предпо- 
ложим, что многочлен 


РО (х) = аб (х – хе) (х - х9). (х 0) = 
= ад х + ад хе“) +... + ад 


имеет только действительные и простые корни 
х (К = 1, 2, ..., п), [х0 |< 1х0 (ісі,..., п- 1). 
Новый многочлен РУ” ) (х) находим по следующей 
схеме (табл. 7.6). 
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Таблица 7.6 





Для корней этого нового многочлена справед- 
ливо неравенство 


хер [х0 | 


рр 1 | 


последнее означает, что корни изолированы друг 
от друга. Кроме того, | хі? | = | х{+ 1 |. 

Можно показать, что при сделанных предполо- 
жениях процесс нахождения многочлена РМ) (х) 
практически заканчивается после конечного числа 
шагов, когда все двойные произведения в табл. 7.6 
становятся равными нулю с точностью до погреш- 
ности округления. Тогда | хм 1 | пренебрежимо мало 
по сравнению с | х(М) |, где М = 2 К — число итера- 
ций, и следовательно, 


АМ) = ММ), 


ад) = а) М, 


(К = 2, 3, ..., и); 


М) — АМ ДМ) М) М) 


откуда находим х(М), корни исходного много- 
члена легко вычисляются путем извлечения корня. 
Знаки корней можно определить при помоши 
простых дополнительных соображений или не- 
посредственно проверкой. 

Метод применим также как к многочленам с 
кратными действительными, так и к многочленам 
с комплексными корнями, однако последний 
этап — нахождение корней, а также критерий окон- 
чания процесса -- несколько видоизменяется. Сле- 
дует заметить также, что при практическом про- 
ведении вычислений по схеме табл. 7.6 необ- 
ходимо все коэффициенты представлять в виде 
а = Б"с, где Б = 2 или Б = 10. 

7.1.2.4. Системы нелинейных уравнений. Если 
непрерывные функции /, (х), Хо (х), ..., /,(Х) от и 
независимых переменных х = (хи, Хо, ..., Ха) зада- 
ны в общей области определения р < В" и имеется 
вектор хмЕР, для которого /,(хм) = 0 для всех ј, 
то хм называется вектор-решением системы нели- 
нейных уравнений / (х) = 0: 


(Гбо) = (А (х), а (х), -.., ЛОУ 


Задача нахождения такого вектора-решения является 
обобщением задач в 7.1.2.1 и 7.1.2.3. 


1 Линеаризация. Нелинейное представ- 
ление /(х) заменяют подходящим линейным 
отображением Г.(х) = Ах + ђ (А — матрица размера 
пхп). Тогда при определенных условиях реше- 
ние хі системы 1.(х) = 0 оказывается подходя- 
щим приближением к хм. 

Метод Ньютона — Канторовича (ли- 
неаризация через разложение по формуле Тейлора). 
Пусть х — начальное приближение ху, и пусть 
у(х) по меньшей мере один раз непрерывно диф- 
ференцируемы в О; тогда 


ло) 709) + у је 


д(Хъ Хэ, ..., Ха) (х – хо) + К (х). 


хо 





Отбрасывая остаточный член К(х) получаем 


(х) = А(х – х9) + /(х9), 


д(хі, Х2, 


где А — матрица Якоби ) 
2...» Ха 





х = х0) 


Предположим, что 4 невырождена. Тогда система 
у = Ј (х) однозначно разрешима в окрестности х%), 
Согласно этому, мєтод описывается следующей 
схемой: 

1. Выбор приближения х() значения хм. 

2. Вычисление матрицы А (х). 

3. Решение 2!) системы А (х) 2 + /(хФ)-0 
дает новое приближение хе) = ход + 20), для кото- 
рого процесс повторяют до тех пор, пока изменение 
2 не окажется в пределах погрешности. 


Пример 7. Метод Ньютона — Канторовича для двух 
нелинейных уравнений (табл. 7.7). 


2) Метод итерации. Эквивалентное пре- 
образование / (х) = 0 к виду х = 9(х) дает воз- 
можность определить х как неподвижную точку 
отображения д (х) на О по итерационной формуле 


хб" +0 = у (хе), хе задано. 


Имеет место следуюшая теорема о сходимости по- 
строенной таким образом последовательности 
векторов 1|х”)),9 к решению хм. 

Пусть К — прямоугольный параллелепипед в п- 
мерном пространстве: 


Е = {хЕВ" | их ЗЫ, 1<К Сп). 


у Плата јун 2у 
1, (х, у)-1- + у? 


Точно" х = 


Пусть вектор-функция 4(х) определена на К и 
удовлетворяет следуюшему условию: сушествует 
действительная постоянная [, 0 < І, < 1, такая, что 


І4(9-4(2)1<1|х-2| 


п 1/2 
х, ге В ( х || = (2 4) ) 
і= 1 
Тогда: 


1) Уравнение х = д (х) обладает точно одним 
решением хм в К. 

2) Определенная выше итерационная последова- 
тельность сходится к хү для любого начального 
вектора хє К. 

3) Справедлива оценка 


для всех 


т 
(т) _ ру 0) 
| хе = хм < | 0 – хе |. 
7.1.2.5. Аппроксимация, Большое число специаль- 
ных задач по аппроксимации можно понимать и 
рассматривать как частный случай общей проблемы 
аппроксимации. 

Рассматривается векторное пространство У, 
элементами которого являются функции / какого- 
либо класса, определенные на одной и той же 
области М, и в котором определена норма р(/), 
обладаюшая теми же свойствами, что и норма в 
евклидовом и гитьбертовом пространствах (более 
точно обшая постановка задачи аппроксимации 
рассматривается в функциональном анализе). Пусть 
Т — элемент из Ки С — подпространство И Тогда 
общая проблема аппроксимации АР (]. С, р(/)) со- 


стоит в следующем: найти функцию д(хјеб 
такую, чго 
р(7, 6, р(/)) = те {р (1 -9)} = Р- 9). 


део 


Функция й (х) называется наилучшим приближением, 
соответствующим АР (ј, С, р(])), число В (у, С, р) - 
дефектом. 

С практической точки зрения речь идет о замене 
численно не выражаемой функции / через вычисляе- 
мую функцию де С по возможности более точно, 
т.е. так, чтобы для заданного действительного 
числа &>0 подходящим выбором С получить 
дефект, меньший 5. 


АППРОКСИМАЦИЯ 
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Таблица 7.7 


1,2247 
0,7071 


При решении АР (ј, С, р) должен быть найден 
ответ на следуюшие вопросы: 

а) Существует ли наилучшее приближение д? 

6) Однозначно ли определено 4? 

в) Как можно вычислить д? 

7.1.2.5.1. Проблема линейной ап- 
проксимации в гильбертовом прост- 
ранстве. Пусть Р- гильбертово пространство 
со скалярным произведением (/ 9) и нормой р (Г) = 
="|] || = у, М, и пусть кроме того, (“И 
есть п-мерное подпространство У. Задача АР(/, 
С,, | |) имеет однозначно определенное решение 
4 такое, что (4 - /, ћ) = 0 для всех ћеб,. Если (ћу, 

п 





ћу, ..., Ва) — некоторый базис С,, то д = У с 
=1 


причем 


» п), 


> с (в А) + (8) (=1,2,... 


п 


І/-д2Р-(/-9/-д-іЛІЗ- У с (в, Р). 


к=1 


Матрица системы линейных уравнений для 
вычислений коэффициентов разложения с” на- 
зывается матрицей Грама базиса (В). Будем 
обозначать ее А,(ћ,. Эта матрица является сим- 
метричной (эрмитовой для комплексного гиль- 
бертова пространства) и положительно опреде- 
ленной. 

Частные случаи АР подчиняются этой теории. 

1) Гармонический анализ, разложе- 
ние Фурье: 


У = 1, (—п, п), (21+. = (біп Кх, соѕ Кх б 
(см. 4.4.1). 
2 Метод наименьших квадратов 


У – пространство интегрируемых функций, опре- 

деленных на (а, Б], с интегрируемым квадратом. 

Скалярное произведение функций /(х), 9 (х) опре 
Б 


деляется как |/(х)д(х)4х. Такое пространство 
а 

иногда обозначается К, (а, Б); пусть С,,; — мно- 

жество всех многочленов Р, с действительными 

коэффициентами степени не больше п. 
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Сформулируем задачу АР(/, Съ+1, || |): для 
заданной функции / найти многочлен Р,(х)- 
= до + ах + 4х? +... + дъх" такой, чтобы для всех 
многочленов Р, из С,+; выполнялось неравенство 


ђ 


(709 — Р, (х) ах < [(] (х) – Р, (х) ах. 


а с 


Набор № =х’ | (К = 1, 2, ..., п+ 1) степенных 
функций выступает как естественный базис С, +;, а 
коэффициенты 40, ..., 4, минимального многочлена 
определяются из системы уравнений 


п ђ Ь 
У а | хїї -24х = (х 71 у(х) ах 
1-0 а а 


(К = 1, 2, ..., и +1), 


т. е. из системы уравнений 


п Ь 
а он: — а +#-1) — [бд 
1-К-1 
1-0 а 


(К = 1, 2, ..., и +1). 


Отметим, что эта система малоудобна для 
вычислений и может решаться только с посредст- 
венной точностью. Например, при а= 0 и ђ=] 
матрицей этой системы является матрица Гильберта 


1/1 1/2 ... уп 
1/2 1/3 ... Џ(п +1) 


1/п 1/(п-41) ... 1(2п— 1) 


норма которой с возрастанием п неограниченно 
растет. 

Система уравнений становится особенно 
простой, если в качестве базиса (Лу, Йо, ..., В,} 
подпространств С,„.;, выбирать ортогональные 
многочлены. Для таких многочленов 0; (х) справед- 
ливы равенства 


Ь 
10,(5)0,(х)4х--0 для із]. 
Если, кроме того, 


[02 (х) ах = 1 (1 0, 1, ..., н), 


то говорят, что многочлены 0; (х) образуют орто- 
нормированную систему. 

Для отрезка [а, 5] = [— 1, 1] это общеизвестные 
многочлены Лежандра 








1 а“ ,, 
= -- 1)", Ро (х) = 1. 
Р, (х) 2" (и!) ах" (х ) о (5) 
Ортогональность: 


1 


ГР, (х) Ри (х) 4х + 0 для тжп, 


Рекуррентная формула: (п + 1) Р,- (х) = (Фи + 
+ 1) хР, (х) — пР,- 1 (х). 

Корни: Р,(х) имеет на |-1, 1] ровно и раз- 
личных действительных корней. 
Дальнейшие соотношения 

1 
рх (хах = 0 


-1 


ортогональности: 


(К=0,1,...,п—1), 


1 


| х"Р,(х)4х = 


-1 


2"+1 (и 1)? 
(Фи + 1)! 


Если наилучшее приближение Р, (х) на сегменте 
І-І, 1] ищется в виде линейной комбинации 
многочленов Лежандра 


В,6)- У «Р, (х), 


к=0 


то для отыскания коэффициентов с!” система урав- 
нений существенно упрощается: 


1 
+1 
с" = с, = —-- | рс 
-1 


р? (у, С, +1, | 1!) = 112 - ју Р,)? = 
- | Рода -() | | горда А 1) 


Пример 8. Найти парабопу, которая наилучшим об- 
разом аппроксимирует функцию у = $т! на отрезке [0, я] 
в смысле квадратичного отклонения. 

1 Преобразование отрезка 


2 рт 
х= - -1, у= іп = (х + 1) -І<х<І. 
д 2 
2 Многочлены Лежандра 
| 
Ро(х) = 1, Р, (х) = х, Р, (х) = 5 (х? - 1) 
3 Коэффициенты разложения‘ 


1 
1 „ул 2 
бо = > БЕЗ п) 2, 
-1 
1 
3 „ул 
а = 55 ЕЕ 0 ах = 
1 
1 


(3 -3 | өс - ож 05 " ( - 5) 


4. Аппроксимация. 
^ 2 10 12 71 
Р(х) = + ( - ‚+ 5 Ва? — 1), 


или 


АППРОКСИМАЦИЯ ен 





3) Разложение по обобшенным ор- 
тогональным многочленам: 


у = К, (а, Ы; а (х), Суу = (Рај. 


В зтом пространстве скаларное произведение 
образовано с помошью неотрицательной интегри- 
руемой весовой функции а (х): 

ђ 


(и, о) = | и(хјо (х) (х) ах. 


а 


Для специальных весовых функций и норми- 
рованного отрезка | — 1, 1] известны соответствую- 
шие ортогональные многочлены. Например, для 


1 


а(х) = == 
1-х 





это 


многочлены Чебышева 
Т, (х) = сов (п агссов х), 


Ортогональность: 


0 для тәп, 


Т, 
160 19 а = 4 1/2 для т=п # 0, 
-х 


| (х) 

: |! 

Рекуррентная формула: 

Т.-1(х) = 2х1» (х) — 7,-1(х) 
То (х) = 1, Т (х) = 


п для т=н = 0). 


(и = 1, 2, ...); 


Корни: Т,(х,) = 0 для х, = соѕ ((2К + 1) л/?п)) 
(к= 0, 1, ..., п— 1), т.е. на [—1, 1] существует 
точно п действительных корней. 

Точки экстремума: |Т1,(х)|<1, -1«х«1, 
Т, (х) = (– 1) для х; = соѕ (м/п) (1 = 0, ..., п), т.е. 


на отрезке |-1, 1| точно п--1 действительных 
точек экстремума. 

Разложение по многочленам Чебышева можно 
практически реализовать также, исхода из разло- 
жения Тейлора, сходящегося на [—1, 1], заменой 
степеней х на многочлены Чебышева, учитывая, 
что 


Пример 9. е = | + х + 0,5х? + 0,16667х3 + 0,04167х4 + 
+ К,(х) = Р. (х) + К, (х). 
Разложение по многочленам Чебышева: 


Р,(х) = 1,2656То + 1,12507, + 0,27087, + 0,04177; + 0,005274. 


На этом примере мы хотим пояснить важное свойство 
разложения по чебышевским многочленам: если ищется 
приближение 3-го порадка, то 


Ру (х) = 1,2656Т, + 1,1250Т, + 0,2708 7, + 004177, 


дает олтимальный результат такого приближения. Если же 
положить в основу разложение Тейлора и просто опустить 
члены, начиная с 4-го порядка, то получим погрешность, в 
8 раз большую. 


7.1.2.5.2. Приближение Чебышева. Мы 
рассматриваем пространство И = С [а, Б] функций, 
определенных и непрерывных на [а, Б], и ставим 
задачу аппроксимации АР (ј, С, р) с нормой 


Р(/) = зи 1709), 


где В — некоторое подмножество отрезка (а, 5). 
В качестве системы функций С обычно берут 
множества многочленов Р,. 
1) Равномерное приближение. Если В совпадает 
со всем отрезком Та, Б], то 


р(/) = зир АШ - 


хе|а, 6 


тах |] (х). 


хе[а, ђ] 


Пусть С, +; = Р, – векторное пространство 
многочленов степени не выше п с вещественными 
коэффициентами. Тогда верны следующие выска- 
зывания: 

1. Существует единственный (минимизирующий) 
многочлен 


А 


Р, (х)єС, +1 с Б(Х С, +1, 1 1с) = 
= тах |/(х) – Р,(х)| < 


хє(а, Б) 


тах 
хе[а, Б] 


| (х) – Р, (х) | 
для всех Р,єб, +. 

2. Теорема Чебышева об альтернансе. Всегда су- 
шествуют множество и + 2 точек а < хо < х; <... 
... < Ху.) < 5 и однозначно определенный много- 
член Р,(х) такие, что 


(со) — Р, (х) = (л С, +, | |о), 
(709) — Р, (х) + (0+1) – Р, (х1) = 0 


для ј = 0, 1, ..., п.. . 

Очевидно, что Р,(х) = Р,(х). Множество точек 
Хо, Ху, ..., Хазі Называется чебышевским альтер- 
нансом. 

3. Теорема Вейерштрасса. Для каждой функции 
Т (х), непрерывной на |а, Б], и любого действитель- 
ного числа в > 0 можно указать такой многочлен 
Р (х), что 


1Р(х) – 7091 < 
4. В каждом разложении по многочленам Че- 


бышева (см. 7.1.2.5.1) У а,Т,(х) частичная сумма 
ј=о 


5,69 = У а) 


является минимизирующим многочленом для 
8,-1 (х) относительно Си+а, т.е. из неравенства 


+1 - Р, Е ба + ин Р, 
тах | 5, + (х) (х)| < тах, | 1 (х) (х) | 


хе|а, 5 хє[а, 
(для всех Р, (х)єС, +1) следует: 
Р, (х) = $, (х). 


Для практического определения минимизирую- 
щего многочлена Р, чаще всего используются 
свойства 2 и 4. 

Алгоритм Ремеза. Исходя из множества 
МО) = (х0 1, ах) < х® <... < х0 < Ь, как 
начального приближения чебышевского альтернан- 
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са, согласно свойству 2, определяют соответствую- 
ший Р(х) и дефект. 

Заменой отдельных или всех элементов мно- 
жества МО) добиваются уменьшения величины 
дефекта, приходя тем самым к новому множеству 
МЧ), с которым поступают аналогично, и т. д. 
Процесс заканчивается, когда в пределах точности 
вычислений уменьшение дефекта оказывается невоз- 
можным. 


Пример 10 (х) = е“ п = 1, заданы три точки. 
мо -1 0 | ~ 
РО (х) = «9 х + БО), 
з (392) 0,368 1.000 2,718 
а (-1) + 69 + ро) = 0,368, 


а” (0) + Бо — р® = 1,000, 
а0.(1)+89 + р = 2,718. 
Решая эгу систему уравнений, получаем 


Р (\) = 1,175х + 1,272, р = 0,272, 


тах ПР) (Х) — е*| = 0,286 для хү = 0,2. 
= – 1+К 0,1 


Поэтому в МО! мы меняем х27--0 на 02: 


ме -1 0,2 | - 

РО (х) = ах + ђе), 
“(му 0,368 1221 2,718 
Решая соответствующую систему уравнений, полу- 


чим геперь 
Р(х) = 1,175х + 1,264, ри = 0,278. 


Максимум погрешности |Ру(х)— е*| в окрестности 
0,2 с величиной шага 0,01 равен 0,279 для х = 0,16. 


ме —1 0,16 1 


Но при данном числе точек это приводит к тому же 
самому мно очлепу Тем самым мы должны рассмат- 
риваль Ру (х) в пределах нашей точности как наилучшее 
приближение первой степени функции е“ 


Метод телескопа 
равномерная 


Г(х)ЕС(а, Ми У сЕ, (х) – функциональный ряд, 


к=1 


(приближенная 
аппроксимация). Если 


равномерно сходяшийся к / (х), то в качестве при- 
ближения наилучшей аппроксимации Р,(х) выби- 
рают 


п 


5,(5) = У сЕ, (х). 


к=1 
При зтом 


| 5, нэ Р, | С (а,5) 


оказывается минимальной, если речь идет о разло- 
жении / по многочленам Чебышева. 

2) Дискретная аппроксимация Че- 
бышева. Еслих, <х; <... < хуявляются М опор- 
ными точками, то вводят дискретную норму Че- 
бышева 


ИЛИ = тах |] () |. 


Ху 
Рассмотрим задачу 


АР(Ј, база, | |) с С, = Р, 


При № > п + 1 справедливы высказывания, ана- 
логичные высказываниям в случае непрерывной 
аппроксимации Чебышева. Численно задача может 
быть решена методами линейного программиро- 
вания (см. 6.1). 

При п + 1 = № речь идет об интерполяционной 
проблеме (см. 7.1.2.6), и соответствующий мини- 
мизирующий многочлен называют тогда интерпо- 
ляционным многочленом. При п + 1 = М он опре- 
деляется однозначно, а при и > М — нет. 

7.1.2.6. Интерполяция. 

7.1.2.6.1. Интерполяционный много- 
член. Пусть на сегменте (а, Б] заданы п + 1 опор- 
ных (узловых) точек а < хо <х! < хо <... < х, $. 
Пусть, кроме того, заданы п + 1 действительных 
чисел у, (ј = 0, 1, ..., п) (например, как значения 
функции / (х) в узловых точках). Тогда имеем сле- 
дующую задачу интерполяции. 

Найти многочлен І, (х) степени не больше п 
такой, что І, (х;) = у; для 0 <ј <и. 

Интерполяцию применяют главным образом 
тогда, когда относительно ј известны только 
дискретные значения функции у = / (х), и, чтобы 
вычислить другие ее значения между узловыми 
точками (интерполяция) или за отрезком узловых 
точек (экстраполяция), ее приближают многочленом 
Га (х), причем 


=) (јеб, 1,..., п). 


Всегда существует только один интерполяцион- 
ный многочлен (который может быть представлен 
в различной форме). 

Форма Лагранжа: 


1,(х) = У, УИ. (х), 


(х – хо)..(х-х;-1)(х- ха)...(х- Ха) 


Г. (х) = 3 
109 (ху хо)...(ху — ху-1) (ху — ху+а)... (ху ха) 
Нетрудно видеть, что Г, (х) = 1, 1,(х,) = 0 при 
К ж), и, следовательно, І, (х;) = уу. 
Форма Ньютона: 


1,(х) = 2, суб (х), 


№ (х) = 1, 
№ (х) = (х — хо) (х — х!)...(х — Х)-1) 
(/ = 1, 2, ..., п), 


су = [хох ...х3] = [хух)-1... хо], 


1 


= хата (9-1 ...Х1] — 6-0. хој) 


| ху| = у; ( = 0, 1, ..., п). 
Выражение [хох;...х;] называется разделенной 
разностью. 
Для определения многочлена в форме Ньютона 
применяют разностную схему или схему спуска: 


Ј х, [х2] 
1 Хү У 
2 Х2 уз 





Коэффициенты с, многочлена Ньютона рав- 
ны числам в верхнем спускаюшемся ряду (обведены 





рамкой). 
Пример 11. Лахомедепие 
гоч тена 
Путь х = 4, 197 = 6, Ха = 8. 
1508 4 -= 20 
Мин очен Ньютона 
3 
В] = | - 1 (3 4) (0 4)(х – 6 + 
| 
бар (х - 4(7 — 6)(х - 8) = 
А (47. 2747 
- 24 - = 
Ј 
0 4 
1 6 
2 8 





Ха == 10, И = 1, 


[хх +1] 





ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 


[хухучаху+ 2] 


Гаха| - ох] 
Х2- Хо 


ту. 
Хә —Х! 
[х2хз] — аха) 
Хз = Хх 
Уз у 
Хз — х2 


интерполационного 


+ 142х - 240) 


[х-л] 


у; = 3, 


Гоз] – Роа]. 


Ха — Хо 


Многочлен Лагранжа: 
Г, (х) = 


Л (х – 6) (х- 8)(х- 10) 


(4— 6)(4— 8)(4 — 10) 
(х — 4)(х — 6) (х - 10) 


(8 — 4)(8- 6)(8- 10) 


АНӘ- 
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(х,Х;-1Х)ө2Х) з] 


Гхахахз|- (хохіх:| 
Хз — Хо 


Ха —Х, 





(х 4(х– 9(х- 10) 
(6-4)(6-8)(6-10) + 


(х – 4)(х – 6)(х – 8) | 





(10 — 4)(10—6)(10—8) | 


3 
728 (х — 6)(х – 8) (х - 10) + 16 (% — 4)(х – 8) (х - 10) – 


- УС – 4)(х – 6)(х – 10) + > (а – 4(х – 6)(х – 8), 


[хуху+ах)+2] 





| 
1у(х) = 242 -27х2--12х- 240). 


Гхухуы1Ху»2Хуғ31 
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Если функция / (х), подлежащая интерполяции, 
достаточное число раз дифференцируема, то можно 
вывести формулу для погрешности интерполяции: 


ло) — о) = Г" Ох – 


(11)! хо) (х = х!)... (х — Ха) 


где 5 - некоторое число, расположенное между а и р 
и зависяшее от х. 

Часто применяют равноотстояшие узловые 
точки (узловые точки, расположенные на равном 
расстоянии друг от друга): 


хо = а,Х = хо + Й, Хо = ха + 2Й,..., х, = Хо + ий = Б 


(т. е. Р = (6 — а)/п). Как легко видеть, в этом случае 
разделенные разности выражаются через простые 
разности: 





Гхаха +1... Хат м | = А" у,, 


тр” 
где 
добу, = Ук А! у; = уда — Уб А"у = А (А" Ту) 
(т = 2, ..., К). 


Разностная схема упрощается. Формула Нью- 
тона принимает вид 


1 
1, (х) = уо + Дуо (х - хо) + 








Если положить х = хо +, где і может быть 
действительным числом между нулем и п, то 
предыдущая формула примет вид 


(2-1) 


г 
1, (х) = уо + 1Ауо + Дуо +... 
1(2— 1)(1-2).(1-п-1 2 
+ ( )( | ( ) л о = У (9) А уо, 
п: к-0 
где 
- -2)..(41- 1 
= «06-9-0810. при 821, 
()-68-1 


Вычисление и использование разностей может 
быть формализовано введением операторов. 
Важнейшие операторы и формулы. 
Тождественность: Гук = уь. 
Сдвиг: Еу, = ув: = у(хк + В), 
= у(х, + рћ), р действительно. 
Разность: 


ЕРу, = Ук+р = 


Ау, = Үкі — Ух — опережающая разность, 
Уу, = у; — ур: - запаздывающая разность, 
бук = Ебу, - Е "у, = 


= Ук (1/2) 77 Ук-(1/2) 7 Центральная разность. 
Среднее значение: 


1 1 5 
Нук = > Ожау» + Ук-а/2)) = > (Е +Е 112) Ус 


Правила вычисления: 


1 2 
Е-16А-0-911-(5948| 


Е" = (Г+А) = У СЈАЈ, 
/-0 


А" = (Е – 1) = У С! (- 1)“ ЈЕЈ, 


ДЕ = БА, УЕ = ЕУ = А и др. 


Приведенные формулы следует понимать так, 
что результаты применения операторов правой и 
левой части к функциональным значениям у, 
или / = /(х,) оказываются тождественными. Опе- 
раторы допускают широкие формальные преоб- 
разования (возведение в степень, формула бинома 
и Т. д.). 

Важнейшие формы интерполяционного много- 
члена при равноотстоящих узлах приведены в 
табл. 7.8. 

7.1.2.6.2. Сплайн-интерполяция. Интер- 
поляция на больших отрезках, т.е. с относи- 
тельно большим количеством узловых точек, имеет 
дополнительные трудности. С одной стороны, при 
больших расстояниях между узловыми точками 
точность очень мала, а с другой стороны, интерпо- 
ляционные многочлены высокого порядка на кон- 
цах отрезка значительно колеблются, что сушест- 
венно искажает поведение функции. Это становится 
особенно важным при последуюшем дифференци- 
ровании. 

Отчасти при решении таких задач оказывает 
помощь кусочная интерполяция более низкого по- 
рядка: интерполяция осуществляется по неболь- 
шому количеству узловых точек отрезка и затем 
многочлены объединяют в общую интерполяцион- 
ную функцию. При этом в точках стыковки обычно 
терпит разрыв уже первая производная. 

Для получения интерполяционных формул с 
гладкими производными все возрастающее зна- 
чение получает сплайн-интерполяция. 

Пусть заданы п + 1 узловых точек. Функцию, 
интерполирующую /(х) на [а, Ь], будем искать 
теперь не среди многочленов Р,(х), а среди так 
называемых сплайн-функций 5,(х) степени К. 

Пусть К, — система узловых точек (узлов) а = 
= Хо <х, <...< х, = Б. Функция 5,(х) называ- 
ется сплайн-функцией степени К>0 на К, если 


а) 5, (хје СК“! Га, Б]; 

б) 8; (х) — многочлен степени не больше К при 
хе|х)- 1 ху]. 

Множество сплайн-функций на К, обозначается 
5, (КА). Д 

Сплайн-функция 5,(х)є5,(К,) называется ин- 
терполируюшей сплайн-функцией, если 


5,(х) = у, = Ј (х) (=0, 1,..., п). 


В приложениях часто бывает достаточно 
выбрать К = 3 и применить так называемую куби- 
ческую сплайн-интерполяцию. Обозначим 


$з (х) = 5(х), 
(=0, 1, 2; ј = 0, 1,..., п). 


ћу = Хх} -- Хі-і» 


5) = 59 (х)) 


ВЕЕР АНИ 


Ньютон (равноотстоящие опорные точки). х = хо + ІЙ, 


Л (х) = Ло + СА) + СА?) +... 








Таблица 7. 


+ СҮМ Ју + СУ ре (в); 


х = ха — 5Й, 


Јбод=ј — СУј, + СУ... + (- 0)" СУ" у, + (ПС ји (6), 





Гаусс, Т: х = х +1, 


Јбојеј; + С! 61+ из + С262 у, + СЗ +153 [+112 + СЪ 198 +. 


Гаусс, П. 


+ Сека! Л" 1} (5); 


Јо) =Л + С:6Л- из + С1+ 162], + Съ? ц + Съ +... + Св“! гето (6) 


А, = В, = п/2, если п четно; А, = (и – 1)/2 и В, = (и + 1)/2, если п нечетно. 


1 
Бессель. (ил. = 5 (БК + ал) Х-х КІ), пе 2 + 1, 





. й г- (1/2) _ г — (1/2 
Р(х) = Х, + А + 1/2 + С? (ызла + — и ) лал) + С“. СИ + ел. + 2. 
й 1-(1/2) др + 
С (ме, иж ве, а) + Стив уте (8 


Эверетт: (п = 27 + 1, 8-1-1, х= х +, 
Ј ($) -5/, + СЗ, 162]; + С5,,6“/, +.. 


1 
Стирлинг: (њим, => (5 аи +87, г) х= х; +, 


+ Да + СЗ, 16? ШЕТ + СЗ ба + + Студ! "т (6). 


г 
(х) = лк С. 7 +5 82 г) + С (но + + 22 +. + остаточный член 


(Эта формула получается как среднее арифметическое обеих формул Гаусса. Так же определяют остаточный член!) 


Так как 5(х) на каждом частичном сегменте 
есть многочлен степени не выше третьей, то для 
хе[хј-1, Х/| 
х-х); 


1, 


Ј 


Х-Х/-1 


Л, 


7 


5" (х) = –57.1 





+ 52 
и, следовательно, 


5(х) = —57-1 хх) 239 52 хи. Хр 


+ сих + сю. 
би, би, мин 


Здесь 52, сл, Со неизвестны для ј = 1, 2, ..., и. 
Последние исключаются в силу требования 
8(х) = Ур 
3 
х- х) 
2 (Х-х, 
8(Х) = — 5, == + 
? бЛ 


(х-х,- 1) (2 578) 
6, ћ 6 уга 


а _ 87-10) 
- Е - т. (х= х). (7.1) 


Дифференцируя эту функцию и учитывая, что 
5' (х) на всем отрезке и, в частности, в узлах должна 
быть непрерывна, окончательно получаем систему 
уравнений 





ЧЛ н, 

2 ) 2“) ј+1 2 ј+1 

53-1 675 та Ин 6 = 

«дат ИА (1,2,/2н-1) (72) 
ћ 41 Л) 

относительно п + 1 неизвестных 52, 82, ..., 52. 


Для однозначного их определения в зависимости 
от решаемой задачи добавляются еше два уравнения. 
Нормальный случай (М): 


за = уд = (хо), 5 = у = ' (х,). 


Периодический случай (Р) (т.е. /(х + 
+ (ха — Хо)) = Ј (х)): 


2 2 2. 2 
50 = 5, 51 5,1. 


Заданное 
цах (К): 


сглаживанис на грани- 


2 2 2 2 
50 = 351, Н5,-1 = За. 

Система уравнений (7.2) в названных случаях 
видоизменяется следуюшим образом. 

Случай (№). Добавляются два уравнения: 





ћ ћ у у 
2 1 271 1 0 , 
50 = + 81 — = — — уо, 
0 3 1 6 ћ, Уо 
п п У: Ун-1 
82. — + 52 --350-101-2---0 ур 
6 3 р, у 


Случай (Р) Первое уравнение заменяется на 





ћ +Й ћ ћ - - 
52 1 2 52 2 {52 то. У2 У! _ У! — Уо 
3 6 6 Л» ћ, 
и добавляется новое уравнение: 
ћ Л, пъ + ћ - у, а — Уу- 
в тр У" _ У у 1. 
6 6 3 л, Л, 
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Случай (К). Первое и последнее уравнения 
заменяются соответственно на 


52 (1 + ^/2) Һ; + ћ, 42 Л: 2 У? — У! Уі — Уо 
1----------- = 0. 2 





3 6 ћ; ћ о 
р, Ва + (1 + 1/2) Ва 
522 е + 321 = 
— Уһ — Уп-1 2 Уп-1 — Уп-2 
һ, һ,-1і | 


Таким образом, система содержит только п- 1 


неизвестных: 52, ..., 52-1. 


Пример 12. Сплайн-интерполяция функции Ј (х) = сіп х, 
п = 4. 

Речь идет о периодическом случае; мы 
(7.2) и случай (Р). 


используем 





(Р): 5? п/3 + 52 п/12 + 52 п/12 = -4/л, 

52 п/12 + 52 п/3 + 52 п/12 = 0, 
02: | 52 л/12 + 53 л/3 + 52 п/12 = 4/п, 
(Р): віп/12--53л/12 + 52 1/3 = 0. 


Матрица системы симметрична. Легко получить, что 


51--12/2, 81-0, 52 = 12/д?, 52 = 52 = 0. 
Из формул (7.1) получается сплайн-функция 
(-4/л2) х? + (3/1) х, 0<х<л/2, 
(4/л3)(х- п)? - (3/л)(х – п), л/2 < х <т, 


(а/п?) (х — п)? — (3/т) (х — п), 


п <х< 31/2, 
(— 4/73) (х — 2п) + (3/п) (х — 21), 3л/2<х<2л. 


Важно, что наряду с до сих пор известными 


свойствами интерполируюшая сплайн-функция 
имеет еше два экстремальных свойства: 
1) Среди всех интерполируюших, дважды 


непрерывно дифференцируемых на (а, ђ] функций 
Ф(х) только интерполируюшая сплайн-функция 


степени 3 доставляет функционалу /(0)- 
Ха 

= |(ф" (х))? 4х минимум, т. е. 
Хо 


е 


Б 
Из” (х)? ах < |(” (х)? ах 
для всех функций Ф (х) таких, что Ф (х;) = у} 
2) Для всех 8(х)в 53(К,) и дважды непрерывно 
дифференцируемых функций / таких, что /(х)) = у, 
справедливо соотношение 


Ь 
| (Р(х) – (х)? ах < | (700) – 5 (9) ах, 
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причем равенство возможно только для интерполи- 
руюшей сплайн-функции: 


$ (х) = 5 (х). 

Свойство 1), по сушеству, означает, что кривизна 
интерполируюшей кривой является минимальной — 
свойство, которое приближенно реализуется упру- 
гой линейкой (английское «зрИпе»), закрепленной 
в узлах интерполяции. Такова механическая интер- 
претация сплайн-интерполяции. 

7.1.2.7. Приближенное вычисление нитегралов. 
Под этой задачей понимают (приближенное) вы- 
числение значения определенного интеграла 


Ь 
ү/(х)4х при условии, что известны отдельные 
а 


значения подынтегральной функции и некоторые 
ее общие свойства. Будем далее предполагать, что 
Ј (х) — (кусочно) непрерывная функция. 

Формулы среднего значения. По 
теореме о среднем значении интегрального исчисле- 
ния (см. 3.1.7.2) имеем 
Ь 
ЇГ(х)4х + (В —а)ј (5), а<%<Ь, т«/(5«М, 
а 
где т — наименьшее, а М — наибольшее значения 
функции / (х) на отрезке (а, Ь]. 

На этой теореме базируется следующий об- 
щий принцип. Пусть на [а, ђ] заданы п + 1 узловых 
точек а = хо < ху <... < х, = В, в которых известны 
значения подынтегральной функции уҳ == /(х) 
(К = 0, 1, ..., и). Если М (уо, уз, ..., Уи) есть какое- 
нибудь из средних значений, образованное из 


Уо, Уз .... У: тіп УМ (уо, ..., У) < тах у, 
шо, ..,пП =0,...,п 


то, полагая } (5) = М (уо, ..., У„), получаем фор- 
мулу среднего значения: 


ГГодах =(Ь - а) М(уо, уь, ..., у} + К, [Л] = 


= Л. [71+ в, Л} 


где К, [7] – погрешность интегрирования. 

Для практических целей целесообразно нало- 
жить некоторые дополнительные требования: 

а) Функция М (уо, ..., ун) должна быть линейной: 


М (ауо + 820 у! + В21, „.., Фу, + В2,) = 


= ӨМ (уо, Уі», ---, уһ) + ВМ (20, 21, ..., 28) 
Тогда 
(ој (х) + Ва (х)) ах = 
= ај, [7] + ВЈ [9] + ок, [Л] + ВК, [9] = 
| = ало) а + ВЈабдах 
б) Для надлежаще выбранного семейства 


функций (1, (х)}, 20 должны выполняться равенства 
В, [№к] =0, К < и. т.е. для этих функций формула 
среднего значения должна быть точной. 

Оба требования могут быть одновременно 
выполнены, если использовать взвешенное сред- 
нее арифметическое: 


п -1 п 
М (уо, Уг.» У) = (7 2 У Род» Р: > 0. 


кіш 0 1 = 0 
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Названия: п = 1, формула трапеции, 
п = 2, формула парабол (Симпсона), 
п = 3, формула Ньютона. 


Согласно этому определению, в формуле оста- 
ется еше свобода выбора, а именно: число опорных 
точек, расположение опорных точек, выбор весов. 
Погрешность интегрирования К„| | существенно 
зависит от этого выбора. 

Целое семейство формул среднего значения 
возникает при интегрировании вместо /(х) интер- 
поляционного многочлена Лагранжа Г, (х): 





рас 


7" (х — хо) ЭР 


При равноотстоящих узловых точках полу- . 


чаются формулы, называемые формулами Ньюто- 
на — Котеса (табл. 7.9): 


п 


ев + ВАС 
ј=о 





| 1(х)4х,- 


Ь- 
р. ты й = =, 


ј=о 





Замечаниа. 1) Выигрыш точности, достигае- 
мый при повышении порадка, частично умень- 


Таблица 7. 


а 
ле (е) 


345 а 
77 (9 


ви? (6) 
945 (5) _ 


27587 це) 
12096 (5) 


9,9 
ЕСТЕМЕС 


818389 в 
1323 | 357 18:00:75 © 


хос <х,»,, 





шается вследствие одновременного увеличения 
погрешности метода, так что для больших про- 
межутков обычно выбирают п < 7. Чаще интегри- 
рование осуществляется по формулам невысокого 
порядка для частичных отрезков. В качестве при- 
мера приведем формулу Симпсона: 


х= а +), ј=0, 1,..., 2М, й = (6 — а) (2М), 


| ћ 


= = (Уо + 4ул + 2у + 4уз +... + Аугм—1 + у2м) — 


һ5 
- 907 00 аФЕ<ћ. 


2) Формулы для п= 2 и п=>2 + 1 имеют 
погрешности одного порядка. Позгому при задан- 
ном числе точек эти формулы часто бывает удобным 
комбинировать. 


(габл 710) 


2 

г ју 
Пример 13 Вычисление 102 = | бХ 
ЈОХ 
1 


Формулы Ньютона — Котеса характеризуются 
тем, что они точно интегрируют многочлен степени 
п. Можно показать, что этим требованием веса р» 
определяются однозначно. 

Вообще формулы интегрирования, для кото- 
рых К, [х"] =0 для 0<т<пи А, [х] 5 0, на- 
зываются формулами порядка п. 
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52 
р 3, 
1,000000 
0,909091 







0,833333 











0,769231 
0,714286 


0,666667 
0,625000 


0,588235 
0,555556 , 
0,526316 


5.200000 Ш 
манан 

Если узловые точки или, может быть, их число 
не заданы с самого начала, то можно попытаться 
определить веса и узловые точки таким образом, 
чтобы получалась формула как можно большего 
порядка. Это приводит к так называемой квадра- 
туре Гаусса. 

Квадратура Гаусса. Если и (х) – положи- 
тельная весовая функция, то всегда можно опреде- 


лить коэффициенты А, и узловые точки Ха 
(і = 1, 2,..., п) так, чтобы 





| (2п) г 
= УЛС + Ға (п, (х))? · и (х) ах, 


Ка (х) = (х ши Хъл) (х ши Хоп) ... (х на Хип), 


а< х1, < Хә <... < ха < В, а< Е <}. 
Формула имеет порядок, равный 2и — 1: 
а) Узловые точки х;, являются корнями много- 
члена степени п из семейства (Р,(х)|, 50 многочле- 
нов, получаемых ортогонализацией семейства 


{х*), = относительно м (х) (см. 7.1.2.5.1): 


[ Р, (х) Р; (х) и (х) ах = 0 при і > ]. 


6) Веса А;, вычисляются интегрированием соот- 
ветствуюших многочленов Лагранжа: 


Аһ = [ Га (х) м (х) ах. 








1 
4 
1 1 0,182321 -4 3 
3 
0,336471 1 
0,405462 


1 
0,470002 
0,530624 
НЕЧ 
0,693138 
| 


0,587781 








Таблица 7.10 







4 
0,095311 1 










Особые случаи (не ограничивая обшности, 
полагаем а = -1, Б = 1). 

Формула Гаусса — Лежандра 
и (х) = 1, Р,(х)- многочлены 


(табл. 7.11): 
Лежандра (см. 


Таблица 7.11 


0,5773503 
— 0,5773503 


0,7745967 0,5555556 
0 0,8888889 
—0,7745967 0,5555556 


0,8611363 
0,3399810 
—0,3399810 
— 0,8611363 


0,3478548 
0,6521452 
0,6521452 
0,3478548 


0,9061798 0,2369269 
0,5384693 0,4786287 
0 0,5688889 
-0,5384693 0,4786287 
-0,9061798 0,2369269 


0,9324700 
0,6612094 
0,2386192 
-0,2386192 
-0,6612094 
-0,9324700 


0,1713245 
0,3607616 
0,4679139 
0,4679139 
0,3607616 
0,1713245 
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7.1.2.5.1, а также 3.3.1.3.4): 
4. 2(1- х2) 
ын п? (Р,- 1 (ха)? | 


ЈЕ х _ 25 Тш 
| (п 007455 + (бнуу 


Пример 14. Квадрагура Гаусса — Лежандра: 


4/2 


Ј= | зтга, п-2 
0 


Преобразуем промежуток ингегрирования к отрезку 
[-1, 1): 


1 


-1 


2(1-1/3) 
4 13 


„Гл 1 ШЕ: 1 
51 1: ( - 15) = 0,32589, $11 БІ + 13) = 0,94541, 


Ај; = = Аз = 1, 


25 24.д 
ТО 32589 + 0,94541) + “87243745 “р -(6 + Је 
Л 
= 0,99848 + 25 зва т, 0<т< 2 


Фактическая ошибка составляет — 0,00152 Это хороший 
результат для формулы с двумя узловыми точками, что 
подчеркивает значение таких методов интегрирования. 


Формула Гаусса — Чебышева: и (х) = 1/У1 — х?, 
Ра (х) - многочлен Чебышева Т, (х) (см. 7.1.2.5.1), 


Аһ = п/п для всех і; ха = с0$ ((21 — 1) л/(2п)), 


1 а 
Пример 15 Гофул – х?)ах. 
-1 


Если выбрать п = 3, то 2п- 1 = 5 и результат должен 
быть точен: 
Та (х) = 2хТ,(х)- 1, (х) = 2х (2х: — 1) -х = 4Х3 - 3х, 


1 же -- 
Хз = -5 УЗ, Хаз = 0, ха = > ИЗ, 





(известный точный результа г!) 


Квадратуру Гаусса целесообразно применять 
тогда, когда функция аналитична или достаточно 
плотно табулирована. В других случаях можно 
взять не такие точные, но более простые формулы 
Ньютона — Котеса. 

Метод экстраполяции. Линейность 
формул среднего значения делает возможным 
получение улучшенных значений интеграла при 
помощи линейных комбинаций. 


Пусть (709) ах = Ј [Г] + Ко [7] - линейная 


формула интегрирования порядка (п- 1), т.е. 


Ко[х“] =0, 0<Е<п-І1, но А [х"] #0. Тогда 


ШЕ ах = рь [1] + а (742 [1] +307) ІЛ. 


где р= – 1/2" – 1) и а=>2'"/2"— 1), является 
формулой порядка и (т. е. К [х"] = 0). Идея дока- 
зательства для многих методов экстраполяции так 
важна, что ее имеет смысл привести. Пусть, 
например, Ко [х"] = с*', где с — постоянная, не 
зависящая от длины | промежутка интегрирова- 
ния. Тогда, очевидно, Ё [х"] = рс +! + 42с(1/2)"' +! = 
= сі"*!(р + 4/2"). Но при указанном выборе р и 4 
выражение в скобках равно нулю. 

При практическом использовании обычно не 
пользуются формулами, а оперируют с числовыми 
значениями по следующей схеме: 





Простейший случай получаем при п = 1 из 
формулы трапеций: 











п = 2 ) ола лалы) 
һ= 2° (і - 0, 1, ...). 
Имеем 
То = (7 (а) + 700), 
по "(ла а (а+ ==) + ло) 


и т. д. Справедлива формула 
22% 1.-1- П-і,-а 
22: — 1 


согласно которой мы можем по мере надобности 
вычислять значения Ті, К> 0, в последователь- 
ности, указанной в схеме стрелками. 

Можно показать, что и столбцы, и косые строки 
сходятся к значению интеграла. Схему можно 
легко программировать. Так как при этом методе 
погрешности также нарастают с увеличением по- 
рядка величины, то продвигаются самое большее 
до К=7, давая і возможность возрастать до 
тех пор, пока «гнездо» равных чисел в схеме не 
покажет, что в пределах точности вычислений 
метод привел к получению результата. 


Ти = 


510 
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2 
Пример 16. [2 3,059116. 
1 


32 
506 
509 3,055 
5,059 3,259" ту 
307 3,050/7 ть,” 
3087 Сы 000 
54% <. 7 75059086 /«<енез >> 
зави  7-- мет, и 
506 3.05977 
3,0599/6 
3,059 


7.1.2.8. Приближенное дифференцирование. При- 
ближенное определение производных функций 
должно всегда проводиться с особой осторож- 
ностью, так как известно, что дифференцирование 
в противоположность интегрированию сопровож- 
дается «разбалтыванием». 

Пример 17. Функция /(х) = вт (х/Е?), Е > 0, удов- 
летворяет керавенству |/(х)|<Е, но —1/ < Г (х) < Ш 
Если выбрать в очень маленьким, то у мало изменяющейся 


Е 


л 


Рис, 7.2 


функции /(х) производнал будет принимать очень большие 
значения (рис. 7.2). 


Численное дифференцирование. Мы 
исходим из того, что функция / (х) задана конечной 
последовательностью пар значений (х, Л), и ищем 


приближенные значения /, М, |, величин 


Ғе), Л" (са), Г" О), .-. 

Если значения функции в точках сетки х; счи- 
таются точными в пределах точности вычисления, 
то дифференцируют интерполяционные форму- 
лы (см. 7.1.2.6.1). Для выведения соответствуюших 
формул часто пользуются формальным методом 
операторов (см. 7.1.2.6.1). 


ај 
ах |х-х, 
Основная формула: ей? ~ Е, 


52 1/2 5 
== + 4) = 21 ((1+ 5) +5) 


Введем оператор О}; = 





2 
Пример 18. 


7" (х) = 0 = 


1 | 1 1 1 2 


_ 1 (дз _дза 1 ле 5 
- (а 45129 726 


В качестве формулы численного дифференци- 
рования мы применяем конечную частичную 
сумму этого разложения: 

1 11 
2 3 4 

Если значения функции заданы как результаты 
измерений и требуется исследование поведения 
производных, то необходимо численное сглажива- 
ние с последуюшим дифференцированием (см. 
7.1.5). 


Таблица 7.12 


Некоторые важные формулы дифференцирования 

















Оценка 
погрешности 


Формула 
(у = у (ЈА), уулс у (ЈА) ) 







1 
—— ћ2у—... 
6 Уо 


1 
Нур +. 


+30 


1» 
– Вуб--- 











у= 9 (-Зуо +4, — у2) ++. 
уђ= Бур Зу-1- Юуо+18у, —буз +уз) нә. 
жер (/-1-2уо%уі) - 25 зуб +... 
= (руу (-У- 24169-1 Збу, + 16у, – у + уне + 


„1 11 
уб = уз 2уо- Зу +4у; — уз) +15 В +... 


1 


1 
уо = уз (Пу-1- 20уо + бу: +4у; - уз) “р пЗу) +. 


1 1 
и (—13у. _ —420у зур... 
+ 200у, + 15у, — 12 уз + 2у4) 


„ _ | 1 
уо = 5р5 (–У-2 +27-1 —2у1 + У2) та һау. 





т 


1 1 
Уо = 5р3 (— ЗУ-1 + 10% —12у1 +6у; – уз) %% һуб +.. 





7.1.2.9. Дифференциальнье уравнения. 

7.1.2.9.1. Задача решения обыкновен- 
ных дифференциальных уравнений с 
начальными условиями. Имеется большое 
число частных случаев дифференциальных урав- 
нений, которые можно проинтегрировать в конеч- 
ном виде; однако большинство задач с дифферен- 
циальными уравнениями может быть решено только 
численно. Простейшим методом является метод 
ломаной Эйлера, легко реализуемый графически. 


Пример 19. у (х) = Ј(Х, у(х)), у(а) = + 2 


--- 
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Схема вычислений (рис. 7.3): х; =а + іл (і-0, 1,..., М), Для точного решения дифференциального 
У(д-/Да з) = (9 уравнения у (х) = /(х, у(х) в узлах ху справедлива 
формула 
У ==5 + ћу (а) = $ + #7 (хо, у(хо)), 1 
У! = Дъ ул) = (ЕФ, у (ху+1) = у(х) + АЈ (Хр у(ху) + >” (5) һ2, 
уз = у + ћу = ул + А] (ха, уу), х, 6,5 Ха 
шигээ Конечное приближение по методу Эйлера имеет 
У = (хо у) = (2 Фь 1 2 
уза ву + (ж у) (іс0,1,.., М- 1) ‚ _ ВИД уча = у) АЈ (Хр У), так что Е = Њу (5) 
Пример 20. у =ху!3, у(1) = 1. Точное решение: является локальной погрешностью обрыва. По- 


у(х) = ((х° + 23). Результаты по методу Эйлера (см. грешностью обрыва называется погрешность у (х)) - 
— у, возникающая при сложении (аккумуляции) 


. Таблица 713 локальных погрешностей обрыва при некотором 
Результаты вычислений по методу Эйлера 


табл. 7.13). 


фиксированном /. (В смысле 7.1.1 она является 
погрешностью метода бм(х).) Погрешностью ок- 
ругления называется доля погрешности, возни- 
кающая при фактическом проведении вычислений, а 
также вызванная этими округлениями нарастаю- 
щая неустранимая погрешность. 
Одношаговые методы. Если в формуле 
ломаной Эйлера заменить /(х,, у) на более общее 
выражение /(х, у), то возникает общая формула 


одношагового метода: 
Общие понятия. Локальной погрешностью А В 
уча = уу + М(х, Уф, Уо=5 (/ = 0, 1, ...). 
обрыва называется погрешность, которую делают 
при переходе от х; к х+1, если заменяют диф- Вместо дифференциального уравнения решается 
ференциальное уравнение конечным выражением. нелинейное разностное уравнение. 





Таблица 7.14 


Формулы типа Рунге-- Кутта 


Порядок 
ошибки Формула Вспомогательные величины Название 
обрыва 


ј = > (кі + К) к, = 7 (х у), Улучшенная ломаная 
Ку =] (х: +В, у; + АК) 


7-/ (х + я, у; + 3 К ) К, — как указано выше 


К, — как указано выше, Формулы Хойне 


һ һ 
из Цит, при). 


Ку =] (х + Р, у, + 2АК, — АК)) 


К, — как указано выше, 
ћ ћ 
К -Ди+а У 5а), 
28 21 
Кз -о+ 2, У +5 8) 


(к, + 2, + 263 % Ка) К, — как указано выше, Формула Рунге- Кутта 


һ һ 
=] (и + из). 


| ћ ћ 
њу (мр „+ у). 


Ка = у (х; + ћ, у; ЛЕ) 
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Важнейшими одношаговыми методами яв- 
ляются 
Методы типа Рунге — Кутта. Здесь 


Р(х, у) строится как весовое среднее значений 
функции /(х, у) в определенным образом выби- 
раемых точках (х, у) = (бр, п») так, что локальная 
погрешность обрыва имеет порядок выше її. 
Знание порядка локальной погрешности не имеет 
практического значения для прямой оценки факти- 
ческой погрешности обрыва или округления. 
Общие оценки погрешностей другого типа явля- 
ются большей частью также слишком грубыми. 
Поэтому для оценки погрешностей, для управле- 
ния ходом вычислений или в данном случае для 
управления величиной шага (под этим понимают 
зачастую очень выгодное изменение величины 
шага ћ в зависимости от достигнутой точности) 
в настоящее время широко применяют принцип 
Рунге. Пусть погрешность метода имеет поря- 
док К. Приближенное значение у(х), вычисленное 
в точке х с величиной шага |, обозначим через 
У (х, Л), Тогда в точке х = хо + 2пћ имеем (по оп- 
ределению порядка погрешности метода) 


у(х) — У(х, ћ) = Ади“! = А(х — хо) В“, 
у(х) — У(х, 21) ~ Ап(2) = А (х — хо) 21", 
т. е. 
Ү(х, 21) — У (х, №) = А(х- хо) (1 — 28) №, 
и, следовательно, 
Ү(х, 8) – У(х 28) 
2%-1 


у(х) — У(х, №) ~ 


Тем самым погрешность при шаге й выражается 
через приближенные значения при шагах й и 21. 


Одношаговые методы используют для вычисле- 
ния последующего значения у;+, только информа- 
цию из полуинтервала | уд у;+1) и поэтому всегда 
применяются в том случае, если вычисляются 
первые значения (начальная процедура) или если о 
свойствах непрерывности решения известно мало. 
Если кривые решения являются достаточно 
гладкими и известны некоторые начальные зна- 
чения, то точность аппроксимации решения может 
быть увеличена благодаря учету К > 1 предшест- 
вующих значений. 

Многошаговые методы основываются 
на замене дифференциального уравнения 


у(х) — Хх, у(х) = 0, у(а)-5 
при постоянном шаге | разностным уравнением 
К-го порядка 

к 


к 
2. а{9 уд.) _й » Ь у(х, Уа +) = 0, 
јего 


јео 
ар #0, (а)? + (БР)? = 0, 


величины уо = 5, Уу, ..., У.-і являются заданными 
значениями (требуется начальная процедура!). 

Каждый способ этого вида однозначно опре- 
деляется двумя многочленами: 


п=0,1,2,..., 


ра (2) -а(025--арР ,2' 1 +... + аб, 
о; (2) = 5192" + БЮ 21 +... + ђе, 


и поэтому говорят о (р, с)- методе (см. табл. 7.15). 
Если степень многочлена б, меньше степени 
многочлена р,, то говорят о явном (или откры- 
том) методе, а если степени равны, то говорят о 
неявном (закрытом) методе. 


Таблица 7.15 


Важнейшие (р, с)-методъ 


Определение коэффициен тов 


Адамс (К--1, 2,...) явный метод 


к-і 1 1 
жі У (1-2) 


ј=о 


А { 
| 7141-0104-120 


частный случай К = і: с (2) = 1; ломаная Эйлера 


Адамс — Мултон (К = 1, 2,...) неявный метод 


частный случай К =1: с (2) = 5 (1 + 2) правило трапеции 


ә%а(-4) 


ј=о 2 


Нистрем (К - 2, 3,...) явный метод 


к-1 1 1 
ву (1-4) 
ј=о 


2 20 :(2-1) 
» Је = – орка = 


частный случай К=2: с (2) = 22 правило средней точки (центра) 


Хенричи — Милн (к = 2, 3, ...) неявный метод 


к 1 1 
2 У (--) 
1-0 : 


| 


1 
частный случай К = 2: с (2) = + (22 + 42 + 1) метод Милна 
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Замечание. Формулы часто записываются 
при помощи разностей. Пересчет легко осущест- 
вляется по операторным формулам (ср. 7.1.2.6.1): 


А" = 


Ј 
= У си“, А (4-1). 


=0 


Уп+ј = Е 


При помощи явных формул (и + К)-е значение 
вычисляется непосредственно по К предшествую- 
щим значениям у, +к- 1, Ун-к-2» +-> Ут 

Неявные формулы содержат подлежащее вы- 
числению значение у, +; как в линейной, так и в 
нелинейной частях формулы, т. е. 


к . 
аќ уа + = Е (уп+њ Уп+к- 1, .... Ун» Л). 
Часто у,.,. находят при помощи итерационного 
процесса: 
(9 


Уа+к = „Ша Уп + 
ј 00 
о) 1 (- . ; 
п+к — аЮ Е (у 20, у,ла-1,.... Ун» Л), ј = 1, 2, ..., 


у(% задаются как начальные приближения. 

Две формулы с одинаковым порядком ошибки 
можно связать в так называемый метод пред- 
сказания — уточнения, который действует по сле- 
дуюшей схеме: по явной формуле «предсказания» 
вычисляется приближение и подставляется в правую 
сторону неявной формулы «уточнения», которая 
дает улучшенное значение. 


Пример 21. Адамс (К = 4): 


ћ 
Ун+к = Уп+к-1 + эд (957 Оньк-н Ун+к-1) — 


— 59 7 (Хи +к– 2 Уп+к—2) + 


+ 37Ј (хи+к- » Уп+к- 3) - ОЈ (Ха+к- 4, Уһ+к-4)). 


Адамс — Мултон (К = 3): 


ћ 
Ун+к = Уа+к-1 + 54 (нь Ун+к) + 197 (Ха+к- 1» Уһ+к-1) - 


- 57 (Хаък-2, Уп+к-2) + Ј(Ха+к-» Ун+к-з)). 


Обе формулы имеют одинаковый порядок ошибки. 


Сходимость. Приближенный метод называют 








сходящимся порядка р>0, если для всех 
1 
хле [а, 5| шиг Һр. Уп — у (Хал) = А < 0. 
Одношаговый метод является сходяшимся, 
если выполнены следуюшие условия: 
а) величина /(х, у, Л) при хо<х<ху, 


— © <у< + о, 0 < в < < һо как функция трех пере- 
менных является непрерывной; 


б) Хх у О-/(х, у) при хо<х<ху, 
-о<у< + 00, 
в) | / (х, У, ћ) — Л (х, 2, ћ)|< Шу ши 2 |, 1, = сопві, 


при хо ДС х Схм -о <у< +оо, 0 дћ < Ао. 

Из этих трех условий наиболее сушествен- 
ными являются условия а) и б), так как в) выпол- 
няется для рассмотренных методов большей 
частью автоматически, когда дифференциальное 
уравнение имеет однозначное решение. 

(р, О)- метод сходится на Га, Б] равномерно 


(та тах |у, – У (ха) | = 0) 


һ-»0х,е 


тогда и только тогда, когда 


17 ИН Бронштейн, К А. Семендлев 


а) сходится используемая начальная процедура; 

б) все корни многочлена р (2) лежат в замкнутом 
единичном круге (|2|< 1), причем корни 2,, 
| | = 1, являются простыми корнями (корневое 
условие); 

в) выполнено условие аппроксимации р(1) = 0 и 
р’ (1) = (1). 

7.1.2.9.2. Краевые задачи для обыкно- 
венных дифференциальных уравне- 
ний (см. 3.3.1.7). Мы ограничимся линейными 
краевыми задачами вида 


Шу] =г(х), К; [у] = с, (= 1, ...; п), 


где 


Бу] = Уле у® (х), 


% а; УФ (а 


[у] = ) + Бру) 


14(х), (5) — непрерывные на [а, 


А(х) #0 


Каждое решение можно представить в виде 
линейной комбинации: 


у(х) = 


(і = 1,..., и), 


ђ] функции, 


п 
Уо (х) + 2, фу: (х) 

= 
где функции у;(х) являются линейно независи- 
мыми решениями однородного уравнения Г [у] = 0 
(фундаментальная система), а уо (х) — частное ре- 
шение неоднородного уравнения Г [у] =". Если 
эти функции заданы, то коэффициенты 4; вычисля- 
ются из системы линейных уравнений 


у а,К, | Ул = с; – К; [уо] 


ізі 
на этом основывается часто употребляемый метод 
сведения к задаче с начальными значениями. 
Путем подходящего задания начальных значений 
А, из Г[у]ј=о и у (а) = А; (і-1,2,..,п- 1; 
ј = 1, 2,..., п) определяют фундаментальную си- 
стему. Если система краевых (граничных) условий 
содержит по крайней мере одно отдельное гранич- 


п-1 
ное условие К, [у] = У ау (а) = с, то уо также 
јео 


легко может быть вычислено как решение задачи 
с начальными значениями. 


Пример 22. Сведение к задаче с начальными зна- 
чениями: 


Бу] =у+(1+х?)у, г(х)=- 
граничные условия: у(—1) = у(1) =0, —1<х< 1. 
Полагаем у(х) = у, (х) + чу» (х), где у, удовлетворяет 


первому граничному условию и неоднородному дифферен- 
циальному уравнению: 


Шу] = –ђ ул(–1)=0, у1(-1) = 0, 
Шу] =0, у(-0=0, у(–1) -і. 
Так как у(1) = у; (1) + ау: (1) = 0, то а = – у; (1)/у: (1). 
Вторым важным классом методов являются 
эвристические методы. Пусть М — множество 


решений дифференциального уравнения на по- 
стоянной основной области С функций, т. е. 


М = (у(х)уес и 1[у] ="), 


и пусть М = (у(х)|уес и К, [у] = с} есть мно- 
жество решений граничных уравнений; тогда мно- 
жество решений Г краевой задачи есть пересе- 
чение этих двух множеств: Г= М [\М. 
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Пусть М, с М - множество функций из М, ко- 
торое определяется р параметрами С), С›, ..., С;: 


ы. 
М, = (у|уеМ, у(х) = Ф (х, Сь, ..., С), 


и аналогично 


№ = (у|уел, у(х) = Ф(х, С, ..., Ср}; 
тогда 

для уеМ, [у] = г + Е(Х, С., ..., С,), 

для уеМ, К [у] = с. + 6,(х, С, ..., С,). 


Если теперь потребовать, чтобы в качестве 
приближения для решения краевой задачи была бы 
взята та функция, при которой 

1) значение в (х, С1,..., С,) становится как можно 
меньше, то речь идет о методе областей; 

2) значение $, (х, С}, ..., С,) становится в извест- 
ном смысле минимальным на М,, То говорят о 
краевом методе. 

Такие методы можно применять для решения 
как обыкновенных дифференциальных уравнений, 
так и дифференциальных уравнений с частными 
производными. В случае обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений почти исключительно приме- 
няется метод областей. 

Особенно важным является линейный случай, 
когда в качестве параметрического множества 


М, берется множество всех линейных комбина- 
р 


, С,) = Үүр + У С,м;(х). При 
ј=1 

этом мо удовлетворяет неоднородным граничным 

условиям К; [м] = с, в то время как линейно неза- 

висимые у, (х) удовлетворяют однородным уравне- 

ниям К, [и] = 0. 


ций вида Ф (х, Съ... 


Таблица 7.16 


Важнейшие методы областей 


Требование минимальности 


Название Е (х; Сі, С, ..., Су 


Метод квадратич- 
ной ошибки: ђ 
непрерывный Ге? ах — тіп 
а 
п 


У е2 (х) > тіп; ха, ... 
ігі 


п>р 


дискретный ‚ хге [а, Б], 


Метод Галерки- 
на (метод ортого- 
нализации) 


Гео, (х) ах = 0 


для ј = 1, 2, ..., р 
Го) (х)]5 — линейно независимая 
система непрерывных функций 


Метод частичных | г, < 1, <... <1+1є[а, Б], 
областей ча 
| Е(х С, .. 
Ч 


для :=1,2,..., р 


.. Ср)ах=0 


Метод коллоҝаций | а <, <... <ђе а, Б] (точки кол- 


локации) 


7.1.2.9.3. Разностные методы решения 
краевой задачи для уравнения Пуас- 
сона (на плоскости). Изложение теории и 
практического применения разностных методов для 
обыкновенных дифференциальных уравнений и 
уравнений с частными производными в рамках 
этого справочника невозможно. Поэтому задачи и 
основные идеи рассматриваются на ряде конкрет- 
ных примеров. 

Задача. Пусть 9 есть область на плоскости 
х, у с границей Г. Ищется функция и(х, у), которая 
в О удовлетворяет уравнению Пуассона 


Ди = иу, + иуу = 9 (Х, У). 
Важнейшие краевые задачи: 


1) их, у | (љујег = Ф(Х, у)- 1-я краевая зада- 
ча, задача Дирихле. 


ди(х, у) 


дп (х, у)єг 
дача, задача Неймана. 


ди(х, у) 
дп 
Г — 3-я краевая задача. 
Разностные методы. Рассматривается не 
континуум точек плоскости х, у, а счетное мно- 
жество дискретных точек Ру = (хь у). 
Примеры форм сеток см. на рис. 7.4. 


2) = у (х, у) — 2-я краевая за- 


3) аи(х, у) + Б = х(х, у) для (х, у) на 


Прямоугольная 
моординатная 





АКоординатная сетка 
из параплелограммов 






Кюрбинатная сетка 
из шестиугольной 


(42,00) 
Рис. 7.4 
4 : 
а) 0) 
Рис. 7.5 


Дискретизация задачи. 
1) Область. Если область 0 разместить на 


в (1; Съ С», .... С) = 0 
для і = 1, 2, ..., р 


сетке, то одни точки сетки попадут внутрь области, 
а другие окажутся снаружи ее. Дискретная «область» 
0% состоит из точек сетки, лежащих внутри 
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области ©; точки сетки, ближайшие к границе и 
лежашие либо внутри, либо снаружи (это зависит 
от постановки задачи!) рассматривают как 
точки дискретной границы Г*. В этом случае 
дискретная область 0" -0%()Г% состоит только 
из точек сетки (рис. 7.5, а). Вторая возможность 
заключается в том, что добавляют точки пере- 
сечениа Г с прямыми сетки как нерегулярные 
граничные точки (рис. 7.5, 6). ` 

2) Уравнение. Производные, встречающиеся в 
рассматриваемом дифференциальном уравнении, 
заменяются в каждой точке сетки Ру = (х, у) на 
соответствующие разностные отношения, причем 
локальная погрешность обрыва может быть оце- 


нена (см. 7.1.2.8). Так, например, 
ди 1 
— = ——|—и,. +и + О #2 А 
9% || та г-1,/ + ша, (19) 


Такие конечные выражения называют также моле- 
кулами и пишут их в виде наглядных структурных 


формул. 
Пятиточечные молекулы для оператора Лапласа: 


(1) 
‚(= ФСФ + 002, 
ы 0) 
що 
аи], => С) 
ГА 
У Ө (0) 


+ 0(82) 


(квадратнал сетка). 

3) Граничные условия. Если область © такова, 
что для достаточно простой сетки при соответ- 
ственно выбранном расположении граница Г 
состоит только из сеточных прямых, то краевые 
значения задаются в граничных сеточных точках 
и вводятся в соответствующие молекулы, если 
они включают такие точки. 


Пример 23. Прямоугольники в прямоугольной или 
квадратной сетках. 


Задача Дирихле. В зависимости от того, 
содержит ли область О* только регулярные или 
также нерегулярные точки сетки (см. выше), задан- 
ные граничные данные перерабатываются двумя 
способами: 

а) Определяются краевые значения в регуляр- 
ных граничных точках путем интерполяции из 
заданных значений на границе Г. Тогда имеет 
место представленный выше простой случай 
(рис. 7.6, а). 

6) Непосредственно включаются заданные крае- 
вые значения в нерегулярных точках и приме- 
няются асимметричные молекулы вблизи границы 
(рис. 7.6, 6). 


Пример 24. Уравнение Пуассона в прямоугольнике: 
О = ((х, уујОсх < 41; 0 < у < 38). 
Сетка: (х, у) = (ін, ЈЕ), 
0% = ((; |%)| 0<1<4, 0<]< 3} - регулярная граница. 
Ди (х, у) = Ј (Х, у), и|г = Фф (1-я краевая задача). 


17 * 


ии(9)- 


/ 
“42, (»р(4)-1,4(0)) 


5 ш(5)= 
- 535, (7(4)-7, и(Р)) 







а) 


Исимметричциая 
молекула 


ќоэдициенты 
находятся с помощью 
ряда Тейлара 


0) 


Рис. 7.6 





При применении первой из двух указанных молекул для А 
имеем 


Ол) ОА, + О;-і Оу – 40, = ће Ју 


как дискретный аналог уравнения Пуассона. (Через И; 
здесь обозначено приближение для и(Х, у) = ш) 

Если записать все уравнения, для которых «центральный 
элемент» ш; является внутренней точкой (т.е. і <і<3, 
| << 2), то получим 


Ода + Ол + По + И, – 401 = А211, 
Ил + Оз + Озо + Оз – 403, = ћу, 
Пл + Оа + Озо + Оз: - 4Из: = Ла, 
Оо + И; + Пи + Оз – 4013 = ЛЬ 
12 + Оз + Пл + Озз — 402; =» 
О. + Ол + Из + Иза — 4032 = за: 


Подчеркнутые значения являются заданными краевыми 
значениями и могут быть перенесены в правую сторону. 
Тогда в качестве дискретного аналога поставленной задачи 
получается следующая система линейных уравнений: 


-4 1 0 1 0 о Ола 
1-4 101 0 ТА 
0 1-4 0 01 ом |_ 
100-410) | о; |. 
0 1 0 1-4 ТА 
0.01.0 1-4 ТА 
һу, - Оо, - Ио 
һ2 7, - И; 


ва — Оа — Изо 
ҺА; — Оо - Олз 
В — Озз 

Ва — аз — Озз 


Матрица этой системы демонстрирует все характерные 
признаки матриц, которые возникают при применении 
разностных методов: 

— матрицы, как правило, большие; 

— матрицы симметричны и имеют блочную структуру; 

— матрицы являются разреженными, т. е. они содержат 
много нулей. 
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Для решения систем линейных уравнений с такими 
матрицами применяют обычно итерационныс методы, 
хотя в последнее время разработан ряд прямых методов, 
используюших блочную структуру. Численно эти методы 
часто оказываются выгодными, однако их недостатком 
является отсутствие универсальности. 

Порядок, в котором пробегаются точки сетки при 
проведении итераций, влияет на вид матрицы уравнений 
и имеет тем самым решающее влияние на условия и 
сходимость итерационного процесса. 


7.1.3. РЕАЛИЗАЦИЯ ЧИСЛЕННОЙ 
МОДЕЛИ В ЭЛЕКТРОННЫХ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ МАШИНАХ 


Численный метод еше не является программи- 
руемым алгоритмом, который состоит из отдель- 
ных операций, протекаюших в однозначной последо- 
вательности, обладает определенным началом, а 
также достижимым после конечного числа шагов 
концом и, следовательно, в принципе может быть 
реализован машиной. 

7.1.3.1. Критерин для выбора метода. Для реше- 
ния поставленной задачи имеется, как правило, 
целый ряд методов. 

Выбор определенного метода численного реше- 
ния задачи и его окончательное преобразование в 
программируемый алгоритм всегда представляют 
попытку оптимизации, причем известные исходные 
положения И, и добавочные требования Р, высту- 
пают как дополнительные условия, важнейшими 
из которых являются следующие: 

Исходная информация: 

И — постановка задачи и общие предположе- 
ния о решении; 

Г. — дополнительная информация об исходных 
данных (например, числовая область, специальный 
тип матрицы, вид числового материала и др.); 

Г, — общая структура машины (например, ем- 
кость памяти, время обращения, арифметическое 
устройство, стандартные функции, язык програм- 
мирования и др.); 

И — представление чисел, арифметика, округ- 
ление, точность специальных операций; 

и т. д. 

Требования: 

Е, — специальное требование к выходным дан- 
ным (выводу) (например, целочисленные решения, 
требование точности, выдача промежуточных 
результатов, графическое изображение и др.); 

Е. - степень универсальности (должна ли ре- 
шаться единичная задача, или требуется универ- 


сальное программное обеспечение относительно 
допустимого набора входных данных); 

Ез — минимизация стоимости (времени счета); 

Ед - ограничения памяти. 

Эти условия частично противоречат друг другу, 
и поэтому при попытке их удовлетворения ста- 
раются добиваться определенного оптимума. Для 
этого используют эмпирические правила. 

Основной Принцип выбора метода состоит в 
следующем принципе непосредственного приложе- 
ния: нужно выбирать по возможности метод, 
который решает именно поставленную задачу, а 
не ведет к решению побочно через некоторые под- 
задачи. Классический пример: собственные зна- 
чения не вычисляются как корни характеристи- 
ческого многочлена (см. 7.1.2.2). 

«Математически элегантные» решения зачастую 
являются непросматриваемыми относительно 
распространения погрешностей и устойчивости и 
неблагоприятными численно. 

- Теоретическая сходимость при численной 
реализации не является гарантией вычислитель- 
ной сходимости. С другой стороны, теоретически 
расходящиеся методы могут быть численно 
пригодны. 

- Дополнительная информация о вводе, проме- 
жуточных результатах или выводе должна быть 
по возможности использована полностью, чтобы 
способствовать уменьшению погрешностей (на- 
пример, симметрия, порядок величин, знаки, 
нули и т. д.). 

Важнейшими причинами чрезмерного накоп- 
ления погрешностей являются частое использование 
разностей (что приводит к потере значащих цифр) 
и деления на числа неизвестного порядка величины 
(что ведет к переполнению разрядной сетки); этого 
следует избегать искусной организацией программы. 

7.1.3.2. Методы управления. Каждый практи- 
чески использующийся алгоритм не устанавливает 
однозначно последовательность выполняемых опе- 
раций заранее для любого набора исходных данных. 
Фактический ход процесса определяется параметра- 
ми управления Х,, значения которых вычисляются 
в ходе реализации. В качестве параметров управ- 
ления выступают и промежуточные результаты, и 
некоторые специальные величины (например, 
нормы векторов или матриц, порядки величин, 
число шагов, адреса ячеек памяти, обьем памяти 
и т. п.), Результат анализа величин Х, и управляет 
процессом. 

Таблица 7.17 


Таблица важнейших контрольных вопросов при анализе Х, 


Контрольные вопросы Замечания 


Ху < а? (а- заданное число) 


нуждается в априорной оценке для определения а. Если а = Е при управлении 


обрывом итераций, то 2 не может быть выбрано произвольно малым, иначе 
ошибка округления может исказить обрыв или совсем ему помешать 


|Х,-3Х,-411« 62 


Ху = а? 
Хи < Аһ? (А, — вычисленная константа) 
Ху < Х,-17 


Вычислительное время > Т (Т задано) 


осторожно! При образовании разности сушествует опасность потери точности 
контроль применять только при целочисленных переменных! 

А, определяется апостериорно 

применяется для проверки теоретической монотонности параметра 


Обеспечивает аварийный останов при ненаступлении конца циклического про- 


цесса (например, при отсутствии сходимости итерации) 
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7.1.3.3. Вычисление функций. Арифметическое 
устройство цифровой вычислительной машины, 
как правило, в состоянии выполнить лишь четыре 
основных арифметических действия и элементарные 
логические операции, а в особых случаях также и 
определенные специальные операции, как, например, 
вычисление скалярного произведения или квадрат- 
ного корня. Значения элементарных функций, 
максимум или минимум п чисел, сумма, целая 
часть или знак числа и т. п. определяются при по- 
мощи универсальных подпрограмм (стандартные 
функции). 

Главные методы вычисления функ- 
ций. 

1) Многочлен — схема Горнера. Дей- 
ствительный многочлен 


Р(х) = ао + ах +... + ах" 


характеризуется в ЭВМ вектором (ао, 41, ..., а,; п). 
Полная схема Горнера содержит все операции, вы- 
полняемые при вычислении значения многочлена 
и его производных при заданном значении аргу- 
мента х = хо: 


0 о 0 о (0 
ад) ад) а0,.. ар ар 


- | Ходћ . хо? хоад) 


Хх = Хо 
а) аб) ау... ар 


2 2 2) 
Қр ход) ха?) ... хоаб 
~ 0 ———00__о_—к—к—кЖкщкЖ—Ж—щ—Ш—Ш—Ш—Ш—Ш—Ю——Ь—ь 
ад) а) ад, .. | аб | 
- хоад) ... 
Х Хо -— 
а ... | а) | 
хм 
а +1) 





Общее правило: ай = ар“ !) + хоара, 


ј = 1, 2,...,п+ 1; К-п,п-і1,...,)-І. 





а, = 0, і-1,2,..,т +1; 


409) = ар, К =н, п— 1,...,0. А 


Пример 25. хо = —1, 
Р(х) = 2х* + х – х +1. 


2 10-11 
2212-21-12 
27—05 -1г -2р| 
12-123 -4 
х 2-341-6| 

-2 5 
ха 12-5] 
-1 -2 

5 21-7| 


Частные случаи. 
а) Выделение линейного множителя: 


Р(х): (х — хо) ва? ха > +... +а + 


ад) 


х- № 


Пример 26. 


3 
4 3. : = 3- 2 - --- 4. 
(2х + х? - х + 1): х+ 1) = 2х — х +х 2%--- 


6) Значение функции в точке х = Хо: 
Р, (хо) = 460; 2( 16 + (– 1 –(-1) + 123. 
в) Значенил производних в точке Х = Хо: 
Ра (хо) = а), 
Ру (хо) = 2!а9), 


РО (х) = пай) = па, 


г) Разложение Тейлора в точке х = хо: 


Р,(х) = ар) + а? (х — хо) +... +а 0 (х — хо). 


Пример 27. 
2х% + х7–х + 1=3— 6(х + 1) + 9(х + 1): — 
— 7(х + 1)3 + 2 (х + 1)4. 


2) Разложение в ряд. Разложения в ряд 
для представления констант или функций являют- 
ся общеизвесгными (см. 3.1.14.2 и 3.1.14.5). 
Вопрос о сходимости рядов с числовой точки зрения 
имеет второстепенное значение. Разложение в ряд 
является численно пригодным, если ошибка обрыва 
при достаточно малом числе членов является 
настолько малой, что численный результат в ма- 
шинном представлении оказывается точным 
(при этом сам ряд может даже расходиться!). 
Требуемая здесь универсальность представления 
означает, что для всей области определения пред- 
ставляемой функции значения функции должны 
быть представлены с машинной точностью. Этого 
достигают при помощи разложения в единичных 
случаях. 

К быстро сходящимся рядам относятся раз- 
ложения Тейлора для е“, ѕіп х, сов х, ѕһх и др. 
Рассмотрим, например, разложение для біп х: 

со 
зтх = У (—1)х2/*1/(27 + 1). 


ј=о 


В этом случае рад знакопеременный, и поэтому 
ошибка обрыва К,(х) по величине не больше, 
чем первое отброшенное слагаемое. Для того 
чтобы вычислить у = біп х для всех х с требуемой 
точностью, достаточно в силу периодичности и 
монотонности функции на отрезке 0<х<л/2 
оценить ошибку обрыва только при х= л/2: 
| >; (п/2) | < (т/2)4%1/(2) + 1)!; если требуется вы- 
числить ѕіп х с точностью до восьмого знака, то 
нужно взять ј = 7, так как (л/2)12/151 < 8. 10719, 

Внимание! Оценка ошибки, согласно теореме 
о знакопеременных рядах, может оказаться чис- 
ленно неправильной, так как ошибки округления 
ведут себя не знакопеременно! 

Ускорение сходимости (примеры). 

1 Преобразование Эйлера. Используя 
операторную формулу (см. 7.1.2.6.1) 


со 


г А 
-1 _ Сау 
(1 + Е) - 94 1) 24%1> 


:=0 
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получим 


Уо — У! + Уат уз +... 
1 1 1 
= 5% — 4 Ауо + А - 


Рассмотрим в качестве примера один из способов 
1 
вычисления п. Из разложения агсїйх “-х--ұх +... сле- 


дует 1/4 -әгсіі-1-1/3--1/5-1/7-... Этот ряд схо- 
дится очень медленно (для точности до четвертого знака 
требуется теоретически около 10000 членов; практически 
ошибки округления при этом уже испортят результат!). 
При применении вышеупомянутого преобразования (после 
отделения ведущих членов) нужный результат получают зна- 
чительно быстрей: 


1 1/3 + 1/5 —... – 


1/19 = 0,76046. 





1/21 — 1/23 + 1/25 - 1/27 + 1/29 = 
= 0,02381 + 0,00104 + 0,00008 + 0,00001 = 0,02494, 





х/4 = 0,76046 + 0,02494 = 0,7854. 
2) Использование специальных 
СВОЙСТВ. 
т 1 1 
а) Теоремы сложения: 2- 2 агсір = + агсір 7 + 
1 
+ 2 агсір 3: 

6) Специальные преобразования: посредством 
соотношения (1 + х)/(1 — х) = р2/(р2 — 1) из фор- 
мулы 

1 | + х | 1 
21 - — + — хз +... 
5 Г; х + 3 х + 5 х 


получаем, что 


ТВ -1) + шщ(р + о + 


1 1 
|“ шэн 


Если р> 2 – простое число, то (р + 1) четно и 
Іп р является суммой логарифмов целых чисел, 
меньших р, и быстро сходящегося ряда. 


| 3 1 1 
Пример 28. 113 2+ (+ 51+) 


3) Метод выделения. Находим разложение 
данного, медленно сходящегося ряда по схеме: 


медленно сходяшийся | _ 
ряд Е 


_ [ряд с известной + быстро сходящийся 
— суммой ряд | 
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Пример 29. 


т УУ дате 


7.1.4. НОМОГРАФИЯ 
И ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ ЛИНЕЙКА 


“Уран пи? + 1) 


Повсюду там, где физико-технические пара- 
метры выступают в многообразных связях и 
зависимостях и где из числовых значений некото- 
рых величин должны быть быстро определены 
одна или несколько других величин без предъявле- 
ния слишком высоких требований к точности, 
используются номографические вспомогательные 
средства, к которым в первую очередь можно 
отнести широко используемое вычислительное 
устройство — счетную линейку. 

7.1.4.1. Соотношения между двумя перемен- 
ными — функциональные шкалы. Пусть на отрезке 


ММ установлена начальная точка А, из которой 


вдоль ММ в определенном направлении откла- 


дывается единичный отрезок АЕ = е. Пусть 
у= } (х) для а<х<»Ь является монотонной 
функцией. Если из точки А откладывают ориен- 
тированный отрезок т, = е, / (х) с конечной точкой 
Р, (индекс должен напоминать обозначение неза- 
висимого переменного), то получают взаимно 
однозначное и определенное данной функцией 
у(х) соответствие между числами х и точками Р, 


носителя шкалы ММ. 

Если у точки Р, для подходящим образом 
выбранной равноотстоящей последовательности 
аргументов 

х= х= а “ій 


помещают отметку аргумента х, то получают 


т (с) 
Ят) 
Рис. 7.7 


шкалу функции, или функциональную шкалу 
(рис. 7.7). 

По определению к А и Е соответственно 
относят значения аргумента х, и х., для которых 
Ј(ха) = 0 и у(х.) = 1. Можно разбить шкалу на 
части, вдоль которых выбираются по мере надоб- 


ности различные значения шага аргумента. 


Пример 30. /(х) = х?, 0<х<6 (рис. 7.8). 


01 2 3 4 5 6 


АЕ Р, | 
© 


12 





Рис 7.8 


При применении функциональных шкал для 
оси х кривые, являюшиеся графиками данных функ- 
ций, спрямляются (рис. 7.9). 
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7.1.4.2. Логарифмическая (счетная) линейка. 
Если расположить три шкалы функций относи- 
тельно друг друга так, чтобы одна из них была сме- 
шена относительно двух других, то сложение 


аты” 


2 


Рис. 7.10 


отрезков будет реализовывать определенное функ- 
циональное соотношение между тремя перемен- 
ными (рис. 7.10): 


т, = т, + ту е.й(2) = е./(х) + (0) 
в) = у(х) + 290), (9) = а/ (х) + Ба). 


Последнее соотношение называется ключевым 
ұравнением. 

Каждое уравнение Ғ (х, у, 2) - 0, которое может 
быть приведено к такому виду (а, ђ — действитель- 
ные числа; /(х) и 9(у) — функции от х, соответ- 
ственно у), реализуется на соответствующей 
счетной линейке. 


Пример 31. Счетная линейка для расчета полного 
сопротивления двух параллельно расположенных провод- 
ников (рис. 7.11). 


6,7 
2 ! 2 1 мо 1.1 
| Ё 56 
21 1/2 18 4 А, | 
№ = 782 -р-4 
беја 58 
Рис. 7.11 
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| 
а. е=/, ит 
Я из 
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Рис. 7.12 





Логарифмическая (счетная) линейка (рис. 7.12). 
Шкалы А, К, С размещены на движке и, таким об- 
разом, подвижны относительно других шкал. 
Установление соответствия между делениями раз- 
личных шкал становится возможным, даже когда 
применяемые шкалы не лежат в непосредственной 
близости, благодаря бегунку, расположенному 
подвижно относительно всех шкал. 


Пример 32. Что можно вычислить с тремя заданными 
шкалами установкой движка? 


(р) - (С) – (В) 2 


Мах + Шву = 5 16 2, 
1 
Ех +12у = > 152, 


18 (ху) = 18/22 = х2у?; 


1, 
Зцх- ГВу-з 182, 


ву! хаган Ухљу-з; 
1, 1 


1 
Их. 10 
И Т.Д. 


И без того большое многообразие возможностей 
может быть еше значительно увеличено, если учи- 
тывать многократные перемешения. Это обстоя- 
тельство и простота употребления обьясняют 
большое распространение счетной линейки. 

7.1.4.3. Номограммы точек на прямых и сетчатые 
номограммы. Для представления функции г = / (х, у) 
номографическим способом в плоскости без 
вспомогательных технических средств имеются 
две возможности. 

1 Номограммы из выравненных 
точек. Точкам трех несущих кривых ставят в 
соответствие три переменные х, у и 2. Зна- 
чения переменных х, у и 2 считаются соответ- 
ствующими, если отвечающие им точки на носите- 
лях Р,,Р, и Р, расположены на прямой (рис. 7.13). 


ух + у = — 182-02 = 





9 
~~~ 
~ 
~ 
67%. 
А УУ 
~ 
4 
Рис. 7.13 Рис. 7.14 


Специальному расположению носителей всегда 
отвечает соответствуюшая форма соотношения 
Е (х, у, 2) = 0, представляемая номограммой. Это 
соотношение называется ключевым уравнением. 

Главные формы номограмм из выравненных 
точек с прямолинейными носителями: 


а) (т. - т,):а = (т, — т,):ђ (рис. 7.14), 
ат, + ӛт, 


, 


Бт,- ӛт, = ат, — ат, т. = 
2 х у , 2 а45 
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(Эта номограмма является, таким образом, 
практически эквивалентой логарифмической ли- 
нейке.) 





б) т: т, = (ре. — т,): т. (рис. 7.15), 

















7 Қ” 





1 1 . 
в) > тту --, т.т, ѕіп а + > тут, зш В 


(рис. 7.16), 





Рис. 7.16 


2) Сетчатые номограммы. Пусть на 
плоскости в декартовой системе координат (и, 5) 
заданы три семейства кривых с параметрами 
семейств х, у, 2. Если кривые семейств, соответ- 
ствующие значениям х, уи 2, пересекаются в одной 
точке, то эти значения параметров в силу соотно- 
шения Е (х, у, г) = 0 рассматриваются как соответ- 
ствующие друг другу. 

Здесь каждой форме — сетчатой номограмме — 
соответствует определенное ключевое уравнение. 

Примеры с двумя осепараллельными семей- 
ствами: 


ЭЛЕМЕНТЫ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 


а) ту:т, + ту: т; сіва = 1 (рис. 7.17), 


ту + тва = ,, 


п(2) = со (у) + аХ(х) ва. 






“ОМ 
ОМ 


Рис. 7 17 





(Таким образом, этот вид номограммы также 
эквивалентен счетной линеике.) 





(= 


Рис. 7.18 


б) т.: т, = 9(у) (рис. 7.18), 


7.1.5. ОБРАБОТКА ЭМПИРИЧЕСКОГО 
ЧИСЛОВОГО МАТЕРИАЛА 


Пример 33. При постоянном напряжении 1 В в зави- 
симости от повышения сопротивления АК от № = 1 Ом 
измеряется сила тока Г: ‘ 





0,833 0,667 0,540 0,400 0,333 0,286 0,250 0,222 


Какой вид имеет по возможности простая функ- 
ция 1 = І(АК), наилучшим образом описывающая 
эгу зависимость? 

Так как числа как измеренные значения всегда 
содержат случайные погрешности, то нельзя ожи- 
дать, что интерполирующая функция (см. 7.1.2.6.1) 
решает задачу наилучшим образом! Более того, 
желательно провести по измеренным точкам такую 
кривую, чтобы некоторая заданная мера для откло- 
нений оказалась минимальной. 

Последняя задача является основной задачей 
выравнивания (сглаживания) результатов измере- 
ний — вывода эмпирических формул. 
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Пусть задано множество Е (ац, аҙ, ..., а,) функ- 
ций /(х; а1, ..., а.) и множество пар действитель- 
ных чисел (Хр Ум, М > п. Ищется такая функция 
Р(х; ал, ..., д.) ЕЕ, для которой 


р(/(х)- у) < (7 (х) - у) 


для всех је Е. Здесь р является некоторой извест- 
ной мерой отклонений 


е-/(х)- У 
и тем самым описывает принцип ( критерий) выравни- 
вания. 

Внимание! Мы занимаемся только решением 
этой задачи. Обоснование применения того или 
иного критерия выравнивания дается статисти- 
кой (см. 5.2.2.2). 

7.1.5.1. Метод наименьших квадратов. Этот 
принцип выравнивания был разработан Гаус- 
сом и применялся с болышим успехом в обыден- 
ных и астрономических измерениях. Критерий вы- 
равнивания имеет вид 

М 


2. (7) - у). 


ісі 


Риш (Х (х;) — м) = 


Если погрешности е; подчиняются нормальному 
распределению, то этот критерий может рас- 
сматриваться как статистический (принцип макси- 
мального правдоподобия; см. 5.2.2). 

Для простоты будем считать, что параметры 


а (і = 1, 2,..., п) входят в ј линейно, т. е. 
Р(х; ац, а», ..., 4.) = 
= а: Л! (х) + а (х) +... + а, (х). 
Тогда 
М п 
=? д, У г |7304); 


необходимым условием экстремума р являются 
равенства 


п 


М М 
5 ак У, А(х) (а) = У, я) 


При использовании способа Гаусса записи сум- 
мирования 


М 
у Жо) 


1-1 


= [70] 


эти нормальные уравнения принимают вид 


2 ак [Ль (х) Л, (х)] = [у 00]  0#1,2,...,п) 
к=1 
Частный случай Ду(х) =х! (К = 1, 2,..., п) 
приводит к сглаживающему многочлену, и нор- 
мальные уравнения принимают вид 
У а, [х2] = [ух 71] (ј = 1, 2,..., п). 


к= 1 


На практике используют минимальное, на- 
сколько возможно, число параметров. 


Для этого сначала визуально проверяют, лежат 
ли точки измерения, например, вблизи функции — 
константы, прямой у = ах + Б, параболы и т. д., 
и в соответствии с этим используют то или иное 
предположение. 

71511. Выравнивание непосредст- 
венных наблюдений. Если известно, что при 
измерении у, і = 1, ..., М, речь идет о значениях 
теоретически постоянной величины; или из графи- 
ческого изображения вытекает соответствуюшее 
предположение, то значение этой константы 
может быть приблизительно определено путем 
выравнивания значений измерений. Эта постоян- 
ная у называется средним значением измерений. 
Согласно 7.1.5.1 получаем единственное нормаль- 
ное уравнение 


Видно, что среднее арифметическое наблюдений 
какой-либо величины выравнивает эту величин у 
согласно методу наименьших квадратов. 

Если 0; = у — у; обозначает случайную погреш- 
ность, то [19] принимает минимальное значение для 


= 0] и [0] =. 


Величину т = 21. 


грешностью отдельного у;; отношение т, = т/ үх 
называется средней погрешностью среднего 
применяется в записи результата измерений в 
виде у= у + т). 

7.1.5.1.2. Выравнивание прямыми у = 
= а + Бх. Необходимым и достаточным условием 
того, чтобы точки измерения М, (х;, у;) лежали на 
прямой, является пропорциональность первых 
разностей х и у, т. е. Ду; /А х; = сопзі. 

Если это соотношение приближенно выпол- 
няется, то прямую у = а + Бх можно рассматри- 
вать как кривую выравнивания. 

Коэффициенты прямой удовлетворяют, соглас- 
но 7.1.5.1, двум нормальным уравнениям: 


ам + ђ[х] = [у], а [х] +Ь[х?] = [ху], 


называют средней по- 


откуда 
“УИХ – [у] р МУ] - 11 
М [х*] – ([хју | М [х2] – ([хју | 
(Правило Крамера, см. 2.4.4.3.3.) 


Пример 34. 
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Четвертое значение измерения явно выделяется из 
рамок кажущейся линейной зависимости, что указывает 
либо на закономерное дополнительное влияние, либо на 
побочную ошибку измерения. Если с уверенностью можно 
сказать, что имеет место последиее, то это значение 
опускают, в противном случае оно должно учитываться. 
Выравнивание при помощи прямой дает следующий 
результат: а = —0,409, Б = 2,053; следовательно, у= 
= 2,053х — 0,409. 


Линеаризация. Если данные измерения 
приблизительно удовлетворяют уравнению вида 


ајЈ (х) + Ь19 (у) = 0, 
то может быть построена линейная связь путем 
преобразования Х = /(х), У = д (у) и, следовательно, 
может иметь место выравнивание (следует срав- 
нить также с процессом спрямления, см. 7.1.4.1). 


Пример 35 (см. пример 33). Если точки измерения 
нанести на график, то получают гиперболическую кривую, 
и можно предположить, что верно соотношение у = 1Да + Бх). 
Положив Х =хи У = 1/у, получим линеаризованную форму 
У = а + БХ. 


7.1.5.1.3. Параболическое выравнива- 
ние 
у = ах? + Бх + с. 
Характеристическая величина: 
А (Ау;/Ах,) 
Ха2 — м 


= СОПЅЇ, 


т. е. вторые разделенные разности должны быть 
постоянными. 
Нормальные уравнения: 


см + Бру] ара) = 00 
с[х] + 5 [х2] + а[х7] = [ху], 
с [х2] + Ь | + а [х] = [х2у]. 


Пример 36. У = у – 68. 


А(АҮ/Ах): 
(4,2-0) 





При таком поведении вторых разностей параболическос 
выравнивание еше может быть обосновано. Система 
имеет вид 


бс + 205 + 1464 = — 25, 
20с + 1465 + 10284 = 266, 
146с + 10285 + 8210а = 1484. 


Решение. У= —18,4 + 6,5х — 0,30х2, 
ў = 49,6 + 6,5х — 0,30х2. 


ЭЛЕМЕНТЫ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 


7.1.5.2. Другие способы выравнивания. 

1) Метод выбранных точек. Сначала 
точки измерения изображаются графически и 
визуально определяется подходящая змпириче- 
ская формула: 


уж (х; ац, ..., а,)ЄЁ (ац, ..., а,). 


Для вычисления параметров проводится 
гладкая кривая Г, которая «хорошо» подходит к 
точкам М, причем так, чтобы проявлялись качест- 
венные признаки графического представления 
функции из Р. 

Тогда на Г выбирается п точек М, (ј = 1, 2,..., п) 
и из системы уравнений 
(/ = 1, 2,..., п) 


Р(х; 41, а, 4... а.) = уу 


вычисляются параметры 4,, 42, ..., а, функции 
у = М). 

Хотя метод и нагладен, но он очень груб и никоим 
образом не учитывает статистического распределе- 
ния погрешностей (т.е. не может быть статисти- 
чески обоснован). 

2) При приближении по методу средних 
точки измерения М; (і = 1, ..., М) разбиваются 
на п равных или почти равных групп 


Журт (Му, Мр, , М,) (/ = 1, 2, .... п). 
Для определения параметров требуют, чтобы 


і і 
Е, = 2, ер = 2 (Ј (јр а» а» -.а)-У)-0 


ДЛЯ ј = 1,2,..., п. 


Пример 37 (ср. пример 36). Параболическое выравни- 
вание: 


у(х, а, В, с) = ах? + бх + с. 


да + 35 + с — 68 
16а + 46 + с — 70 
Зба + 66 + с — 76 
81а + 96 + с — 84 





Группы: .4, ={Мь М; М); .Ж,-(Мар Жэ 
= (М5, м6). 


Система уравнений: Решение: 
1За + ђ + с = 153, ј = 50,! + 6,0х – 0,25х2 
162 + 46 + с = 70, (см. 7.1.5.1.3). 


117а + 156 + 2с = 160. 


Эмпирические формулы, конечно, еше не явля- 
ются законами, но их получение может быть важ- 
ной предварительной ступенью для открытия 
теоретически обоснованных функциональных соот- 
ношений между физическими величинами. Почти 
классическим примером этого является открытие 
закона излучения Планка на основе построения 
трех эмпирических формул. 
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7.2. ВИЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА 


7.2.1. ЭЛЕКТРОННЫЕ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МАШИНЫ (ЭВМ) 


7.2.1.1. Вводные замечания. Созданные за не- 
сколько последних десятилетий электронные 
вычислительные машины получили в настоящее 
время широкое распространение и используются 
в самых различных областях для обработки инфор- 
‘мации. Сюда относятся: разнообразные вычисли- 
тельные работы, как научно-технического, так и 
экономического характера; информационно-по- 
исковые работы, связанные с организацией хранения 
болыних объемов информации и поиска в них; 
наконец, работы по автоматическому управлению, 
позволяющие принимать управляющие решения 
по постоянно поступающим потокам информации. 

В данном разделе даются вкратце некоторые 
общие сведения о работе ЭВМ и связанные с 
этим понятия. 

Всякая ЭВМ имеет в своем составе следующие 
основные части (см. схему): 














Основная Центральный 
память процессор 
У 
о 5 
ез ШЕ 
5 5 
А < 
Сы 
“5 ~ 
$ < Г | Устройство 
хэ улрабления 


Внешняя память 


1) устройства ввода и вывода (внешние уст- 
ройства), обеспечивающие связь ЭВМ с внешней 
средой; 

2) запоминающие устройства (накопители, или 
память), позволяющие хранить исходную инфор- 
мацию, промежуточные и окончательные резуль- 
таты; 

3) процессоры, осуществляющие элементарные 
операции переработки информации; 

4) устройства управления, контролирующие 
процесс обработки информации; 

5) операционную систему — совокупность про- 
грамм, обеспечивающих взаимодействие отдель- 
ных частей ЭВМ в процессе ее работы. 

7.2.1.2. Представление информации и память 
ЭВМ. Любая информация в ЭВМ представляется 
в закодированном виде и изображается совокуп- 
ностью битов — элементов, могущих принимать 
только одно из двух значений — 0 или 1. Наиболее 
употребительные виды информации — символьная 
и числовая. Символьная состоит из символов, набор 
которых образует алфавит данной ЭВМ. Каждый 


символ кодируется определенной комбинацией 
фиксированного числа битов, образующих байт. 
Наиболее употребительная длина байта — 8 или 
6 битов. 

Числа, вводимые в ЭВМ (или выводимые из 
ЭВМ), обычно записываются в десятичной системе 
счисления со знаком «+» или «-» и с использо- 
ванием точки для отделения целой части от дроб- 
ной. Кроме того, для расширения диапазона до- 
пустимых чисел и удобства записи разрешается 
добавление множителя вида 10%" где п — нату- 
ральное число. Такой множитель записывается 
определенным условным образом, чаще всего в 
виде Е + и. Так, например, 0,000045 можно запи- 
сать в виде 45Е — 6 или 4.5Е — 5. Записанные таким 
образом числа могут быть закодированы, так же 
каки другая символьная информация. Необходимые 
для этого символы всегда входят в алфавит. 

Однако внутри ЭВМ для выполнения операций, 
а также большею частью и для хранения в памяти 
числа записываются в двоичной системе счисления, 
причем на .каждое число отводится одинаковое 
количество битов, образующих машинное слово *). 
Употребительны две внутренние формы записи 
числа — с фиксированной или плавающей точкой. 
При фиксированной точке каждый бит в машинном 
слове соответствует определенному двоичному 
разряду, т. е. его значение (0 или 1) умножается 
на определенную степень числа 2. Чаще всего 
применяется система записи, в которой старший 
разряд соответствует (— 1)-й степени числа 2, т. е. 
все изображаемые числа меньше 1, или такая, в 
которой младший разряд соответствует 0-й степе- 
ни числа 2, т. е. все изображаемые числа — целые. 

При плавающей точке числа представляются 
в виде та?, где т — мантисса (число, записываемое 
с фиксированной точкой), а — основание счисления 
(2, 10, 16**)), р — целое число со знаком — порядок 
числа. В машинном слове содержатся, занимая 
определенные биты, мантисса и порядок со своими 
знаками. 

Машинное слово содержит целое число байтов. 

Вводимая в ЭВМ информация размещается в 
памяти ЭВМ. Память состоит из элементов, кото- 
рые могут иметь два физических состояния и спо- 
собны поэтому запоминать значения битов (0 или 
1), изображающих информацию. Совокупность эле- 
ментов, предназначенных для хранения одного ма- 
шинного слова, образует одну ячейку памяти. Все 
ячейки памяти перенумерованы последовательно; 
номер ячейки называется ее адресом ***). 

При работе ЭВМ происходит постоянный 
обмен информацией между различными устройст- 
вами, постоянная засылка и выборка содержимого 





*) В некоторых ЭВМ используется двоично-десятичная 
система, когда число представляется в десятичной системе, 
а каждая десятичная цифра — в двоичной, занимая по 4 бита 
в машинном слове. 

жж) Изображение числа в двоичной системе можно рас- 
сматривать как запись в шестнадцатеричной системе, объ- 
единяя каждые 4 бита в одну шестнадцатеричную цифру, 
и наоборот. 

***) В некоторых ЭВМ перенумерованы подряд (адресуе- 
мы) все байты. В эгом случае адресом ячейки является адрес 
ее первого байта. 
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той или иной ячейки памяти. Время, затрачивае- 
мое на одно обрашение к памяти, и обьем памяти 
являются основными факторами, определяюшими 
производительность ЭВМ. Повышение быстродей- 
ствия памяти вызывает, как правило, удорожание 
ЭВМ. При необходимости иметь большой обьем 
памяти и для уменьшения стоимости часто памяти 
ЭВМ придают иерархическую структуру, при ко- 
торой она состоит из нескольких уровней, обла- 
даюших разным быстродействием. В процессе ра- 
боты информация по мере надобности может пере- 
сылаться с одного уровня на другой. При этом 
различают внутреннюю и внешнюю память. Уст- 
ройство управления имеет непосредственный доступ 
(по адресу) к любой ячейке только внутренней 
памяти. Информация, храняшаяся во внешней па- 
мяти, может быть использована только после ее 
пересылки во внутреннюю память. Обмен между 
внутренней и внешней памятью осушествляется 
только для группы ячеек, расположенных подряд 
и образуюших блок. Таким образом, во внешней 
памяти адресуемыми элементами являются блоки. 

Наиболее употребительна внешняя память на 
магнитном слое, нанесенном на ленты, диски или 
цилиндры (барабаны). 

7.2.1.3. Каналы обмена. Ввод информации в ЭВМ 
и вывод результатов ее обработки осушествляются 
при помоши внешних устройств. 

Предназначенная для ввода информация ддлж- 
на быть предварительно записана в закодирован- 
ной форме на каком-либо носителе, доступном для 
восприятия внешними устройствами ЭВМ. Такими 
носителями могут быль бумажные перфоленты или 
перфокарты, магнитные ленты или диски. Для 
обмена информацией между внешними устрой- 
ствами и ЭВМ, а также для обмена между внут- 
ренней и внешней памятью служат каналы обмена. 
В процессе обмена через канал может осущест- 
вляться простейшая переработка информации, 
например ее перекодирование. Обмен с внешними 
устройствами и внешней памятью происходит 
более медленно, чем работает процессор ЭВМ, 
поэтому обычно такой обмен совмещают с рабо- 
той процессора следующим образом. При воз- 
никновении потребности в обмене у решаемой 
задачи работа процессора прерывается и вклю- 
чается соответствующий канал. Процессор может 
выполнять в это время работу для какой-либо 
другой задачи. Необходимо только, чтобы задачи 
использовали различные области памяти и эти 
области были защищены, т.е. никакая задача не 
могла бы испортить данные или программы, 
находящиеся в области, отведенной для другой 
задачи. По окончании обмена вновь возникает 
прерывание, и процессор может вернуться к пер- 
воначальной задаче. Такой режим работы называ- 
ется мультипрограммным. 

7.2.1.4. Программа. Для выполнения любой за- 
дачи обработки информации вычислительного, ло- 
гического или другого характера должен быть 
задан алгоритм обработки. Описание такого алго- 
ритма, предназначенное для восприятия его ма- 
шиной, называется программой. 

Работа центрального процессора ЭВМ состоит 
из последовательного выполнения различных эле- 
ментарных операций. Для каждой операции исход- 
ными данными являются один или два операнда. 


Для хранения операндов, их адресов и другой 
вспомогательной информации используются ре- 
гистры — простейшие запоминающие устройства 
объемом в одно машинное слово. Устройство, 
в котором получается резульгат элементарной 
операции, называется сумматором. 

Для решения задачи на ЭВМ алгоритм решения 
должен быть в конечном счете разбит на элемен- 
тарные операции. Описание одной элементарной 
операции называется командой. Команда должна 
содержать сведения о том, откуда взять операнды, 
какие выполнить действия, куда послать результат. 
Набор элементарных операций и способ их опи- 
сания образуют систему команд. В настоящее 
время наиболее распространенной системой ко- 
манд является одноадресная, при которой команда 
состоит из адресной части и кода операции. Одним 
из операндов является содержимое сумматора, 
адресная часть позволяет найти второй операнд 
и (или) указывает, куда направить результат. Код 
операции характеризует выполняемую операцию и 
способ использования адресной части. 

Адресная часть команды может иметь различ- 
ную структуру. Часто приходится выполнять одни 
и те же команды, в которых адреса операндов 
(или результатов) могут быть переменными. В та- 
ких случаях выделяют постоянную и переменную 
составляющие адреса; последнюю размещают в 
каком-либо вспомогательном регистре. В команде 
указываются постоянная составляющая и адрес 
(номер) вспомогательного регистра. Иногда приме- 
няется косвенная адресация, когда адрес операнда 
образуется в какой-либо ячейке памяти, определя- 
емой адресной частью команды. 

Наряду с простыми командами зачастую 
используются команды более сложной структуры, 
позволяющие описывать укрупненные операции, 
например операции обмена. Такие команды обычно 
называют макрокомандами. По существу, макро- 
команды заменяют некоторые определенные после- 
довательности элементарных команд. 

Совокупность команд, описывающая весь про- 
цесс решения задачи, образует объектную (машин- 
ную) программу. Программа сама является одним 
из видов исходной информации задачи и разме- 
щается в памяти ЭВМ. В одном машинном слове 
обычно размещается одна-две команды, макро- 
команды могут занимать более одного слова. 

7.2.1.5. Программирование. Написание алгорит- 
ма задачи в виде объектной программы является 
сложной и трудоемкой работой, которую обычно 
поручают самой ЭВМ. Исходными данными для 
этой задачи является содержательное описание 
алгоритма, Называемое исходной программой. Для 
того чтобы такое описание могло быть понято 
машиной, оно должно быть написано на каком- 
либо алгоритмическом языке. Существует большое 
число алгоритмических языков, наиболее распрост- 
раненным из которых являются фортран, алгол-60, 
кобол, РГ-1. 

Текст исходной программы на алгоритмическом 
языке состоит из отдельных предложений, назы- 
ваемых операторами. Операторы делятся на испол- 
няемые, которые описывают какие-либо действия, 
выполняемые над данными, и неисполняемые, ко- 
торые содержат некоторую необходимую инфор- 
мацию о данных и о выполнении программы. 
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Конструкции каждого языка должны удовлетво- 
рять определенным формальным требованиям, со- 
вокупность которых определяет синтаксис языка. 
Смысловое содержание языковых форм описыва- 
ет семантика языка. Совокупность языковых 
средств, допустимых на данной ЭВМ, образует ее 
систему программирования. Каждый алгоритми- 
ческий язык должен позволять описывать соот- 
ветствующие алгоритмы точно, полно и так, 
чтобы это описание понималось однозначно. 

Процесс написания исходной программы (про- 
граммирование) обычно состоит из нескольких эта- 
пов. На первом этапе рассматривается обшая 
структура алгоритма, он разбивается на составные 
части и составляется грубое, неформальное описа- 
ние последовательности этих частей. Основными 
структурами, при помощи которых может быть 
построен любой алгоритм, являются: 

1) последовательное выполнение (рис. 7.19); 

2) повторение (цикл) (рис. 7.20 и 7.21); 
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Рис. 7.19 Рис. 7.20 Рис. 7.21 


3) альтернатива (условное выполнение) (рис. 7.22 
и 7.23); 





Рис. 7.22 Рис. 7.23 


4) ветвление *) (рис. 7.24). 

На рис. 7.19 —7.24 ромбики означают проверку 
какого-либо условия (два выхода — «выполняется» 
или «нет»), прямоугольники — элемент алгоритма. 
Эти структуры могут использоваться рекурсивно. 


*) Ветвление можно описать как последовательность 
альтернатив, однако использование структуры ветвления 
может заметно упростить программу 





ООО, 


Рис. 7.24 


Следующим этапом является детализация эле- 
мента, выделенного на предыдущем этапе, и рас- 
смотрение его внутренней структуры и т. д. При 
этом используются те же основные структуры. 
Конечное описание (исходная программа) состоит 
уже из элементарных операторов языка, полностью 
формализовано и должно быть синтаксически пра- 
ВИЛЬНЫМ. 

В процессе программирования разрабатываются 
и структуры данных, как исходных, так и про- 
межуточных и окончательных. При этом может 
оказаться необходимым учитывать особенности 
используемой ЭВМ, В первую очередь объем и 
структуру памяти. За этим исключением, исходная 
программа в основном не зависит от типа ЭВМ, 
на которой реализован данный алгоритмический 
ЯЗЫК. 

На начальных этапах выявляется целесообраз- 
ность разбиения программы на модули, т.е. на 
отдельные части, которые могут программировать- 
ся независимо. Модульное программирование осо- 
бенно эффективно, когда приходится иметь дело 
с несколькими тематически близкими программами, 
имеющими общие части. Запрограммированные 
заранее модули могут затем включаться в различ- 
ные программы. Передача информации от одного 
модуля к другому выполняется обычно через 
внешнюю память, хотя в различных языках име- 
ются и другие способы такой передачи. 

Некоторые части программ, повторяющие один 
и тот же алгоритм, удобно выделять в подпро- 
граммы. Подпрограммы программируются незави- 
симо от основной программы и хранятся в ЭВМ 
отдельно от нее. При возникновении в основной 
программе потребности в алгоритме, выполняемом 
подпрограммой, происходит вызов подпрограммы 
и ее выполнение, после чего вновь продолжается 
работа основной программы. При вызове необхо- 
димая информация из основной программы может 
передаваться в подпрограмму в виде параметров, 
от которых зависит подпрограмма. 

Процесс получения объектной программы из 
исходной является одним из видов работ, выпол- 
няемых ЭВМ. Программы, выполняющие такие 
работы, называются компиляторами или трансля- 
торами и являются составной частью общего 
математического обеспечения ЭВМ. 

Фактически трансляторы переводят исходную 
программу не сразу в объектную программу, а в 
некоторую промежуточную форму, написанную или 
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на языке ассемблера, или в виде обьекта загрузки. 
Оба этих языка близки к машинному языку команд, 
однако в них вместо истинных адресов фигурируют 
относительные, или символические, адреса, а также 
содержится некоторая управляюшая информация. 
Окончательная обьектная программа получается 
после работы специальных программ -- ассемблера 
и загрузчика, составляюших часть монитора. 

7.2.1.6. Управление ЭВМ. Работа ЭВМ происхо- 
ДИТ В основном полностью автоматически. Функ- 
ции человека-оператора сводятся к начальному 
пуску ЭВМ, к смене переменных внешних источ- 
ников информации -- пакетов перфокарт, магнит- 
ных лент и дисков - и к реакции на запросы ЭВМ 
(главным образом о подготовке тех или иных 
устройств) через пульт управления. 

Наиболее употребительными системами орга- 
низации работы ЭВМ являются пакетная обработ- 
ка и разделение времени *). При пакетной обработке 
в ЭВМ загружается несколько задач (пакет), ко- 
торые и выполняются последовательно или парал- 
лельно в зависимости от наличия ресурсов. При 
операциях обмена возникают прерывания, позво- 
ляющие на время прекращения решения одной 
задачи включать в решение другую. 

При разделении времени несколько пользова- 
телей связаны с ЭВМ через устройства ввода- 
вывода (терминалы), поочередно подключаемые 
автоматически к ЭВМ. Вводя информацию (дан- 
ные и программу) через терминал, пользователь 
имеет возможность давать машине задания и реа- 
гировать на ее ответы, осуществляя так называ- 
емый диалоговый режим. Время работы програм- 
мы в среднем мало по сравнению со временем 
обмена и временем реакции, поэтому ЭВМ успе- 
вает обслужить несколько пользователей. 

Помимо взаимодействия с внешней средой и 
организации выполнения работ устройство управ- 
ления обеспечивает работу центрального процес- 
сора, расшифровывая коды операции и адреса 
в очередной команде и выбирая эту команду 
в зависимости от сигналов, получаемых от про- 
цессора. Все эти функции осуществляются как 
соответствующими аппаратными средствами, так 
и специальными программами, входящими в так 
называемую операционную систему, составляющую 
неотъемлемую часть ЭВМ. 

7.2.1.7. Математическое (программное) обеспече- 
ние. Совокупность программ, используемых при 
работе ЭВМ, составляет ее математическое обес- 
печение. Его обычно разделяют на специальное 
математическое обеспечение, складывающееся из 
программ пользователей, предназначенных для 
решения тех или иных конкретных задач, и общее 
математическое, в которое входят операционная 
система, библиотека подпрограмм общего назначе- 
ния и ряд других программ, обеспечивающих 
функционирование ЭВМ. 

Операционную систему обычно делят на супер- 
визор и монитор **). Главной функцией супервизора 
является управление задачами, состоящее в основ- 
ном в распределении ресурсов ЭВМ (куда отно- 





*) Работа ЭВМ, входящих в АСУ (автоматические си- 
стемы управления), здесь не рассматривается. 
**) Эти термины не всегда одинаково используются. 


сятся прежде всего память и время центрального 
процессора) между задачами в процессе их выпол- 
нения — динамически. Монитор осуществляет уп- 
равляющие функции в пределах одной задачи, 
обеспечивая компиляцию частей программы, 
написанных на разных языках, их загрузку и 
связь, взаимодействие задачи с внешней памя- 
ТЬЮ И Т. п. 

Составляя задание для ЭВМ, пользователь, 
кроме программы решения своей задачи, должен 
давать ряд указаний операционной системе относи- 
тельно требуемых ресурсов, используемых языков 
программирования и т. п. Такие указания пишутся 
на языке управления заданиями. 

Важной частью общего математического обеспе- 
чения является система управления данными, рас- 
сматриваемая обычно как часть операционной 
системы. При работе ЭВМ во внутренней и внеш- 
ней памяти хранится большое число наборов дан- 
ных, относящихся к различным задачам. В их число 
входят и программы, по которым задачи реша- 
ются. На языках программирования и языке управ- 
ления заданиями эти наборы делятся на смысловые 
единицы (записи, файлы), идентифицированные 
своими именами. В памяти ЭВМ наборы данных 
размещаются на физических единицах (блоках), 
характеризуемых адресами. Система управления 
данными должна обеспечивать размещение возни- 
кающих записей и файлов в свободных блоках 
памяти и возможность их выборки по мере на- 
добности. 

7.2.1.8. Выполнеине работ на ЭВМ. Для выпол- 
нения каких-либо работ на ЭВМ необходимо 
прежде всего ознакомиться с возможностями ис- 
пользуемой ЭВМ. Определив общую схему выпол- 
нения задачи и выходных данных, можно состав- 
лять программу на каком-либо алгоритмическом 
языке с учетом особенностей реализации языка на 
данной машине. 

Далее необходимо программу отладить, т. е. 
устранить возможные ошибки, для чего задачу 
решают на каких-либо вспомогательных данных 
(тестах), таких, чтобы правильность результатов 
можно было легко проверить. 

Процесс отладки обычно распадается на две 
стадии. Первая — выявление технических и синтак- 
сических ошибок (типа опечаток), вторая — методи- 
ческая отладка, когда ищутся ошибки алгоритма, 
а также возможности его улучшения. Необходимо 
иметь в виду, что в больших программах весьма 
трудно обеспечить устранение в процессе отладки 
всех ошибок, в связи с чем следует проводить 
отладку небольших частей программы отдельно, 
постепенно связывая их между собой. 

После завершения отладки окончательный текст 
фиксируется путем записи его во внешней памяти. 
Если предстоит решать большое число вариантов 
с различными данными по неизменной программе, 
то для того, чтобы избежать повторной трансля- 
ции, записывается объектная программа. 

Если решение задачи занимает много времени, 
необходимо в программе предусмотреть опорные 
точки, т.е. запись во внешнюю память промежу- 
точных результатов. Такая запись должна по- 
зволять возобновить решение задачи с мо- 
мента последней записи в случае сбоя в ра- 
боте ЭВМ. 
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7.2.2. АНАЛОГОВЫЕ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ МАШИНЫ 


7.2.2.1. Принцип устройства аналоговой вычисли- 
тельной техники. Принцип устройства аналоговой 
вычислительной техники основывается на реали- 
зации математических моделей техническими сред- 
ствами, причем математические обьекты представ- 
ляются в качестве измеряемых физических величин, 
а математические операции реализуются в виде 
соответствуюших физических законов. 

Сушествуют механические, пневматические, 
гидравлические и электронные аналоговые вы- 
числительные машины. | 

Проводятся опыты с оптическими аналоговыми 
вычислительными машинами (АВМ). Мы ограни- 
чимся здесь электронными АВМ. В табл. 7.18 
перечислены характерные отличия АВМ от цифро- 
вых вычислительных манин. 


этому вычислительный элемент может иметь три 
положения: 

1) «сброс», р, = Г (т. е. приложено р,); в этом 
положении выход у вычислительного элемента 
равен входу уо на клемме начального значения 
со знаком «-»; 

2) «вычисление», р, = р, = 0; интегратор произ- 
водит интегрирование; 

3) «прерывание», р, = Г.; интегратор запоминает 
значение напряжения на выходе, т. е. оно остается 
в этом положении постоянным независимо от того, 
что подается на вход. 

В случае р, = р, = 1. интегратор находится 
в положении «сброс» (преимущественное вклю- 
чение). 

Обычно интеграторы управляются централизо- 
ванно, т. е. в вычислительной машине управля- 
ющие напряжения р, и р, включаются для этих 
интеграторов одновременно. Отсчет времени начи- 


Таблица 7.18 


Аналоговая Электронная аналоговая 


Представление информации 


Действия над информацией 


Точность 


Возможность применения 


Программирование 


Последовательность цифр 


алгоритмы 


теоретически не ограничена 


универсальна 


алгоритмы решения и обра- 


Значения физических вели- 
чин 


выбранные соответствую- 
шим образом физические 
законы 


ограничена принципиально 


специальные задачи 


уравнения задачи 


Электри ческие потенциалы 


законы теории электричества 


0,2—2% на вычислительный эле- 
мент 


системы обыкновенных диффе- 
ренциальных уравнений 


дифференциальные уравнения 


ботки 


Числовая область очень велика 


Выдача результатов 


цифровая таблица (таблица 
знаков, текст) или кривые 


7.2.2.2. Вычислительные элементы аналоговой 
вычислительной машины. АВМ построены по 
блочному принципу и содержат операционные 
усилители, которые чаще всего конструируются 
как сменные вставные блоки. Подключение опе- 
рационных усилителей в поле программирования 
осуществляется посредством штеккеров и шнуров. 
В вычислительных машинах, к которым предъяв- 
ляются более высокие требования, поле програм- 
мирования является сменным. После соединения 
с входными цепями и цепями обратной связи 
вычислительные усилители (усилитель постоянного 
напряжения: 


ЏИ, = —50,, 


О. — входное напряжение, ЏИ, - выходное напря- 
жение, 5 > 105) становятся вычислительными эле- 
ментами, которые выполняют определенные 
операции. 

Важнейший вычислительный элемент интегра- 
тор содержит, кроме того, еще два выключателя 
(реле), которые приводятся в действие двумя 
управляющими напряжениями р, р, Благодаря 


кривые, отдельные результа- 
ты измерений, таблицы 


для зависимых переменных 
-1<у< 1 


начерченные кривые, кривые 
на осциллограммах, отдельные 
результаты измерений, таблицы 





нается (г = 0) в момент перехода из положения 
«сброс» в положение «вычисление» и заканчива- 
ется (і-1,)) в момент перехода из положения 


«вычисление» в положение «прерывание» или 
«сброс». 
Переключение положений может осуществ- 


ляться с пульта управления при помощи часов 
или другого датчика времени, а также по про- 
грамме. 

Различают два рода работы: 

1. Однократное вычисление: «сброс» — «вычис- 
ление» — «прерывание». 

2. Повторяющееся вычисление: постоянная сме- 
на положений «сброс» и «вычисление», начинаю- 
щаяся по стартовому сигналу, происходит до сиг- 
нала остановки. 

Кроме интеграторов, управляемых централизо- 
ванно, в больших вычислительных машинах име- 
ются свободно управляемые интеграторы, в которых 
управляющие напряжения р, и р, могут быть 
запрограммированы по отдельности. Таблица 7.19 
дает обзор вычислительных элементов аналоговой 
вычислительной машины. 
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Название 


Потенциометр: 
заземлен 
открыт 


Сумматор 


Инвертор 


Центрально управ- 
ляемый интегратор 


Свободно управляе- 
мый интегратор 


Мультипликатор 
(параболический 
умножитель) 


Генератор функ- 
ции 


Компаратор 
(реле с разностным 
усилителем) 


Открытый усили- 
тель 


Постоянные функ- 
ЦИИ 


Символ Функция 


у = ах 


у=х,+а(х)—х) 


ух 
у = х 
: неустойчиво 


Таблица 7.19. 


Замечания 


а — действительное число, 0<а<1. 
Регулировка потенциометра зависит 
от последуюшего сопротивления 
нагрузки 


а; (чаще всего целочисленны, напри- 
мер, ак(1, 10)) — постоянные вход- 
ные сопротивления 


а, Б (чаще всего целочисленны, 
например а, бє(1, 10)) — постоян- 
ные входные сопротивления, уо 
постоянно. Часто встречающийся 
случай“ 


0<1,<4<!, 


_ )Гприе<а, 
Р 0 прие; 


р; 


Ш |, при г< 12, 


Ї при (21, 


С правильным знаком всегда умно- 
жаются функции, которые подаются 
на входы, обозначенные «+» 


Ј – непрерывная действительная 
функция, кусочно линейная или по- 
стоянная (аппроксимация с помошью 
ломаной) 


Ху и х, могут быть также управ- 
ляюшими напряжениями 


8> 105, применение для особых 
целей 


Постоянные функции представлены 
в виде клемм на поле программи- 
рования Следует различать напря- 
жение вычисления +1 и управляю- 
шее напряжение 1. 





ПРИНЦИП ПРОГРАММИРОВАНИЛ 


529 





7.2.2.3. Принцип программирования при решенин 
систем обыкновенных дифференциальных уравнений. 
В аналоговой вычислительной машине кусочно не- 
прерывные действительные функции переменного : 
на сегменте 0 < ! < г, могут представляться (и быть 
получены) в виде потенциалов, зависящих от вре- 
мени. При этом функции являются решениями 
системы обыкновенных дифференциальных урав- 
нений с начальными условиями (задача Коши). 
Дифференциальные уравнения программируются, 
а начальные значения задаются как постоянные 
функции. Мы пренебрегаем в этом разделе техни- 
чески обусловленными ограничениями (ограниче- 
ние сегментом |-1, 1], ограничение показаний 
потенциометров 0 < а < 1) и рассматриваем каче- 
ственное программирование (составление плана 
согласования). 

План согласования для обыкновен- 
ного дифференциального уравнения 
в явной форме (см. 3.3.1.1). Рассмотрим в ка- 
честве примера у" = (у, у, у", 0), у (0) -а, у (0) = 
= а, у’(0) = аз, где ац, 4;, аз — положительные 
действительные числа. 


-1 






Јатисртаницег 
устройство 
(абсцисса) 


Рис. 7.25 


-/ % 
> 272) Записивающее Запилсываю- 
! Устройство 7! -/ “дес истро. 
-) (абсцисса) 67760 
| (ордината) 


Записибающее 
устройство 


о 
№. Ок ШІ» КА 
(2) 


Первый шаг. Составление цепочки из трех 
интегралов (соответственно порядку дифференци- 
ального уравнения) (рис. 7.25); следует обратить 
внимание на перемену знака при интегрировании 
и перемену знака у задаваемых начальных зна- 
чений. 

Второй шаг. Получение функции г =! в ка- 
честве решения задачи 2 = 1, 2 (0) = 0. 

Третий шаг. Получение (у, у, у’, :) при 
помощи вычислительных элементов вычислитель- 
ной машины. Запись результата у = у(/). 


Пример 38. у" = - о?у, у(0) = 0, Уу (0) + -0, о> 0. 
План согласования — рис. 7.26. (Выходы на записывающее 
устройство и г не указаны. См. также пример 40.) 


Пример 39. у; = – у + у, у = — уу + ще 021, 
ул (0) = у; (0) = 0, у (0) = - аз, уз (0) = а4, а > 0; найти ре- 
шение при 0<1<!1,. 

План согласования — рис. 7.27. Вспомогательную функ- 


ЦИЮ 2; = е7 #2: получим как решение задачи о начальных 
значениях 2; = — а;2, 2, (0) = 1. В случае многоканального 
записывающего устройства у, и у, могут записываться 
одиовременно; в противном случае вычисления проводятся 
дважды и у; и уз записываются одио за другим. 


(ордината) 





Рис. 7.26 


Записывающее 
устройство 
(ордината) 








Рис 727 
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7.2.2.4. Качественное программирование. На вы- 
ходах операционного усилителя могут получаться 
только такие функции, значения которых лежат 
между -- и 1. Кроме того, в большинстве слу- 
чаев требуется отобразить отрезок 0 <: < 1, неза- 
висимой переменной задачи на временной проме- 
жуток 0 < Т< Т,, реализуемый в вычислительной 
машине (и соответствуюших устройствах вывода). 
Это делается при помоши однородных линейных 
преобразований. 

1) Нормировка функций. Так как все рассмат- 
риваемые функции кусочно непрерывны на сегмен- 
те, то они ограничены. Поэтому для каждой функ- 
ции х (1), представимой в вычислительной машине, 
существует верхняя граница ее значений; обозна- 
чим ее через х*: 


У (се |0, ‹.] > ж), 


При этом -1<х()/х% <1и х(1/х* представима. 
Выходы инверторов и мультипликаторов не нуж- 
даются в нормировке, так как их нормировка 
вытекает из нормировки на входах. Если в каче- 
стве пределов выбрать верхние границы, то полу- 
чим оптимальное преобразование, при котором 
усилители (возможно, за исключением мультипли- 
каторов) полностью пронормированы. 

2) Преобразование независимого переменного. 
При помощи преобразования Т= М отрезок 








0 <; < 1, отображается на отрезок 0 < Т< Т, где 
Т, = Ме. При этом нормированные функции задачи 
(нормированные переменные задачи) становятся 
машинными переменными: 


Х() = х (Т/Аух". 


Так как интегрирование в вычислительной машине 
может происходить только по переменному Т 
(действительное текушее время), то для интегриро- 
вания получается следуюшее преобразование: 


б = м: т= 0 ә 6 = 0, 


Т=іәэс= М = Т; 





При А > 1, А<1ил = | говорят соответственно 
о растягивании отрезка времени, сжатии и про- 
граммировании в истинном времени. При помощи 
этих преобразований из плана согласования полу- 
чается нормированный план согласования, или схема 
вычислений. Рис. 7.28 изображает переход от плана 
согласования к нормированному плану согласова- 





Рис. 7 29 


Залисыбаюшее 
„устройство 
- и, Горбината) 


„Ее ет. 


-1 / гр 
" Записыдающее 
Ёо -/ 


стройство 
4 адсцасса) 


т» 


/ 


Записывающее 
устройство 
о (арпуната) 


раз Ша» : 
өз 


3 22. 


ар 
ЩЕ ра 


Рис. 730 
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нил в случае сумматора и интегратора согласно 
уравнениям: 
план согласования: 


у -- ах, — а2х», 


[4 
у=— уо – | (ах + а2х2) ат; 
0 


нормированный план согласования: 
Уу. | ах ү Хүү (ах ҮГ ха 
и с у“ хў у“ Ах 
Т 
У __ о ахі ха | айх Эд 
у“ у“ ћу“ хү 


ћу“ м. 
Пример 40. Нормировка плана согласованил примера 
38. В этом простом примере решение получается сразу: 
уж — чпог и у = — ОоСсов 0, т.е. у* = 1 и у" = о. Началь- 
ные значения нормированных функций: у (0) = 0, у (0)/у* = 


= — 1. 














Если принять во внимание, что не обязательно 
обе постоянные интеграторов а и Ь выбирать рав- 
ными 1, то в качестве плана согласования полу- 
чается рис. 7.29. Мы видим, что схема на рис. 7.26 
применима только при 0 < о < 1 (из-за потенцио- 
метра начальных значений), в то время как норми- 
рованный план согласования без больших затрат 
при 0 < ©/(^.ь) < 1 и при соответствующем выборе 
а, Би Х делает доступным гораздо большую 
область по ®. На выходе инвертора получают 
функцию біп оѓ, а на выходе первого интегратора — 
функцию сов ог (схема генератора синусоидальных 
колебаний). Схема оптимальна, все усилители пол- 
ностью промодулированы. 


Пример 41. Нормировка плана согласования примера 39. 
Нетрудно найти г“ =1, и 24 = і. Остальные пределы оце- 
ниваются. Подставляя оценочные значения, проводят про- 
верку. Если усилитель перемодулирует, то предел для выхода 
усилителя выбран слишком малым; если модуляция недоста- 
точна, то предел выбран слишком большим. На рис. 7.30 
показан нормированный план согласования. 
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— нулевой 152, 386 

— противоположный 152 

- свободный 386 

- связанный 386 

- скользяший 386 

- управления 298 

Векторная функция (вектор-функция) 
390 


- -- линейная 402 

Векторное подпространство 152 

- поле 391 

- -- безвихревое 398, 401 

- -- консервативное (потенциальное) 
395 

- — плоское 391 

- -- соленоидальное 401 


Векторное поле сферическое 392 

- -- цилиндрическое 392 

— произведение 388 

— — двойное 388 

— пространство 151 

- -- бесконечномерное 154 

- -- гильбертово 156 

- -- действительное 151 

- -- евклидово 155 

- -- комплексное 151 

- -- конечномерное 154 

- -- нульмерное 154 

Векторно-скалярное произведение 388 

Векторный градиент 404 

Вектор-решение системы 316, 317, 498 

Вектор-столбец 158 

Вектор-строка 158 

Вектор-функция 390 

Векторы взаимные 388 

- коллинеарные 387 

- компланарные 387 

-, линейная комбинация 387 

- линейно зависимые, независимые 152, 
153, 387 

- ортогональные 155, 387 

- равные 387 

-, сложение, 
151, 386, 387 

Вероятность 442 

- погрешности 460 

- полная 444 

- условная 443 

Вершина конуса 188 

- кривой 408 

- кривой 2-го порядка 201, 202 

- многогранника 186 

- многогранного угла 186 

- треугольника 183 

Ветвь гиперболы 202 

— функции 372 

Вешественные числа (см. Действитель- 
ные числа) 

Винтовая линия 255, 411 

Включение 381, 384 

-- собственное 381 

Внешние усгройства 524 

Внешняя точка множества 213 

Внутренняя точка множества 213 

Вогнутая функция 228 

Возмушаюшая функция 313, 315 

Возмушенное (невозмушенное) движе- 
ние 326 

Возрастаюшая последовательность 214, 
215 


умножение на скаляр 


— функция 222 

Волновое уравнение 340, 341 

— -- двумерное 340, 349 

- - неоднородное 349 

- -- одномерное 340, 348, 349 

- -- трехмерное 348, 349 

Вполне упорядоченное множество 384 
Вронскиан 313 

Вспомогательные переменные 466 
Выборка без возврата 445 

- большая, малая 456 

- с возвратом 445 

Выпуклая функция 228 

Выпуклое множество 214 
Выпуклый многогранный угол 186 
Выравнивание прямыми 521 

- резульгатов измерений 520 
Высказывание 376 

Высота пирамиды 187 
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Высота трапеции 184 

-- треугольника 183, 191 

Вычет 370 

- логарифмический 370 

Вычисление квадратного корня 497 
-- корней рациональных функций 497 
Вычислительные элементы АВМ 527 
Вычитаемое 210 


Гамильтониан 294, 301 

- ступени К 303 

Гамма-функция 134, 169, 260, 287, 436 

Гармоническая функция 352, 365 

Гармонические колебания 343 

Гармонический анализ 418, 499 

— — численный 423 

— многочлен 353 

- ряд 274 

Гауссов интеграл ошибок 446 

Гауссова кривизна 415 

Генеральная совокупность 455 

Геодезическая кривизна 417 

- линия 417 

- - на сфере 192 

Геометрическая прогрессия 139 

- — бесконечная 273 

Гильбертово пространство 156, 499 

Гипербола 200, 202 

- равнобочная (равносторонняя) 114, 
203 

Гиперболическая спираль 128 

Гиперболические функции 180, 364 

Гиперболический косеканс 180, график 
122 

- косинус 180, график 122 

— котангенс 180, график 122 

- параболоид 208 

— секанс 180, график 122 

- синус 180, график 122 

— тангенс 180, график 122 

Гиперболическое уравнение 341, 342, 
346 


- —, задача с начальными значения- 
ми (задача Коши) 346 

— — однородное, неоднородное 343 

Гиперболоид двуполостный 208 

— однополостный 208 

Гипергеометрическая функция 323 

— — вырожденная 323 

— — обобщенная 323 

Гипергеометрическое распределение 
445 

- уравнение 322 

— - вырожденное 322 

Гиперплоскость 199 

Гипотенуза 183 

Гипоциклоида 127 

Гистограмма 455 

- выборки 455 

Главная ветвь корня 372 

- — логарифма 364 

— диагональ матрицъ 157 

- нормаль 411 

Главное значение аргумента 358 

— — корня 359 

— — логарифма 359, 364 

— — несобственного интеграла 248, 249 

— — обратной тригонометрической 
функции 119, 178 

— нормальное сечение 416 

Главные кривизны 415 

Главный радиус кривизны 415 

Годограф 390 

Голоморфная функция 365 

Гомоморфизм 143 

Гравитационное притяжение 266, 269 

Градиент 232, 297, 304 

— векторного поля 399 

— поля экстремалей 293 

— скалярного поля 393 

— функционала 297, 304 

Градиентная функция 293 

Граница множества 212, 384 

— — верхняя (нижняя) 212 

— области 213, 360 

Граничная точка множества 213 

Граничные условия (см Краевые усло- 
вия) 


Грань многогранника 187 

— многогранного угла 186 

— функции верхняя (нижняя) 217, 223 

— числового множества верхняя (ниж- 
няя) 212, 384 

График отображения 385 

— функции 113, 216 

— — двух переменных 223 

Графическое дифференцирование 133 

— интегрирование 133 

— — дифференциальных уравнений 313 

Группа 143, 385 

— абелева 143, 385 

— аддитивная 143 

—, единица 143 

—, — левая 385 

— коммутативная 143 

— мультипликативная 143 

—, нейтральный элемент 143 

—, нуль 143 

—, обратный элемент 143 

—, — — левый 385 

— подстановок 136 

— — знакопеременная 136 

— — симметрическая 136 

Групповые частоты 455 


Двойной интеграл 261 

- —, вычисление 261 

— —, замена переменных 262 

— — как объем 263 

— — несобственный 271 

— — по бесконечной области 271 

— —, теорема о среднем значении 261 

Двугранный угол 186 

Двуполостный гиперболоид 208 

Действительная ось 358 

— часть комплексного числа 357 

Действительные числа 210, 357 

— —, геометрическое изображение 211 

Декартов лист 123, 410 

Декартова система координат 195, 197, 
387 


— степень множества 382 

Декартово произведение 382 

Декартовы координаты 195, 197, 387 

Деление в крайнем и среднем отноше- 
нии 140 

— многочленов (с остатком) 141 

— отрезка в данном отношении 199, 
204 

Делимое 141, 210 

Делитель 141, 210 

— многочлена 141 

— нуля 160 

Деривационная формула Вейнгартена 
416 


— — Гаусса 416 

Десятичная дробь 130, 211 

Детерминант (определитель) 157 

Дефект 499 

— линейного преобразования 164 

Диагональ 183 

— матрицы главная, побочная 157 

Диаграмма Хассе 384 

Диаграммы Эйлера — Венна 381 

Диада 402 

Диадное произведение 402 

Диады симметрические (антисимметри- 
ческие) 403 

Диаметр кривой 2-го порядка 201, 203 

— множества 213 

— окружности 185 

Диаметры сопряженные 201, 202 

Дивергенция 397 

Дизъюнкция 377, 378 

Динамическая система 298 

— — автономная 298 

— — линейная 298 

— — непрерывная 298 

— — управляемая 298 

Директриса кривой 2-го порядка 200, 
201, 202 

Дискретная аппроксимация Чебышева 
502 

— норма Чебышева 502 

— система 303 

Дискретный аналог задачи 515 


Дискриминант квадрагного уравнения 


— кубического уравнения 113, 146 
Дискриминантная кривая 310 
Дискриминантный тензор 414 
Дисперсия 447, 448 
Дистрибутивность 
ность) 141, 151, 210 
Дистрибутивный закон 210, 386 
Дифференциал вектор-функции 391 
— Гато 297 
— длины дуги 407 
— полный 231 
— функции двух переменных 231 
Дифференциальное уравнение 305 
- - в частных производных 331 


(распределитель- 


= – – – гиперболического типа 
340 

— — – - - квазилинейное 331, 333 

— -- – - линейное 331 

----- однородное (неоднород- 
ное) 331 

----- параболического типа 
340 


----- 1-го порядка, 2-го поряд- 
ка 334, 339 

----- смешанного типа 340 

— – – – - зллиптического типа 340 

— — обыкновенное 305 

Дифференциальный оператор 328 

— — самосопряженный 328 

— — сопряженный 328 

Дифференцирование 


— дроби 227 

— интеграла по параметру 258, 259 

— несобственных интегралов 259 

— неявной функции 232, 234, 235 

— по области 261 

— произведения 227 

— ряда (почленное) 278 

— сложной функции 227, 232 

Дифференцируемая функция 225, 231, 
365 

— — по х 230 

— — справа (слева) 225 

— — п раз 227 

Длина вектора (модуль, норма) 155, 386 

— дуги 406, 410, 414 

— кривой 251 

— окружности 185 

— промежутка 212 

Додекаэдр 188 

Долгота 197 

Дополнение множества 213, 381 

Допустимая область 466, 467 

— точка 466 

— функция 330 

Допустимое управление 298 

Допустимый план перевозок 477 

Достижимое состояние 298 

Дробная часть числа 487 

Дробно-линейная функция 172, 36, 
374, графики 114 

Дробно-рациональная функция 170, 
217, 361, графики 115—116 

Дробный показатель степени 174, 359 

Дробь 210 


вектор-функции 


Евклидово пространство 155 
Единица 210 
Естественное граничное условие 291 


Зависимые функции 234 

Загрузчик 526 

Задача выравнивания 520 

— двух тел 338 

— Дирихле 342 

— —, граничные условия 515 

— — для прямоугольника 346 

— — — уравнений Лапласа и Пуассона 
354, 355 

— —, разностные методы 515 

— Коши (задача с начальными усло- 
виями) 305, 341 

— —, теорема существования и един- 
ственности 306 
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Задача Лагранжа 288, 294 

-- линейного программирования 466 

- -- — двойственная 473 

- — --, канонический вид 468 

— — - о планировании смен 482 

- - - о покрытии 482 

— - - о производственных мошно- 
стях 481 

- - - о раскрое 482 

- - --о распределении 482 

- - — о смесях 481 

- - - о сопоставлении 482 

— - -- параметрическая 483 

- - — целочисленного 486 

- на собственные значения (о собст- 
венных значениях) 329, 495 

- - - - для круга 345 

- - - - - прямоугольника 345 

— — - -- однородная 329 

— Неймана 342 

— — для уравнений Лапласа и Пуас- 
сона 354, 355 

— о брахистохроне 287, 289 

— о закрепленной струне 348 

— с граничными значениями в двух 
точках 304 

— с данными на характеристиках 348 

— с начальными значениями 347 

— смешанная 342 

- Штурма — Лиувилля 330, 350 

Закон больших чисел 453 

— — — слабый 453 

— — — усиленный 454 

— взаимности 347 

— дополнения 260 

— композиции 151 

— Пуассона 445 

— удвоения Лежандра 260 

Замена базиса 470 

— переменного 235, 262, 265, 272 

Замкнутая кривая 360 

Замкнутое множество 213 

Замыкание 213 

Запись 526 

Знакопеременная группа 136 

Знакочередующийся ряд 276 

Знаменатель дроби 210 

Значение функции 216, 223 

— — наибольшее, наименьшее 217, 223 

Значения признака 455 

Золотое сечение 140 


Изображение 164 

Изолированная точка 408 

— — множества 213 

Изоморфизм 143 

Изопериметрическая задача 292 

Икосаэдр 188 

Импликация 377, 378 

Инверсия 374 

— перестановки 136 

Инволюта (см. Эвольвента кривой) 

Индекс суммирования 138 

— умножения 138 

Индивидная переменная 379 

Индивидные константы 379 

Индивиды 379 

Индикатор события 444 

Индуктивный порядок 384 

Индукция 211 

Интеграл Гаусса 256 

— двойной 261 

—, зависящий от параметра 257, 272 

— контурный 366 

— кратный 261, 263 

— криволинейный 253, 254 

— Кристоффеля — Шварца 374 

— неопределенный 240, 366 

— несобственный 247, 248, 271 

— определенный 238 

— по замкнутому контуру 366 

— поверхностный 267, 268 

— Пуассона 356 

— с бесконечными пределами 248 

— с неограниченной подынтегральпой 
функцией 247 

— табличный 240 

— тройной 263 


Интеграл Фурье 425 

— Эйлера 260 

— эллиптический 240 

Интегралы от алгебраических функций 
94, 100—112, 244 


- — гиперболических функций 106- 
107, 247 

— — дробно-рациональных функций 
91—94, 242 

— — иррациональных функций 94— 
100, 112, 244 


— — логарифмических функций 108— 
109, 111—112, 247 

— — обратных гиперболических функ- 
ций 110 


— — - тригонометрических функций 
109—110, 247 

— — показательных функций 107- 
108, 110, 247 


— — рациональных функций 91—94, 
242 


— — слепенных функций 240 

- — тригонометрических „функций 
100—106, 110—111, 246 * 

— Френеля 436 

Интегральная кривая 305 

— — особая 310 

— поверхность 333, 334 

— показательная функция 107 

— сумма 238, 253, 254, 261, 267 

— теорема Коши 366 

Интегральные формулы 270, 400 

— — Коши 367 

Интегральный косинус 103. 437 

— логарифм 108. 240 

— признак сходимости 275 

— синус 101, 169, 437 

Интегратор 527 

Интегрирование дробно-рациональных 
функций 242 

— иррациональных функций 244 

— несобственных интегралов 259 

— по частям 241, 251, 400 

— подстановкой (замена переменного) 
241, 242, 251 

— разложением в ряд 239 

— рациональных функций 242 

— трансцендентных функций 246 

— элементарных дробей 243 

Интегрируемая функция 238, 261, 263 

Интегрирующий множитель 307 

Интервал 212 

— неограниченный 212 

Интерполяционная поправка 12 

Интерполяционные формупы 504 

Интерполяционный многочлен 502 

- — Бесселя 505 

Гаусса 505 

— — Лежандра 502 

— — Ньютона 502, 505 

— — Стирлинга 505 

— — Эверетта 505 

Интерполяция 12, 502 

— квадратичная 12 

— кусочная 504 

— линейная 12 

Инфимум 384 

Инъекция 385 

Иррациональное выражение 142 

Иррациональные функции 174, гра- 
фики 116—117 

— числа 211 

Исследование функций 230 

Истинностное значение 376 

Исходная программа 524 

Итерационные методы 496 

— — для нелинейных уравнений 498 

Итерация дробная 496 

— простая 497 

— — векторная 496 


Каноническая система дифференци- 
альных уравнений 338 

— форма уравнения 341 

Канонические преобразования 339 

— уравнения динамической системы 
299 


Канонический базис 153 


Каноническое уравнение кривой 2-го 
порядка 200 

— — поверхности 2-го порядка 207 

Кардиоида 125 

Касательная к графику функции 225 

— к кривой 2-го порядка 201, 202, 204 

— к плоской кривой 406 

— к пространственной кривой 411 

— плоскость 413 

— — к графику функции 232 

Катет 183 

Качественное программирование 529 

Квадрант 195 

Квадрат 184 

Квадратичная форма 168, 236 

— —, главные оси 168 

— — каноническая 168 

— — неопределенная 236 

— — поверхности первая, вторая 414 

— — положительно (отрицательно) оп- 
ределенная 168, 236 

— — — -, критерий Сильвестра 236 

— — полуопределенная 168 

— —, приведение к главным осям 168 

Квадратичная функция 170, 375, гра- 
фик 113 

Квадратная матрица 157 

— — вырожденная (особенная) 159 

— — невырожденная (неособенная) 159 

Квадратное уравнение 145 

Квадратура Гаусса 508 

Квазилинейное уравнение 331, 333 

Квазипорядок 383 

Квантор 380 

— общности 380 

— ограниченный 380 

— существования 380 

Класс эквивалентносги 383 

Классификация дифференциальных 
уравнений 339 

— кривых 2-го порядка 200 

Клин 187 

Клотоида 129 

Ключевое уравнение 519 

Ковариантные координаты 195, 197, 
388 

Ковариация 450 

Код операции 524 

Колебание мембраны 345 

— струны 344 

Коллинеарные векторы 387 

Кольцо 143, 385 

— ассоциативное 143, 386 

— коммутативное 143, 386 

— круговое 185 

— матриц 160 

Команда 524 

Комбинаторные задачи 135 

Коммутативная операция 385 

Коммутативность (перестановочность) 
141, 151, 210 

Коммутативный закон 385 

Компилягор 525 

Компланарные векторы 387 

Комплексная плоскость 358 

— функция 360 

Комплексно сопряженная матрица 161 

— сопряженные числа 358 

Комплексные числа 357 

— —, алгебраическое представление 
3 

— --, показательная форма 358 

- --, тригонометрическая форма 358 

Композиция линейных преобразова- 
ний 166 

-- отображений 385 

- функций (суперпозиция) 217 

Конечная числовая последовательность 
138 

Конечное множество 212, 386 

Конечные суммы, формулы 139 

Коническая поверхность 188 

Конические сечения 189, 200 

Константа 217 

— предикатная 379 

Константы 378 

Контактное преобразование 469 

Контравариантные координаты 195, 
197 
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Конграградиентное 
координат 154 

Контурный интеграл 366 

Конус 188, 208 

- Монжа 333 

-- прямой круговой 189 

- усеченный 189 

Конформное отображение 372 

- — первого, второго рода 372 

Конхоида 124 

- Никомеда 124 

Коньюнкция 377, 378 

Координатные линии 196, 412 

— оси 195, 197 

— плоскости 197 

— углы 195, 197 

- функции 296 

Координаты барицентрические 194 

- аффинные 378 

- вектора 154, 387 

- декартовы 195, 197, 387 

- ковариантные, контравариантные 
195, 197, 387, 388 

- косоугольные 195, 197, 388 

- криволинейные 195, 197, 412 

- полярные 196, 262 

- середины отрезка 199, 204 

- сферические 197, 393 

- точки 194, 197, 387 

— — деления отрезка в данном 01- 
ношении 199, 204 

— — пересечения двух прямых 200 

— центра тяжести 199, 204 

— цилиндрические 197, 392 

Корень квадратный, кубический, п-й сте- 
пени 141 

— многочлена 169 

— уравнения 148 

Корневое условие 513 

Корректно поставленная задача 343 

Корреляционный момент 450 

Корреляция 450 

Косвенная адресация 524 

Косеканс 174, график 118 

Косинус 174, график 117 

Косинус-преобразование Фурье 426 

Косинусы направляющие 200, 206 

Косоугольная система координат 195, 
197, 388 

Котангенс 174, график 118 

Коэффициент корреляции 450, 451, 464 

— пропорциональности 113 

Коэффициенты регрессии 451 

— Фурье 418 

Краевая задача 306, 327, 342 

— — однородная, неоднородная 327, 
329 

— — определенная 330 

— — первая 356 

— — самосопряженная 528 

Краевой метод 514 

Краевые задачи для уравнений Лап- 
ласа и Пуассона 354 

— условия 1-го, 2-го, 3-го рода 342 

— — Штурма 329 

Кратный интеграл 261, 263 

Кривая алгебраическая 123, 409 

— второго порядка 200 

— — — параболическая 200 

— — — центральная 200 

— гладкая 253 

— Жордана 360 

— замкнутая 360 

— интегральная 305 

— кусочно гладкая 253 

— нормального закона распределения 
120 

— плоская 123, 251, 405 

- просгранственная 252, 410 

Кривизна кривой 407, 411 

- на поверхности 416 

- поверхности 415 

Криволинейные координаты 195, 197, 
412 

Криволинейный ингеграл 253 

— — в векгорном поле 394 

— — Гаусса 256 

— — і-го рода, 2-го рода 253, 24 

— — по замкнугой кривой 254 


преобразование 


Кригерий базиса 154 

— выпуклости функции 229 

- интегрируемости по Риману 238 

— Коши 217, 273, 278 

— параметрический 461 

- Рауса — Гурвица 326 

— свободный от параметров 461 

— Сильвестра 236 

— согласия 462 

— — Колмогорова — Смирнова 463 

— сходимосги Коши 215, 216 

— — несобственных ингегралов 249 
— Уилкоксона 461 

Е-критерий 461 

!-критерин 46! 

х-критерий 462 

Круг 185 

- кривизны 407 

— сходимости 368 

Круговое кольцо 185 

Круговые функции (см. Тригономе!- 
рические функции) 

Кручение кривой 411 

Куб 187 

Кубическая парабола 113 

- резольвента 147 

Кубическое уравнение 146 

Кусочно гладкая кривая 353 

— непрерывная функция 221 


Левая система координат 197, 387 

Лексикографический порядок 473 

Лемма Гейне- Бореля 214 

- Дюбуа-- Реймона 289 

Лемниската 125, 409 

Линеаризация 498, 522 

Линеаризованная система 326 

Линейная зависимость (независимость) 
векторов 152, 153 

— интерполяция 12 

— комбинация векторов 152 

— оболочка 152 

— система дифференциальных 
нений 316 

— — — — однородная, 
316, 317 

— функция 113, 170, 374 

Линейно зависимое (независимое) мно- 
жесгво 152, 153 

— зависимые функции 313 

— независимые векторы 152, 153 

— упорядоченное множество 384 

Линейное дифференциальное уравне- 
ние 305, 308, 313, 318, 331 

— — — 2-го порядка 318 

— — - п-го порядка 313 

— — -- однородное, неоднородное 313, 
314, 315, 331 

— — - с постоянными коэффициен га- 
ми 315 

- подпрос:ранство 199 

— преобразование 164 

— -- взаимно однозначное 164 

— --, представление в виде матриц 165 

— программирование 466 

- пространство (см. Векторное про- 
сгрансгво) 

— уравнение (алгебраическое) 145 

Линейный оператор 164 

— — вырожденный (невырожденный) 
164 

— -- обратный 166 

— — симмегрический 168 

— — тождественный 166 

— элемент особый 310 

— — поля направлений 306 

— — регулярный 310 

— — уравнения 310 

Линейчатая поверхность 416 

Линии вихревые 398 

— кривизны 416 

— регрессии 451 

— тока 392 

— уровня 223, 391 

Лист Декарта 123, 410 

— Мёбиуса 266 

Логарифм 364, 373 

— десятичный 33 


урав- 


неоднородная 


Логарифм натуральный 364 
Ло! арифмическая линейка 519 
— производная 226 

— спираль 128, 409 

— точка ветвления 373 

— функция 179, 373, график 119 
— —, разложение в ряд 89 
Логарифмическое уравнение 151 
Логическая операция 376 

— функция (предикат) 379 
Логические связки 376 

Локон Аньези 123 

Ломаная Эйлера 510, 512 


Мажоранта 278 

Макрокоманда 524 

Максимальный (минимальный) элемент 
множества 212, 384 

Максимум функции 229, 236 

— — локальный 229, 236 

— функционала 288 

- — абсолютный 288 

— — сильный 288 

— — слабый 288 

Масса 257, 263, 265 

Математическая выборка объема п 455 

Матемагическое обеспечение 526 

— ожидание 446, 447 

Матрица 157 

— базисная 469 

— верхняя (нижняя) треугольная 157 

— вырожденная (особая) 159 

— Гильберта 500 

— Грама 499 

— диагональная 157 

— единичная 157, 160 

— квадратичной формы 168 

— квадратная 157 

— ковариации (корреляции) 450 

— комплексно сопряженная 161 

— кососимметрическая 161 

— косоэрмитова 161 

— коэффициентов 162 

— — расширенная 162 

— невырожденная (неособая) 159 

— нулевая 157, 160 

— обратная 160, 493 

— ортогональная 161 

— противоположная 159 

— размера т хп 157 

- разреженная 515 


—, ранг 159 
- симметрическая 161 
-, след 157 


- транспонированная 157 

- грапециевидная 159 

- треугольная 157 

- унитарная 16| 

-, элемент 157 

- элементарных врашений Якоби 495 

- эрмитова 161 

- Якоби 498 

Матрица-столбец 157 

Матрица-строка 157 

Матрицы подобные 165 

- равные 159 

-, сумма, разность, произведение на 
число 159 

- сцепленные, умножение 160 

- эквивалентные 165 

Матричное уравнение 161 

Машинное слово 523 

Медиана 183 

Мера надежности 459 

Меридианы 412 

Метод Адамса 512, 513 

— Адамса – Мултона 512, 513 

- вариации посгоянной 308, 314 

— выбранных точек 522 

- выделения 518 

-- Галеркина 514 

-- Гаусса-- Жордана 492 

- Гаусса - Зейделя 494 

-- градиента 304 

- -- проекционный 304 

— — условный 304 

— Градиентного спуска 297 

— исключения Гаусса 491 
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Метод итерации 493, 496, 498 
— квадратичной ошибки 514 

— коллокаций 514 

- Коши 314 

- краевой 514 

- Лобачевского — Греффе 497 

— ломаной Эйлера 510 

— математической индукции 211 

— Мизеса 496 

— Милна 512 

— многошаговый 512 

— моментов 458 

— наибольшего правдоподобия 458 

— наименьших квадратов 237, 499, 521 

— неопределенных коэффициентов 173 

— неявный (закрытый) 512 

— Нистрёма 512 

— Ньютона 497 

— Ньютона – Канторовича 498 

— областей 514 

— одношаговый 511, 513 

— ортогонализации 156, 514 

— Пикара 312 

— подстановки нулей знаменателя 243 

— — численных значений 173 

— последовательных приближений Пи- 
кара 312 

— потенциалов 479 

— предельных значений 173 

— предсказания — уточнения 513 

— приравнивания коэффициентов 243 

— проверки 461 

— разветвления 488 

— разделения переменных 332 

— релаксации 296 

— Римана 347 

— Ритца 296 

— Рунге-- Кутта 511, 512 

- сведения к задаче с начальными 
значениями 513 

- секуших 497 

-- сечения Гомори 487 

- сравнения коэффициентов 282 

- средних 522 

- степенной 496 

- суперпозиции 332 

- сходяшийся 513 

- — порядка р 513 

- телескопа 502 

- Фурье 343 

- Хенричи - Милна 512 

— хорд 497 

— частичных областей 514 

— Эйлера 296, 511 

— зкстраполяции 509 

— явный (открытый) 512 

— Якоби 494, 496 

Методы градиентные 304 

- итерации 493, 496 

— прямые (косвенные) 296, 304, 491, 495 

- разностные 514 

- эвристические 513 

Метрические коэффициенты 388 

Метрический тензор 414 

Минимальная поверхность 416 

Минимальный многочлен 500 

Минимизируюшая последователь- 
ность 296, 304 

Минимум функции 229, 236 

- -- локальный 229, 236 

- функционала 288 

- -- абсолютный 288 

- -- сильный 288 

- -- слабый 288 

Минор 157 

Миноранта 384 

Мнимая единица 357 

- ось 358 

-- часть комплексного числа 357 

Мнимое число 357 

Многогранник 186 

- правильный 187 

Многогранное множество 467 

Многогранный угол 186 

- --, вершина, грани, ребра 186 

- -- выпуклый 186 

— —, плоский угол 186 

Многолистная поверхность 372 

Многообразие разветвления 334 
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Многосвязная область 213, 360 

Многоугольник 184 

— правильный 184 

Многочлен 141, 169, 217, 361 

— интерполяционный 502 

—, каноническая форма 169 

—, корень (нуль) 169 

—, — кратности К 170 

-, коэффициенты 169 

— Лежандра 323 

— неприводимый 169 

— приводимый 169 

-, степень 141, 169 

Многочлены взаимно простые 141. 

—, деление с остатком (алгоритм 
Евклида) 141 

— Лежандра 323, 500, 508 

— ортогональные 500 

— Чебышева 501 

Множества дизьюнктные 381 

- равномошные 386 

Множество бесконечное 212, 386 

- выпуклое 214 

— достижимости 298 

- замкнутое 213 

- значений функции 216, 223 

-- индексов 382 

— конечное 212, 386 

— линейно связное 213 

- не более чем счетное 212, 386 

— несчетное 212, 386 

- ограниченное 212, 384 

- — сверху (снизу) 212, 384 

— открытое 213 

- производное 213 

- пустое 380 

- равномерно ограниченное 279 

- равностепенно непрерывное 279 

- свазное 213 

- счетное 212, 386 

- точечное 212 

- числовое 212 

Множители Лагранжа 293 

Множитель интегрируюший 307 

- нормируюший 200, 205 

Модуль 525 

- вектора 155, 386 

- действительного числа (см. Абсо- 
лютная величина) 

- комплексного числа 358 

- функции 360 

Молекула 515 

- асимметричная 515 


- пятиточечная для оператора Лапла- 


са 515 
Момент инерции 253, 263, 265 
- корреляционный 450 
- начальный 446, 447, 449 
- случайной величины 447 
- — — многомерной 449 
— центральный 446, 447, 449 
- эмпирический 458 
Монитор 526 
Монотонная последовательность 215 
- функция 222 
Мошность множества 386 
Мультипрограммный режим 524 


Набла-оператор 399 
Наблюденные значения 455 


Наибольшее (наименьшее) значение 
функция 217, 223 
Наибольший (наименьший) элемент 


множества 384 
Наклон касательной (см. Угловой ко- 
эффициент) 
Наклонное сечение 416 
Накопители 523 
Направление закручивания 411 
Направляюшая конической 
ности 188 
- цилиндрической поверхности 188 
Направляюшие косинусы 198, 200, 206 
Направляюший вектор 205 | 
Натуральные числа 211 
Натуральный логарифм 364 
- —, главная ветвь 364, 373 
- параметр 410 


поверх- 


Начало координат 195, 197, 387 

Невозрастаюшая (неубываюшая) по- 
следовательность 215 

- (-) функция 222 

Нелинейные уравнения дифференциаль- 
ные 325 

Неоднородная краевая задача 327 

— система дифференциальных урав- 
нений 316 

Неоднородное дифференциальное 
уравнение 308, 313, 343 

Неопределенный интеграл 240, 366 

Неподвижная точка 493 

— — подстановки 136 

Непрерывная кривая 360 

— слева (справа) функция 220 

— случайная величина 445 

— функция 220, 224, 361 

Непрерывно дифференцируемая функ- 
ция 230, 233 

Непрерывный спектр 425 

Неравенства 142, 212 

— эквивалентные 143 

Неравенство 142 

— Бернулли 212 

— выполнимое (невыполнимое) 142 

— Гарнака 354 

— Коши — Буняковского 142, 155, 212, 
358 


— Минковского 142 
—, решение 143 

— тождественное 142 

— треугольника 155, 192, 212, 358 

— — обобщенное 212 

— универсальное 142 

— Чебышева 142, 453 

— — обобщенное 142 

Несобственный интеграл 247, 248 

— — абсолютно сходящийся 250 

— —, главное значение 248, 249 

двойной 271 

зависящий от параметра 258 

— — , критерий сходимости 249 

— — равномерно сходяшийся 258 

расходящийся 247, 248 

— — сходящийся 247, 248 

тройной 272 

— —, функция сравнения 249 

Неубывающая последовательность 215 

— функция 222 

Неявная функция 216, 223, 234, 235 

Нижняя грань множества 212, 384 

— — функции 217, 223 

Номограмма из выравненных точек 519 

Номограммы сетчатые 520 

Норма вектора (модуль, длина) 155, 
156, 386 

— элемента в гильбертовом пространст- 
ве 156, 499 

Нормаль 406, 413 

Нормальная плоскость 411 

— система дифференциальных уравне- 
ний 332 

Нормальное распределение 446, 449 

— сечение поверхности 416 

- уравнение прямой 200 

— — плоскости 205 

Нормированное распределение 446 

Нормировка функции 529 

Нормирующий множитель 200, 205 

Носитель линейного элемента 306 

Нули многочлена 169 

- рациональной функции 171 

- функция 221, 361 

Нуль 143, 210 


Обелиск 187 

Область 213, 360 

-- зависимости решения 347, 348 

- замкнутая 214, 360 

-- многосвязная 213, 360 

- односвязная 213, 360 

— определения функции 216, 223, 360 
— пространственно односвязная 268 
— сходимости 277 

- управления 298 

О большое, о малое 221 

Образ (изображение) 164 
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Образ отношения 383 

- отображения 384 

Образуюшая конуса 188 

- прямолинейная 209 

— цилиндра 188 

Обратная задача вариационного исчис- 
ления 295 

— пропорциональность 114 


— функция 217 
Обрал ное преобразование Лапласа 437 
Обратные гиперболические функции 


(ареафункции) 122, 181 

— — -, разложение в ряд 90 

— тригонометрические функции 18, 
119, 178 

— — --, разложение в ряд 89 

Общий интеграл дифференциального 
уравнения 307 

Объединение множеств 381 

Объект загрузки 526 

Объектная программа 524 

Объем тела 263, 265, 269 

- — вращения 252 

Обыкновенное дифференциальное урав- 
нение 305 

— - - в неявной форме 305 

— — - в полных дифференциалах 307 

— — - , интегрирование с помощью 
рядов 313 

— — - линейное 308, 313 

— — — нелинейное 325 

— — — неоднородное 313 

— — —, общее решение 305 

— — — однородное 307, 313 

— - — первого порядка 306 

— — — с разделяющимися перемен- 
ными 307 

— — —, частное решение 305 

Овалы Кассини 125 

Огибающая 310, 336 

— семейства 410 

Ограниченная последовательность 214 

— функция 217, 361 

— — сверху (снизу) 217, 223 

Ограниченное множество 212, 384 

Однолистная область 372 

— функция 372 

Однополостный гиперболоид 208, 209 

Однородная краевая задача 327, 329 

— система линейных уравнений 161 

Однородное дифференциальное урав- 
нение 307, 313, 331 

— — — линейное 313 

Односвязная область 213, 256, 360 

Одношаговый метод 511, 513 

Окрестность 213, 360 

Е-окрестность 213, 360 

Округление числа 131 

— — с избытком, с недостатком 131 

Окружность 185, 202 

— вписанная (описанная) 191 

—, длина 185 

-, уравнение 202 

Октант 197 

Октаэдр 188 

Операнд 524 

Оператор Гамильтона (набла) 399 

— Даламбера 340 

Лапласа 340, 399 

линейный 164 

— обратный 166 

— положительный 351 

— самосопряженный 328, 347, 351 

— тождественный 166 

— эллиптический 343 

— эрмитов 351 

Операторный метод решения уравне- 
ний 326, 346 

Операторы 524 

Операционная система 523, 526 

Операция п-местнал (п-арная) 385 

— навешиванил квантора 380 

— нульместная 385 

- сложения, умножения 386 

Опорные точки 526 

Определенный интеграл 238 

Определитель 157 

- Вронского 313 

—, вычисление 158 


Определитель, разложение по злемен- 
там строки (столбца) 158 

Определяюшее уравнение 319 

Оптимальная траекгория 299 

Оптимальное состояние 299 

- управление 299 

Оптимальный процесс 298 

Опгимизационная задача 302, 303 

Ордината 195, 197, 216 

Оригинал 164, 437 

Ориентация поверхности 268, 414 

Ориентированная плошадь 199, 257 

Ориентированный обьем 204 

Ортогональная проекция 156 

- система 155 

- составляюшая 156 

Ортогональное дополнение 156 

Ортогональные векторы 155 

- многочлены 500 

- подпространства 156 

Ортонормированная система 155, 500 

- -- полная 418 

Ортонормированный базис 155, 156 

Ортоцентр 183 

Осевое поле (цилиндрическое) 391, 392 

Основание трапеции 184 

Основная теорема алгебры 148, 169, 361 

Основные эквивалентности 378 

Особая точка 310, 365, 369, 406, 408, 
409 

- -- изолированная 365, 408 

- -- кривой 408 

- -- поверхности 413 

- —, полюс порядка т 369, 370 

- — регулярная 319, 365, 370 

- - сушественно 369, 370 

- — устранимая 369, 370 

Особое решение 336 

Особые точки дифференциального урав- 
нения 310 

— — - - регулярные 319, 320 

Особый интеграл 310 

Остагок 273, 278 

Ось абсцисс 195, 197 

- аппликат 197 

— кривой 2-го порядка 201, 202, 203 

— ординат 195, 197 

Отклонение среднее квадратичное 447 

— стандартное 447, 448 

Открытое множество 213 

Отладка программы 526 

Относительная погрешность 131 

Отношение бинарное 382 

— квазипорядка (предпорядка) 383 

— п-местное (п-арное) 382 

— полное (универсальное) 382 

— порядка 383 

— пустое (нулевое) 382 

— частичного порядка 383 

— эквивалентности 383 

Отображение 233, 384 

— биективное 385 

-, график 385 

— дифференцируемое 233 

— инъективное 385 

— конформное 373 

— многозначное 384 

— непрерывное 233 

—, образ (прообраз) 384 

— обратное 385 

— однозначное 384 

— поверхностей 414 

— сюръективное 385 

— тождественное 385 

— эквиареальное 414 

Отрезок 212 

— цилиндра 188 

Отрицание 376 

— высказывания (инверсия) 376 

Отрицательное число 211 

Оценка асимптотически несмещенная 
457 

— более эффективная 458 

— доверительная 459 

— наиболее правдоподобная 458 

- несмещенная 457 

— состоятельная 457 

— точечная 457 

— эффективная 458 


Пакетная обработка 526 

Память 523 

— внешняя, внутренняя 524 

Парабола 123, 170, 200, 203, график 
113, 114 

—, уравнение 203 

Параболические кривые 200 

Параболический цилиндр 209 

Параболическое выравнивание 522 

- уравнение 340, 342, 344, 345, 356 

Параболоид врашения 208 

- гиперболический 209 

— эллиптический 209 

Параллелепипед 186 

- прямоугольный 187 

Параллели 412 

Параллелограмм 183 

Параллельные плоскости 186 

- прямая и плоскость 186 

- прямые 186 

Параллельный перенос системы коор- 
динат 196, 198 

Параметр 141, 144, 257 

- распределения 445 

- фокальный 201, 203 

Первообразная 240, 366 

Первый интеграл системы 306 

Переименование свободное (связанное) 
380 

Переменная свободная, связанная 379 

Перенос, вектор переноса 196, 198 

Пересечение множеств 381 

Перестановка 136 

- с повторением 137 

Подстановка 136 

- обратнал 136 

- тождественная 136 

— четная, нечетная 136 

Период функции 222 

Периодическая функция 174, 222 

Пи (число) 185 

Пирамида 187 ... 

- правильная 187 

- треугольная 187, 204 

- усеченная 187 

План согласования 529 

— - нормированный 530 

Плоский угол многогранного угла 186 

Плоское поле 391 

- — векторное 391 

Плоскость 205 

- и прямая 186, 206 

Плотность распределения 445 

- -- вектора 449 

- -- нормального 446, 449 

- совместная 449 

Плошадь кольца 185 

- криволинейной трапеции 252 

- круга 185 

— многоугольника 184, 199 

- параллелограмма 183 

- поверхности 414 

- — тела вращения 252 

— прямоугольника 183 

— сегмента 185 

— сектора 185, 252 

— треугольника 183, 191, 199 

— четырехугольника 184 

Поверхностный интеграл 267, 268 

— - в векторном поле 396 

- — 1-го рода, 2-го рода 267, 268 

Поверхность 412 

— второго порядка 206 

— — —, классификация 206 

— — —, приведение к каноническому 
виду 206 

— гладкая 266 

— двусторонняя 266 

— коническая 188 

— кусочно гладкая 266 

— линейчатая 416 

— минимальная 416 

— многолистная (риманова) 372 

— односторонняя 266 

— ориентированная 395, 414 

— постоянной кривизны 416 

— развертывающаяся 416 

— уровня 223, 391 

— цилиндрическая 188 
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Поворот системы координат 196, 198 

Погрешность 490 

- абсолютная 131 

- второго рода 461 

- дополнительная 491 

- интерполяции 504 

- истинная 131, 490 

— — относительная 131, 490 

- максимальная 490 

- метода 490 

- обрыва 490, 511 

- — локальная 511 

-- обусловленная входом 490 

-- округления 131, 511 

-- первого, второго рода 461 

- предельная 131 

- приближенил 131 

— случайная 491 

Подкасательная 406 

Подматрица 157 

Подмножество 381 

- собственное 381 

Поднормаль 406 

Подобные матрицы 165 

— треугольники (многоугольники) 183 

Подпоследовательность 215 

Подпрограмма 525 

Подпространство 152 

Подстановки Эйлера 245 

Показательное уравнение 150 

Показательные функции 179, 361, 
364, графики 119 

— —, разложение в ряд 88, 363 

Покрытие 214 

Поле 143, 386 

— без источников 401 

— векторное 391 

— направлений 306 

— скалярное 391 

— экстремалей 293 

— — центральное 293 

Полином (см. Многочлен) 

Полиномиальное распределение 448 

Полиномиальный коэффициент 135 

Полная вариация функции 222 

— кривизна 417 

— ортонормированная система 418 

Полное упорядочение 384 

Полнота 156, 216 

Полный дифференциал 256 

— интеграл 336 

— прообраз 164, 384 

Положительное число 211 

Полугруппа 385 

Полуинтервал 212 

Полукубическая парабола 123 

Полунепрерывная функция 222 

Полуупорядоченность 383 

Полюс 196 

- дробно-рациональной функции 171 

— северный, южный 359, 360 

— функции 369, 370 

Полюсное расстояние 133 

Полярная ось 196 

— система координат 196 

Полярное расстояние 197 

— уравнение кривой 2-го порядка 201 

Полярные координаты, замена пере- 
менных 262 

Полярный угол 196 

Поправка интерполяции 12 

Порождающая система 152 

Порядок 383 

— величины функции 221 

Последовательность 214, 215, 367 

— возрастающая (убывающая) 214 

— конечная 138 

— монотонная 215 

— невозрастающая (неубывающая) 214, 
215 

— неравномерно сходящаяся 277 

— ограниченная 214, 215 

— первых (вторых) разностей 138 

— постоянная 139 

— равномерно сходящаяся 277 

— расходящаяся 214, 216, 367 

— строго возрастающая (убываю- 
шая) 214, 215 

-- сходяшаяся 214, 216, 277, 367 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Последовательность точек 215 

-- функциональная 277 

- числовая 214 

Постоянная Липшица 223 

- Эйлера 110, 260, 320, 436 

Постоянные функции 113 

Потенциал векторного поля 395 

- запаздываюший 350 

— силового поля 257 

Потеря значаших разрядов при вычита- 
нии 491 

Поток векторный 396 

-- скалярного поля 396 

-- скалярный векторного поля 396 

Почленное дифференцирование ряда 
279, 281 

- интегрирование ряда 278, 281 

Правая система координат 197, 387 

Правило знаков Декарта 149 

-- Крамера 163 

-- ложного положения 497 

- Лопигаля 218 

- Непера 194 

- Ньютона 149 

- подстановки 241, 242, 251 

- Саррюса 158 

- северо-западного угла 478 

- средней точки 512 

- трапеции 512 

- треугольника 387 

Правильная дробно-рациональная функ- 
ция 171 

- точка функции 365 

Правильные многогранники 187 

Правый винт 267 

Предел вектор-функции 390 

- последовательности 214, 216, 277 

- - векторов 390 

— — верхний (нижний) 215, 280 

— функции 217, 218, 219, 361 

— — многих переменных 224 

— — справа (слева) 218, 219 

Пределы интегрирования 238 

— суммирования 138 

— умножения 138 

Предельная теорема для характеристи- 
ческой функции 452 

— — интегральная 454 

— — локальная 454 

— — Муавра — Лапласа 454 

— — центральная 454, 455 

— точка множества 212 

— функция 277 

Предельный элемент множества 374 

Предикаг 379 

— двухместный (бинарный) 379 

— индивидуальный 379 

— п-местный (п-арный) 379 

— одноместный (унарный) 379 

— переменный 379 

Предикатная константа 379 

— формула 380 

Предикатный символ 379 

Предметная область 379 

— переменная 379 

Представление Гаусса 260 

Преобразование Кельвина 354 

— координат 154, 196, 198 

- — когредиентное (контраградиент- 
ное) 154 

— Лапласа 326, 346, 437 

— Лежандра 338 

— Фурье 425 

— Эйлера 517 

Приближение 499 

— наилучшее 499 

— равномерное 501 

— чебышевское 501 

Приближенное дифференцирование 510 

— значение числа 131 

— — -, верные цифры 131 

— интегрирование 506 

Приближенные формулы для злемен- 
тарных функций 132 

Приведенное уравнение 146 

Призма 186 

— правильная 186 

— прямая 186 

Признак Абеля 276, 278 


Признак Вейерштрасса 278 

— Гаусса 275 

- Даламбера 274 

- Дирихле 276, 278 

- Жордана-- Дирихле 425 

- интегральный 275 

- Коши 275 

- Лейбница 276 

- Маклорена 275 

- сравнения рядов с положительными 
членами 274 

Принцип выбора 385 

- выравнивания 521 

- Гамильгона 291 

- Дюамеля 349 

- максимума 304, 365 

- — для гармонических функций 354 

-- — Понірягина 287, 299, 302 

- -- слабый 304 

- непрерывности 371 

- — Дедекинда 211 

- Рунге 512 

- симметрии Шварца 372 

- Цорна 384 

Принципы максимальных цепей 384 

Присоединенная векгор-функция 299 

— система 302, 303 

Присоединенные функции 
324 

Присоединенный вектор 303 

Программа 524 

Программирование 524, 525 

Программное обеспечение 526 

Прогрессия арифмегическал 139 

- геометрическал 139 

Произведение бесконечное 285 

— матриц 160 

- отображений 385 

— подстановок 136 

- рядов 277 

— чисел 210 

Производная 225, 365 

- вторая 226 

-- высших порядков 227, 231 

- логарифмическая 226 

— по направлению 232, 393 

- по нормали 406 

— по обьему 397 

- порадка п 227 

— слева, справа (левал, правал) 225 

—, таблица 226 

— частнал 230 

Производное множесіво 213 

Производяшая функция случайной вели- 
чины 453 

Промежугок 212 

Прообраз (оригинал) 164, 384 

— отношения 383 

- отображениз 164, 384 

— — полный 164, 384 

Пропозициональная переменная 376 

— формула 376 

Пропозициональные формулы зквива- 
лентные (равносильные) 378 

Пропорциональная зависимость пря- 
мая, обратная 113, 114 

Простейшая дробь 172 

— задача вариационного 
288 

Пространсївенная кривая 410 

Пространство векторное 151 

— гильбергово 156, 499 

— евклидово 155 

— управления 298 

Процессор 523 

Прямая 199 

— в пространстве 205 

Прямолинейная образующая 209 

Прямоугольная > система координаг 
195, 197, 387 

Прямоугольник 183 

Прямоугольный параллелепипед 187 

- треугольник 183 

Прямые методы 295, 304, 491 

Псевдосфера 416 

Путь интегрирования 366 


Лежандра 


исчисления 


Работа силы вдоль кривой 257 


- 


Равенсгво ірегьему 383 
Равнобедренный треугольник 183 
Равнобочная гипербола (равносторон- 
няя) 114, 203 
-- трапеция 184 
Равномерно непрерывная 
222, 224 
— ограниченное множество 279 
— сходящаяся последовательность 277 
— сходящийся интеграл 258, 272 
— — ряд 278 
Равномерное приближение 501 
— распределение 446, 449 
Равностепенно непрерывное 
ство 279 
Радиан 61, 190 
Радикал 142 
Радиус кривизны 407, 411 
- - главный 415 
— кривой 2-го порядка 201, 203, 204 
— окружности 185, 202 
— — вписанной (описанной) 191 
— сходимости 280, 368 
Радиус-вектор 196, 387 
Разброс 448 
Развертка окружности 128, 129 
Развертывающаяся поверхность 416 
Разделение времени 526 
— переменных 332 
Разделенная разность 502 
Разложение в ряд Лорана 368 
— — — Тейлора 228, 283, 368 
— — — - численно пригодное 517 
— — - Фурье 418, 419 
- дроби на простые (на элементар- 
ные) 94 
— на множители 148 
— — простейшие дроби 361 
— по многочленам Чебышева 501 
-- — ортогональным многочленам 501 
— — собственным функциям 330, 351 
— элементарных функций в ряд 87 
Размер матрицы 157 
Размерность пространства 154 
Размещение 137 
- с повторением 137 
Разностная схема 502 
Разностное отношение 225, 515 
— уравнение 511 
Разностные операторы 502 
Разность арифметической прогрессии 
139 


функция 


множе- 


- запаздываюшая 504 

— множесгв 381 

— — симметрическал 381 
- опережаюшая 504 

- первая, вторая 139 

- центральная 504 

- чисел 210 

Разрез 372 

Разрешаюшая строка 470 
Разрешаюший столбец 470 
— элемент 470 

Разрыв функции 220, 224 
- -- бесконечный 221 

-- -- конечный (скачок) 221 
- — 1-ғо, 2-го рода 221 

- -- устранимый 221 

- --, точка разрыва 220 
Разрывная функция 220 
Ранг линейного преобразования 164 
- матрицы 159 

- —, вычисление 159 
Распределение 444 

- асимптотическое 454 

- биномиальное 444 

- вектора 448 

- Гаусса 446 

- типергеометрическое 445 
-- граничное 449 

- нормальное 446, 449 

— полиномиальное 448 


' — Пуассона 445 
‚ – равномерное 446, 449 


— случайной величины 444 


"— Стьюдента (1-расиределение) 457 


— условное 450 
- экспоненциальное 446 
-- Е (Е-распределение) 457 


ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Распределение 2 (7-распределение) 457 
— у? (Х2-распределение) 457 
Распросгранение тепла 344 
Расстояние между двумя точками 199, 


204, 213, 390 
— — прямыми 205 


— от точки до прямой 200, 205 

Расходяшаяся последовагельность 214, 
216, 367 

Расходяшееся произведение 285 

Расходяшийся несобственный интеграл 
247, 248 

- ряд 273 

Расхождение (см. Дивергенция) 

Расширенная матрица коэффициентов 
162 

Рациональная функция 170, 217 

- -- правильная 217 

— -- целая 217 

Рациональное число 211 

Ребро многогранника 186 

- многогранного угла 186 

Регисгр 524 

Регулярная гочка дифференциального 
уравнения 318 

- — -- — особая (слабая особая точка) 
319, 320 

— — функции (правильная) 365 

— функция 365 

Резольвента кубическая 147 

Рекуррентная формула 243 

Рельеф функции 360 

Рефлексивность 383 

Решение треугольников 190 

— — сферических 193 

Риманова поверхность 372 

Ромб 184 

Ротор (вихрь) 398, 404 

Ряд 273, 367 

— абсолютно сходящийся 276 

— безусловно сходящийся 277 

— бесконечный 273 

— биномиальный 87, 88 

— быстро сходящийся 517 

— гармонический 274 

— знакочередующийся 276 

-, критерий Коши 273 

— Лорана 369 

— —, главная часть 369 

— —, регулярная часть 369 

— Маклорена 228 

—, необходимый признак сходимости 

—, общий член 273 

-, остаток 273, 278 

— равномерно сходящийся 278 

— расходящийся 273 

— с комплексными членами 367 

— с неотрицательными членами 274 

— степенной 279, 368 

—, сумма 273, 368 

— сходящийся 273, 367 

— Тейлора 228, 282, 283, 369 

— условно сходящийся 276 

— функциональный 278, 368 

— Фурье 418 

—, часгичная сумма 273 

— числовой 273 


Самосопряженный оператор 328, 347, 
351 


Свертка плотностей 451 
Связанный алгоритм 492 
Связки 376 

Связное множество 213 
Связность 383 
Сглаживающий многочлен 521 
Сегмент (см. Отрезок) 212 

— кривой 2-го порядка 201, 203, 204 
— круга 185 

— шаровой 189 

Седло (особая точка) 312 
Секанс 174, график 118 

- гиперболический 180 
Сектор круга 185 

— шаровой 189 

— зллипса 201 

Секушая 185 
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Семейсі во подмножеств 382 

Сетка 514 

Сечение в множестве действительных 
чисел 211 

Сила притяжения 269 

Символ 523 

-- Кронекера 389 

Символы Гаусса 237 

- Кристоффела 416 

- 5, О (о малог, О бољшое) 221 

Симметрическал группа 136 

Симметричность 383 

Симплекс-метод 469 

— двойственный 474 

- -- модифицированный 475, 476 

Симплекс-множи гель 479 

Симплекс-таблица 468 

- двойственно-вырожденная”" 475 

— двойственно-допустимая 474 

- модифицированная 475 ” 

Симплекс-шаг 470 

Синтаксис языка 525 

Синус 174, график 117 

- гиперболический 180, 364 

Синусоида 117 

Синусоидальная функция 177 

Синус-преобразование Фурье 426 

Система динамическая 298 

— дифференциальных уравнений 305, 
331 


— — - в частных производных 331 

— — – - - – нормальная 332 

н – – – - определенная 
определенная) 332 

— - – - – - переопределенная (не- 
доопределенная) 332 

— — — обыкновенных 305 

— — - --, общее решение 305 

— — — -, общий интеграл 306 

— — — -, первый интеграл 306 

— — - --, порядок 305 

— каноническал 338 

— команд 524 

— — одноадреснал 524 

- координат 194, 195, 197, 387 

- -- барицентрическая 194 

- -- декартова 194, 195, 197, 387 

- -- косоугольная 195, 197, 388 

- -- криволинейная 195, 197 

— — левая (правая) 197, 387 

— — однородная 194 

— — полярная 196 

— — прямоугольная 195, 197, 387 

— — сферическая 197 

— - цилиндрическая 198 

— линейных уравнений 161 

— — — однородная, неоднородная 161 

— — — треугольная 163 

— программирования 525 

— с распределенными параметрами 302 

— счисления 130 

— — двоичная 130 

— — десятичная 130 

— — позиционная (непозиционная) 130 

— управления данными 526 

— управляемая 298 

— уравнений алгебраическая 150 

Системы уравнений эквиваленгные 161 

Скаляр 386 

Скалярное поле 391 

— - осевое (цилиндрическое) 391 

— — плоское 391 

— — центральное (сферическое) 391 

— произведение 155, 388 

Скачок функции 221 

Скобки Лагранжа 339 

— Пуассона 339 

Скрещивающиеся прямые 185 

След матрицы 157 

Сложная функция 225, 232 

Слой шаровой 189 

Случайная величина 444 

— — дискретная 444 

— — линейно коррелированная 451 

— — непрерывная 445 

— — харакгеристическая 444 

— выборка объема 455 

Случайные величины независимые 450 

— — некоррелированные 450 


(недо- 
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Случайные события 442 

- -- независимые 443 

— — — в совокупности 443 

— — — попарно 443 

Случайный вектор 448 

— — дискретный 448 

— — непрерывный 449 

Смешанная задача 343 

- — для > гиперболического 
ния 343, 347 

— — двумерного уравнения теплопро- 
водности 345 

— производная 231 

Смешанное произведение 388 

Собственная функция 329, 351 

Собственное значение 329, 351 

— — матрицы 166 

— — оператора 167, 351 

— подпространство матрицы 166 

Собственный вектор матрицы 166 

— — оператора 167 

Событие 441 

— достоверное 441 

— невозможное 441 

— противоположное (дополнительное) 
442 

— элементарное 441 

События независимые 443 

— несовместные 442 

— случайные 442 

—. сумма, произведение 441 

Совершенная дизъюнктивная нормаль- 
ная форма 379 

— конъюнктивная нормальная форма 
379 

Совершенно упорядоченное множество 


уравне- 


Совместная плотность 449 

Совместное распределение 448 

Соленоидальное поле 401 

Соприкасающаяся плоскость 411 

Сопровождающий трехгранник 411, 413 

Сопряженные гиперболы 203 

— диаметры 201, 202 

— дифференциальные выражения 347 

— комплексные числа 358 

Состояние достижимое 298 

— управляемое 298 

Сочетание 138 

— с повторением 138 

Спираль Архимеда 128 

— гиперболическая 128 

— логарифмическая 128, 409 

Сплайн-интерполяция 504 

Сплайн-функция 504 

Спрямляющая плоскость 411 

Сравнимые (несравнимые) 
384 

Среднее арифметическое 139, 212 

— гармоническое 212 

— теометрическое 139, 212 

— значение 506 

— — измерений 521 

— квадратическое отклонение 447, 448 

— квадратичное 139 

— пропорциональное 139 

Средняя кривизна 415 

— линия трапеции 184 

— — треугольника 183 

— ошибка наблюдения 521 

— — среднего 521 

Стандартное отклонение 447, 448 

Степенная функция 170, графики 114, 
116, 117 

Степенной метод 496 

— ряд 279, 368 

— — абсолютно сходящийся 280 

— — всюду сходящийся 279, 368 

— —, круг сходимости 368 

— — равномерно сходящийся 280 

- —, радиус сходимости 280, 368 

— —, центр 279 

Стереографическая проекция 360 

Стохастическая зависимость 450 

Стрелка Пирса 378 

Строфоида 124 

Сумма векторов 151, 387 

— Дарбу (верхняя, нижняя) 238 

— нормированная и центрированная 455 


элементы 


Сумма по модулю (2) 378 

— ряда 273 

— чисел 210 

Сумматор 524, 528 

Супервизор 526 

Суперпозиция отображений 385 

— функций 217 

Супремум 384 

Существенно особая точка 369, 370 

Сфера 189, 412 

— Римана 360 

Сферическая система координат 197 

Сферические координаты 265, 393 

— функции Бесселя 322 

Сферический двуугольник 192 

— избыток (эксцесс) 192, 194 

— треугольник 192 

— — Эйлера 192 

Сферическое поле 392 

Схема вычислений 530 

— Горнера 517 

— — полная 517 

— спуска 502 

Сходимость абсолютная 250, 276 

— безусловная 277 

— в основном 452 

— по вероятности 453 

— почти наверное 454 

— равномерная 258, 272, 277 

— ряда условная 276 

— среднеквадратичная 418 

Сходящаяся последовательность 214, 
216 

Сходящийся ряд 273, 367 

Сцепленные матрицы 160 

Сюръекция 385 


Таблица значений функции 216, 223 

— издержек 477 

— интегралов 91-112 

— истинности 376 

— наблюденных значений 455 

— обратного преобразования Лапласа 
439 —440 

— производных 226 

— разложений в ряд Фурье 420—423 

— трансформант Фурье 427—436 

Тангенс 174, график 118 

— гиперболический 180 

Тангенсоида 118 

Тело 386 

Теневая цена 474 

Тензор деформаций 404 

— дискриминантный 414 

— кривизны Римана 417 

— Леви-Чивита 414 

— метрический 414 

— напряжений 414 

Тензорные поля на поверхности 412 

Теорема Абеля 281 

— альтернативная 330 

— Аполлония 201 

— Арцела — Асколи 279 

— Бернулли 453 

— Больцано — Вейерштрасса 213, 215 

— Вейерштрасса 222, 501 

— Виета 148, 149 

— вычетов 370 

— Гамильтона — Кэли 167 

— Гаусса — Бонне 417 

— — основная 417 

— Гаусса —Остроградского 405 

— Гульдена 1-я, 2-я 252, 253 

— Дирихле 418 

— единственности аналитических функ- 
ций 365 

- — разложения в степенной ряд 282 

— — степенных рядов 368 

— Колмогорова 454 

-- косинусов 190, 192, 193 

— Коши 222, 228, 277, 306 

— Коши — Адамара 280 

— — ингегральная 366 

— Коши — Ковалевской 332 

— Лагранжа 228 

— Лежандра 194 

- Лиувидля 365 

- Мење 416 


Теорема Ньютона — Лейбница 241 

— о дополняюшей нежесткости 474 

- -- монодромии 371 

- -- неявных функциях 234, 235 

- -- промежуточном значении 222, 225 

- -- свертке 426, 437 

- -- среднем значении (1-я, 2-я) 239 

— - — -- для двойных интегралов 261 

— об умножении якобианов 234 

— основная алгебры 148, 169, 361 

- Пеано 306 

- Пикара (большая) 369 

- Пифагора 156 

-- половинного угла 190, 193 

-- половинной стороны 193 

- разложения определителя 158 

- Римана 277 

- — об отображении 374 

— Ролля 227 

— синусов 190, 192 

— Стокса 405 

— тангенсов 190 

— умножения для гамма-функций 260 

— Хаара 294 

— Чебышева 244, 453 

— — 06 альтернансе 501 

— Штурма 149 

— Эйлера 188, 224 

— Якоби 338 

Теоремы двойственности в линейном 
программировании 474 

— о непрерывных функциях 221, 225 

— о пределах функций 218 

— о ранге 159 

— о собственных значениях и собст- 
венных векторах 167 

— о числовых последовательностях 215 

— предельные 453 

— сложения 176, 181 

Теория Гамильтона — Якоби 294 

— Эйлера — Лагранжа 288 

Терминал 524 

Тест 524 

Тетраэдр 188 

Тождество Лагранжа 388 

— Якоби 339 

Тор 189, 252 

Точка асимптотическая 409 

— ветвления 373 

— — логарифмическая 373 

— возврата 408 

— гиперболическая 416 

— двойная 408 

— излома 409 

— изолированная 213, 408 

— коническая 413 

— кратности 409 

— круговая 416 

— перегиба 230, 407 

— разрыва 220, 409 

— — бесконечного 221 

— — 1-го, 2-го рода 221 

- самосоприкосновения 408 

— эллиптическая 416 

Точки общего положения 200 

— сетки 515 

Траектория 298, 390 

Трактриса 123 

Транзитивность 211, 383 

Транслятор 525 

Транспонированная матрица 157 

Транспонированный определитель 158 

Транспортная задача 477 

— таблица 477 

Транспортный метод 478, 479 

Трансформанта Фурье 425 

Трансцендентные уравнения 145, 150 

— функции 117, 174 

Трапеция 184 

Треугольник 183 

— Паскаля 134 

— прямоугольный 183 

— равнобедренный 183 

— равносторонний 183 

— сферический 192 

— Эйлера 192 

Тривиальное решение (системы урав- 
нений) 161 

Тригонометрические уравнения 151 
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Триі ономегрические функции 174 

- -, Разложение в ряд 88 
Тригопоме!рический многочлен 418, 423 
Трихотомия 383 

Тройной интеграл 263 

Трохоида 126 


Угловой коэффициент прямой 199 

Угловые условия Вейерштрасса — Зрд- 
мана 290 

Угол двугранный 186 

— между векіорами 155 

- -- кривыми 406, 414 

— -- плоскостью и прямой 186, 206 

— — плоскостями 206 

— — прямыми 200 

— — скрещивающимися прямыми 185 

— многогранный 186 

-, радианное измерение 189 

— смежности 407 

— телесный 186 

— трехгранный 186 

Узел 311 

Узлы 504 

— равноотстоящие 504 

Улитка Паскаля 124, 128 

Уменьшаемое 210 

Универсальная алгебра 385 

Упорядоченная пара элементов 382 

Упорядоченное множество 384 

Упорядоченность 383 

— линейная 384 

— полная 384 

— совершенная 384 

— частичная 383 

Упорядоченный набор 382 

Управление 298 

— допустимое 298 

— оптимальное 299 

Управляемая система 298 

Уравнение 144 

— алгебраическое 145 

— Бернулли 308 

— Бесселя 320 

— биквадратное 148 

— волновое 340, 348 

— Гамильтона — Якоби 294, 338 

— Гельмгольца 340, 350 

— дифференциальное 305, 331 

— диффузии 340 

— касательной плоскости 413 

— квадратное 145 

— квазилинейное 331, 333 

— Клеро 310 

— колебаний 340 

— кубическое 146 

— Куммера 323 

— Лагранжа 310 

— Лапласа 294, 340, 352, 399 

— Лежандра 323 

— линейное 145, 305, 313, 331 

— логарифмическое 151 

— непрерывности 397 

— нормали к поверхности 413 

— первого приближения 312 

— плоской кривой 123, 405 

— плоскости 205, 389 

— поверхносги 412 

— показательное 150 

- прямой 199, 205, 389, 390 

- Пуассона 295, 340 

- --, дискретный аналог 514 

— —, разностные методы 514 

- распросгранения тепла 340, 344 

- Риккати 308 

- с параметрами 144 

- телеграфное 348 

-- теплопроводности 340, 356 

- трансцендентное 145, 150 

- тригонометрическое 151 

— Трикоми 340, 341, 342 

- Эйлера 315 

-- Эйлера -- Лагранжа 288, 292, 293 

- Якоби 290 

Уравнения высших сгепеней 148 

— эквивалентные 144 

Уровень значимости 460 

Усеченнал пирамида 187 


Усеченный конус 189 

-- цилиндр 188 

Ускоренис сходимости 517 

Условие аппроксимации 513 

- Вейерштрасса 290 

- Вейерштрасса – Эрдмана 290 

- Дирихле 418 

- доминирования диагонали 494 

-- Лежандра 289, 290 

- Липшица 223, 306 

-- трансверсальности 291, 300 

- Якоби 290 

Условия интегрируемости 256, 257, 
417 

- Коши-Римана (Даламбера - Эйле- 
ра) 365 

- периодичности 330 

Условная сходимость 276 

Условный экстремум 237 

Устойчивое (неустойчивое) движение 
326 

Устойчивосгь в смысле Ляпунова 326 

Устойчивый вычислительный метод 491 

Устранимая особенность 369, 370 

Устройства ввода и вывода 523 

- управления 523 


Фазовое просгранство (просгранство 
сосгояний) 298 

Фазовые координаты 298 

Фазовый вектор 298 

Файл 526 

Факториал (п-факториал) 134 

Фактор-множество 383 

Фокальная кривая 333 

-- полоса 333 

Фокальное свойство 200 

Фокальный параметр кривой 2-го по- 
рядка 201, 202, 204 

Фокус 200, 201, 202, 312 

-, особая точка 312 

Форма Лагранжа 502 

- Ньютона 502 

Формула Байеса (формула вероятности 
гипотез) 444 

-- Бесселя 505 

- Вейнгартена 416 

- Гаусса 260, 416, 505 

- Гаусса- Лежандра 508 

- Гаусса — Остроградского 270, 400, 
405 

- Гаусса — Чебышева 509 

— Герона 191 

— Грина 270, 328 

— — первая, вторая 270, 350, 400, 401 

— Кардано 146 

— Кирхгофа 349 

— косинусов 190 

— Коши 260 

— Лейбница 227 

— Лиувилля 314 

— — обобщенная 316 

— Маклорена 228 

— Муавра 176, 181, 359 

— неявная 513 

— Ньютона 505, 507 

— Ньютона — Колеса 507 

— Остроградского — Гаусса 270, 400, 
405 


— парабол 507 

— полинома 135 

— полной вероятности 444 

— представления 347 

— преобразования двойного интеграла 
в криволинейный 401 

— — объемного интеграла в поверх- 
ностный 400 

- — поверхностного интеграла в кри- 
волинейный 401 

— Пуассона 349, 355, 356 

— Раабе 260 

— Симпсона 507 

- Стирлинга 134, 505 

— Стокса 270 

— тангенсов 190 

— Тейпора 228, 233 

— —, осгаточный член (в форме Ла- 
гранжа) 228, 233 


Формула Тейлора функции лвух пере- 
менных 233 

— трапеций 507 

— Уильера 194 

— умножения Коши 277 

— Эверегга 505 

— Эйлера 358, 361, 416 

Формулы Гамильгона 294 

— Гаусса 416 

— Даламбера (Гаусса) 193 

— де Моргана 442 

— консчных сумм 139 

— Коши (интегральные) 367 

— Майнарди — Кодацци 417 

— Мольвейде 190 

— порядка п 507 

— приведения 175 

- Серре- Френе 411 

— среднего значения 506 

— типа Рунге— Кутга 511 

Фундаментальная система 314, 316, 513 

Функция зависимые 234 

- линейнозависимые (независимые) 313 

Функционал 287 

Функциональная зависимость 216, 223 

- матрица 239 

— последовательность 277 

- шкала 518 

Функциональный определитель (лкоби- 
ан) 233 

— рад 278, 368 

Функция 216 

- абсолютно непрерывная 222 

— алгебры логики 377 

- аналитическал 282, 365 

- бесконечно большая 221 

- -- Малая 221 

-- Бесселя 320, 436 

- -- модифицированная 321 

- — 1-го, 2-го, 3-го рода 320 

— — сферическая 322 

— Вебера 320 

— вероятности 414 

— вогнутая 228 

— возрастающая (убывающая) 222 

— выбора 385 

— выборки 456 

— выпуклая 228 

— — вверх (вниз) 228 

— Гамильтона 294, 299, 338, 471 

— Ганкеля 320 

— гармоническая 352, 365 

— гиперболическая 180, 181, 364 

— гипергеометрическая 323 

— голоморфная 365 

— Грина 328, 355 

— — задачи Дирихле 355 

— двух переменных 223 

- - —, линии уровня 223 

— - -, таблица значений 223 

— действительная (вещественная) 113, 
216, 223 

— действительного переменного 113, 
216, 223 

— Дирихле 169 

— дифференцируемая 225, 365 

— — п раз 227 

— дробно-рациональная 170, 217, 361 

— Жуковского 373 

— интегрируемая 238, 261, 263 

— иррациональная 174 

— истинности формулы 378 

— комплексная (комплекснозначная) 
360 

— комплексного переменного 360 

— Куммера 323 

— кусочно непрерывная 221 

— Лагранжа 237, 291, 292 

— Лежандра присоединенная 324 

— линейная 113, 170, 374 

— логарифмическая 119, 179, 364 

— Макдональда 321 

— монотонная 222 

- невозрастаюшая (неубъватощая) 222 

— Неймана 320 

— непрерывная 220, 224, 361 

— — слева (справа) 220 

— непрерывно дифференцируемая 230 

— нескольких переменных 223 
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Функция нескольких переменных диф- 
ференцируемая 231 

— - - - по хк 230 

- - — непрерывная 224 

- - — ограниченная 223 

- — — однородная 224 

— — — равномерно непрерывная 224 

— — — сложная 225 

— неявная 216, 223, 234, 235 

— обратная 217 

— ограниченная 217, 223 

— ограниченной вариации 222 

— оптимальных значений 484 

— первообразная 240, 366 

— периодическая 222 

— показательная 119, 179, 361, 364 

— полунепрерывная сверху (снизу) 
222 

— правдоподобия 458 

— равномерно непрерывная 222, 224 

— разрывная 220 

— распределения 444, 448 

— — интегральная 445 

— — многомерная 448 

— — эмпирическая 456 

— рациональная 170, 217 

— регулярная 365 

— Римана 347 

— сложная 217, 225 

- сравнения 249, 271, 288 

— степенная 170, 171 

— строго возрастающая (убывающая) 
222 

— — выпуклая вверх (вниз) 228 

- трансцендентная 174 

— удовлетворяюшая условию Липши- 
ца 223, 306 

- целая рациональная 169, 217, 361 

-- целевая 466 

- цилиндрическая 320, 322 

-- четная (нечетная) 419 

- шаровая 353 

- ех 179 

Е-функция Вейерштрасса 290 


Характеристика 333 

— подстановки 136 
Характеристики 340 
Характеристическая кривая 333 

- поверхность 341 

— полоса 333 

- система уравнений 333 

- функция Гамильтона 294 

— — случайной величины 451, 453 
Характеристические линии 341 

— направления 333 

· Характеристический конус 341 

— многочлен матрицы 166 

- - уравнения 315 
Характеристическое многообразие 334 
— — полос 335 

— уравнение 311, 341 

— — матрицы 166 

Хорда 185 


Целая рациональная функция (мното- 
член) 169, 217, 361, график 113 

— часть числа 169 

Целевая функция 466 

— — однопараметрическая” 483 

Целое рациональное выражение 141 

Целочисленное линейное программи- 
рование 486 

Целые числа 211 

Центр кривизны 407 

— кривой 2-го порядка 200, 201, 202 

—, особая точка 312 

— симметрии кривой 2-го порядка 200 

— тяжести 252, 257, 263, 265, 269 

Центральное поле (сферическое) 391 

Центральный процессор 524 

Цепная линия 122, 129 

Цепь 384 

Цикл подстановки 137 

Циклоида 125, 257 

— удлиненная (укороченная) 126, 408 

Цилиндр 188, 209 

— гиперболический 209 

— параболический 209 

— прямой круговой 188, 209 

— усеченный 188 

— эллиптический 209 

Цилиндрическая поверхность 188 

— система координат 198 

— труба 188 

— функция 320, 322 

— — порядка п 322 

Цилиндрические координаты 265, 392 

Цилиндрическое тело 264 

Циркуляция векторного поля 398 

Циссоида 123 

Цифра 130 


Частичная сумма ряда 273 

— упорядоченность 383 

Частичное произведение 285 

Частичный предел 215 

Частная производная 230 

Частное 141, 210 

Частные Релея 496 

Частота события 442 

Чебышевский альтернанс 501 

Четырехугольник 184 

Числа Бернулли 86, 284 

— Эйлера 87 

Численно пригодное разложение в ряд 

17 

Численное дифференцирование 510 

- преобразование к главным осям 
495 

- решение задачи 516 

- — характеристического уравнения 
95 

Численные методы вычисления функ- 
ций 517 

Числитель 210 

Число действительное (вещественное) 

1 
- иррациональное 211 
— комплексное 351 


Число мнимое 351 

- налуральное 211 

- положительное (отрицательное) 211 
— рациональное 130, 211 


-- целое 211 
—е 11, 179, 215 
- д 11, 185 


Числовая последовательность 214 
- прямая 211 


Шар 189 

Шаровая функция 353 

Шаровой сегмент, сектор, слой 189 
Широта 197 

Штрих Шеффера 378 


Эвольвенга кривой (инволюта) 410 

- окружности (развертка) 128 

Эволюта кривой 410 

Эйлеров интеграл 1-го, 2-го рода 260 

Эквиваленгные преобразования урав 
нений 144 

Эквиваленция 377, 378 

Экспонента 179 

Экспоненциальное распределение 446 

Экстраполяция 502 

Экстремаль 288 

Экстремум функции 229, 236 

— — локальный 229 

— — условный 237 

— функционала 288, 293 

Эксцентриситет 200, 201, 202 

Элементарная дизъюнкция 378 

— конъюнкция 378 

— формула 379 

Элементарные (простейшие) дроби 172 

— события 441 

Эллипс 200, 201 

Эллипсоид 207 

— вращения вытянутый (сплющенный) 
207 

Зллиптическал точка 416 

Оллип:ическии интеграл 67, 68, 245 

- - з исжанлровой форме 245, 246 

— – 110, 240, 3-го рода 245 

— — полный 108 

- оператор 343, 350 

-- параболоид 208 

-- цилиндр 209 

Эллиптическое уравнение 340, 342, 350 

Эмпирическая дисперсия выборки 456 

- ковариация 464 

- функция распределения 456 

Эмпирические прямые регрессии 464 

Эмпирический коэффициенг корреляции 
464 


— — регрессии 464 
Эмпирическое среднее выборки 456 
Эпициклоида 126, 127 


Ядро линейного преобразования 164 
Язык управления заданиями 526 
Якобиан 233 
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